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Einführung 

\ 
In diesem Büchlein sind aus dem Bereich des Mathematikunterrichts der Fach- und 
Oberschulen etwa 140 vollständig durchgerechnete Aufgaben enthalten, deren Lösung 
jeweils in Schritte unterteilt ist: 

Teil A: Aufgabenstellung 
Teil B: Erste Lösungsschritte, meist mit dem Lösungsplan, dem Ansatz und 

den notwendigen Vorüberlegungen 
Teil C: Durchführung der weiteren rechnerischen Operationen 
Teil D: Fixierung des Ergebnisses, Kontrolle und Formulierung der Antwort. 

Hier werden auch Schlußfolgerungen gezogen, Verallgemeinerungen er­
wähnt und Hinweise auf Ergänzungen gegeben. 

, Bei mehrgliedriger Problemstelhmg werden gelegentlich die Teilaufgaben getrennt in 
(B) und (C) bearbeitet. 
Neben einfacheren Aufgaben sind auch solche enthalten (Kennzeichnung durch *),die 
ein tieferes Eindringen in das Stoffgebiet erfordern. Dem fortgeschrittenen Leser 
wird empfohlen, auch selbständig von der Aufgabenstellung zur Lösung zu gelangen 
und sein Ergebnis mit dem des Teils D zu vergleichen. 
Jedem der 11 Abschnitte sind in gedrängter Form Leitsätze, Verfahrensweisen und 
Übersichten vorangestellt, die eine gewisse Hilfestellung für die nachfolgenden Auf­
gaben geben sollen. Diese Vorbetrachtungen ersetzen aber dem Leser weder die For-
melsammlung noch das Lehrbuch. , 
Meist sind hier einführende Beispielaufg~ben zu finden, deren Durclu·echnung sich vor 
den Übungen empfiehlt. 
Bereitet dem Leser ein Abschnitt Schwierigkeiten oder stellt er Lücken fest, so ist 
dringend anzuraten, den Abschnitt nach einem Lelu·buch zu wiederholen. Eine Auswahl 
geeigneter Lehrmaterialien ist im Literatur- und Quellenverzeichnis angegeben. 

!) 



1. Formelumstellungen 

In Technik, Physik und Mathematik sind gegenseitige Beziehungen zwischen Größen 
als Fm;meln bekannt. Es handelt sich um Gleichungen, die entweder Identität en sind 
(für alle Belegungen der Variablen gelten) oder innerhalb eines bestimmten Defini­
tionsbereiches die objektive R.ealität widerspiegeln. Häufig sind solche Beziehungen 
ihrer mathematischen Struktur nach gleichartig aufgebaut. Die Bearbeitung der völlig 
verschiedenen Gebieten entnommenen Gesetzmäßigkeiten erfolgt deshalb oft analog. 
Ein und derselbe Typ einer mathematischen Beziehung beschreibt und charakterisiert 
also dann physikalische oder t echnische Verhältnisse aus verschiedenen Sachgebieten . 

ßeis}liele: 

(Typ : 
)A = B • C 

'

Typ: 

A = B· cz 

yp: 

vc 

]

Typ: 

n . c 
A= D± E ' 

!Typ: C· D 

A =B E2 

1
Typ: 
11 = U (1 + C) 

10 

8 =V· t U= R·I v = r·w 
gleichförmige ÜHMsches Dreh-
Bewegung Gesetz bewegung 
sina = n sinß qJ=I·w RT = p . Tl 
Brechungs- Lichtstrom Gas-
gesetz Optik ' gleichung 

ar = (0. r2 E = m. c2 (! 
J = 2cu2 

R.aclial- Gleichung von Schallstärke 
beschleunigung EINSTEIN 

F. = m. v2 
z 9" 

Zen tri-
fugalkraft 

T = 2rr. V~ 
P eriodendauer 
b eim Faden­
pendel 

YF·G 
e = G-GF 
Dichte­
bestimmung 

ml-m2 
F = y --r-2-

Anziehun:g 
von Massen 

l = 
l0 (1+aLit) 
Längen­
ausdehnung 

A = rr. ~-2 P = R·f2 

Kreisfläche Elektrische 
Leistung 

1/m ·vE T = 2rr · , D c = e 
Periodendauer Schall­
physikalisches geschwindig-
Pendel 1 keit 

R = R 1 · R2 
R 1 + R2 

KIRCHHOFF- ' 
sches Gesetz 

a·b 
f = a-j-b 
Brehnweite 
beim Spiegel 

1 Ql · Q2 Pli · m2 F= ---F= c---
4rre 8 2 e2 

CouLOMB- Magnetisches 
Gesetz F eld 

V= 
Tl0 (1 + y Llt) 
Volumen­
ausdehnung 

R= 
R 0 (1 + at) 
Widerstand 
in Abhängig­
keit von der 
Temperatur 

Fn = fL. FN 
Reibung 

tt=1t·d 
Kreisumfang 

8 = ~ 0 t2 

Freier F all 

A 1 = A 0 . k 2 

Ähnlichkeit 
bei Flächen 

d = a· ]12 
Quadrat ­
diagonale 

z = wLI· L_.3. 
. LI + L2 

Betrag des \Vider­
standsoperators 
Parallelschaltung-

I· cos e 
E = --~--2--

Beleuchtnngs­
stärke 

a,. - a 1 = 
ll (n - 1) 
arithmetische 
Folge 

Die Beziehungen (Gleichungen, Formeln) enthalten in den Termen Variablen, die von­
inander abhängen . 

D ie Beziehung 8 

(Weg 
V 

Geschwindigkeit. Zeit) 

kn.nn als Funktionsgleichung 

8(t) V • t [s und t variabel, v konstant] 

d u.r·gestellt wei;den. 
llocleutung: Der zurückgelegte \"leg 8 ist bei gleichförmig geradliniger Bewegung von 
dor· Zeit t abhängig. 

l•:n.tspreohend k ann man schreiben: 

U(R ) = I · R und v(r) = w · r und Fn(FN) = fL • Ft< und u(r/) = rr · d usw. Der T yp 
11inor solchen Abhängigkeit wird mathematisch durch di e verallgemeinernde Symbolik 
f( x ) = ... beschrieben. 
I n der R.egel ist in einer Formel eine bestimmte Variable gesucht (unbekannt ), die 
nnderen Größen sind gegeben. Nicht immer is t jedoch die unbekannte Variable in Ab­
hii.ngigkeit von den anderen explizit dargestellt. Dann mnß die Formel erst lliU'h einer 
hOHtimmten (unbekannten) Variablen aufgelöst werden. 

l'hts geschieht in folgender ViT eise: 

Holtt·itt Prinzip 

A 

Jl 

A ufgabenstellung· 
(sachgebietsbezogen) 

Aufstellen ller Formel 
(bekannt oder gegeben, evtl. aus 
der Formelsammlung zu entnehmen) 

l<'ormulierung der mathema­
tischen Aufg1tbe 
(Kennzeichnung der gesuchten 
Größe) 

Be~ehreibung der mathematischen 
Terme 
(Lösungsplan) 

Elementare OJ1emtionen zm Verein­
faclmng 
(falls erforderlich, vVurzeln oder 
Brüche beseitigen - falls unbek. 
Variable innerhalb eines durch 
Klammern eingeschlossenEm T erms, 
Auflösen desselben oft zweckmä ßig) 

Muster 

In einer Batterieschaltung sind n Ele­
m ente in Reihe (hintereinander) ge· 
schaltet. J edes Elem.ent hat die Span­
nung U und den inneren \Viderstancl 
R 1• Die Gesamtstromstäd 'e ist I. Der 
Anßenwiderst.and Ra ist gesucht . 

n-U 
I 

n ·R; +Ra 

?l . u 
I = n · R; -J- R. 

ist n ach Ra aufzulösen. · 

Die gesuchte Variable steht als Smn­
mand im Nenner eines Bruches. 

J(n ·Bi + Bal = n · U 

1 · n · Bi + I · B" = n . U 

11 



c 

D 

\ ' 

Isolieren der unbekannten Variablen 
(Ziel: Terme mit der unbekannten 
·variablen stehen isoliert auf einer 
Seite der Beziehung) 

Division tler gesamten Gleichung 
tlurch den I{oeffizienten (Beiwert) 
tler unbekannten Variablen 
(Zuvor ist gegebenenfalls die unbe­
kannte Variable auszuheben/ aus­
zuldammern) 

Bessere Gestaltung tler gefundenen 
' Formel 

Deutung uml Diskussion 

. Beachten Sie: 

I · R. = n · U - I · n · R 1 

R 
_n·U-I·n·R 

a- I . I 

u 
R,=ny-nRt 

~der: 

R.=n(~-R1) 
Der Außenwiderstand kann bestimmt 
werden durch die mit der Anzahl der 
Elemente multiplizierten Differenz 
von G.esamtwiderstand und Innen­
widerstand. 

Bei der Umstellung von Formeln gelten die Gesetzmäßigkeiten des Lösens von Glei­
chungen. Es dürfen also nur äquivalente Umformungen vorgenommen werden. 
Grundsätzlich darf auf beiden Seiten einer Gleichheitsbeziehung nur die gleiche Opera­
tion ausgeführt werden, 

und zwar: 

Addition oder Subtraktion eines Terms,. 
Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Term, 
Division durch einen von Null verschiedenen Term, 
Potenzieren mit ungeradzahligem E xponenten, 
Radizieren, sofern auf beiden Seiten positive Größen stehen. 
Eine Division durch 0 oder durch einen Term, der den vVert 0 annehmen kann, ist 
nicht zulässig. · 

1 

12 

J.l. 

'1.2. 

1.3. 

1.1 .• 

Die im Beispiel genannte Formel 

I= nU . 
nRt+R. 

ist nach n aufzulösen. · 
(Gesucht ist die Anzahl, der in Reihe geschalteten Elemente.) 

A 

Die unter dem Namen "Geradengleichung" oder "Linearfunktion" bekannte 
Beziehung 

y = a0 + a 1 x 

ist nach x aufzulösen. 

Für die Berechnung des Widerstandswertes eines Drahtes gilt die Formel 

R = e ~ , wobei e eine Materialkonstante (spez. Widerstand), A der Leittmgs­

querschnitt und l die Länge der Leitung ist. ' 
Für A ist rtr2 einzusetzen. Die Formel ist nach dem Radius des Leitungsdrahtes 

' aufzulösen. 

Die Formel der RrcHMANNschen Mischungsregel 

m 1c1 (t - t1) = m 2c2 (t2 - t) 

ist nach der Mischtemperatur t aufzulösen. 

1.1;. Die Gleichung 

1+m a 
1-m=b 
ist n~ch m aufzulösen. 

1.(1. Im gleichseitigen Dreieck gilt für dieHöhe hunddie Seitenlänge a die Beziehung: 

a ,/-
h = 2Y3 

Die Seitenlänge a soll in Abhängigkeit von der Höhehangegeben werden. 

I . 7. Für einen Kreis gelten bekanntlich die Formeln A = m·2 für die Kreisfläche und 
u = 2rtr für den Kreisumfang. · 
Lösen Sie beide Formeln nach ,. auf. Durch Gleichsetzung ist anschließend eine · 
Beziehung zwischen A und u herzustellen, die von 1' unabhängig ist. 

J,t:j, Die Beziehung 

V= ft + 1 

ist ·nach t aufzulösen. 

*J.{). Die Formel 

q•-1 
s,. = a1q-=T 

~~ . 

gilt für die Summe einer geometrischen Reihe. (Der Quotientzweier aufeinander­
folgender Glieder ist konstant.) 
Die Beziehung ist nach der Gliederzahl n aufzulösen. 

13 
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B 
1.1. Die gesuchte Variable steht im Zähler 

und in einem Summanden des Nenners 
eines Bruches. 

InR 1 +IR.= nU 
(nach Multiplikation 
mit p.em gesamten Nenner) 

1.2. Die gesuchte Variable ist Faktor in 
einem Summanden der rechten Seite. 

y- a 0 = a 1x 
oder 

1.3. 

a1x = y ~ a0 

Es ist zunächst der Ausdruck für A einzusetzen. Die gesuchte Variabte ?' steht 
dann in quadratischer Form im Nenner eines Bruches. 

R = o _z_ Mit m·2 multipliziert: 
.,;;;. 1!1'2 

wege'h A . = m·2 Rm·2 = el 

I 

1.4. Die gesuchte Variable t tritt links- und rechtsseitig als Glied einer Differenz auf, 
die mit verschiedenen Faktoren multipliziert ist. 

m 1c 1t - m 1c 1t1 = m 2c2t2 - m 2c2t 

1.5. Die gesuchte Variablem steht im 
Zähler und im Nenner eines Bruches 
in einei· Summe bzw. Differenz. 

b (1 + m) = a (1-m) 
b + bm = a-am 

1.6. Die gesuchte Variable a ist Teil eines Produktes, das eine irrationale Zahl ent· 
hält. Es wird mit 2 multipliziert, durch }"3 dividiert. An~chließend werden die 
Seiten vertauscht. 

2h 
{3 =a; 

2h 
a= }"3 

1.7. Beieie Beziehungen werden durch die Koeffizienten von r bzw. 1·2 dividiert. 

~-=r2 
TC 

u 
2rc = r 

1.8. Die gesuchte Variable t tritt als Summand im Radikanden einer \Vurzel auf. Es 
muß t ~ - 1 gelten. Zwe~kmäßigerweise wird zunächst quadriert. v 2 = t + 1 

1.9. Die gesuchte Variable n tritt im Exponenten eines Gliedes im Zähler eines 
Bruchs auf. Multiplikation mit (q-1), Divisiondurch a 1 • 

8 11 (q-1) =q" - 1 
al 

14 

J.l. Glieder mit der unbekannten 
Variablen linksseitig zusammen­
gefaßt. 

Division durch die Klammer. 

1.2. Man dividiere durch a1 : 

1.11. 
/ 

Zunächst ist durch Rrc zu dividieren. 

Zur Auflösung nach r ist die Wurzel zu 
ziehen: 

InR1-nU =-IR, 

n(U - IR1) = IR" 

IR. 
n=u - IR; 

,1;= y-ao 
(L 1 

1'2 - el 
- Rrc 

1' = ±·jf- el_ 
Rrc 

Es ist aber nur der positive Wert verwendbar. 

I .II. Gliedermit der unbekannten Variablen linksseitig zusammenfassen. 

(m1c1 + m 2c 2) t = m 1c 1 t1 + 1;'! 2c2t2 

t = _m-=1=-c o..1t.::1_+.;_?_n2c 2t 2 

m1c1 + m2c2 

1.1'1. Glieder mit m linksseitig zusammenfassen. 

(a + b) m= a-b 

a-b 
?n= --

a+b 

c 

l .fl. Der entstandeneNennersollte rational gemacht werden ( l•;t'\l'oiterung mit f/3}, 

= 2hy3 =! h ,,-3 
a ,/- ,/- 3 Y 

y 3 . y 3 

'··· Zwei Wege möglich! 

(1) Linksseitig radizieren und?' 
gleichsetzen. 

(2) Rechte Gleichung quadrieren und 

VA =1·=~ 
rr 2rr 

A u 2 

"; = 4rc 2 

I .H. t = v2 - 1 

• 

1·2 gleichsetzen. 

A tt 2 

- = 1'2 = ­
;r 4rc 2 

l.ll, Man addiere beidseitig 1. Auch hier ist Logarithmieren angezeigt. 

a" (q - 1) + a 1 = q" ' => log s,. (q -1) + a1 = n log 
a1 · a1 q 

Es können hier Logarithmen einer beliebigen Basis Yenvenelet " ·erden. In der 
.Regel wird man die dekadis?hen Logarithmen (Basis 10) nehmen. 

15 



D 
1.1. 

1.2. 

1.3. 

1.4. 

l.o. 

1.6. 

1.7. 

1.8. 

Die Anzahl der Elemente läßt sich bei Kenntnis von I, U, R. und R 1 nach 
IR. . I 

n = U _IR, erm1tte n. 

R. Eine Division von Zähler und Nenner 
durch I würde nur zu nebenstehender 
Form führen, die physikalisch wenig 
aussagekräftig is1i. 

n ·= U · 
- -R, I 

Die Darstellung in Form eines Quotienten ist möglich x = y - ao , aber wenig 

aussagekräftig. Aus der Form x . = _!_ y - ao erkennt man, da~1 auch x linear 
von y abhängt. a1 ai I 

1 I z · 
Berilcksichtigt man in der Lösung r = V ~n:, daß n: eine Zahlenkonstante und e 
eine (bekannte) Materialkonstante ist, so ist die Schreibweiser = 11 _g_ ·11 Rl = 

T n: 
= c V R bes~er. , , · 

Die Mischtemperatur t ergibt sich als ein Bruch: 

m1c1t1 + m2c2t2 t= . 
m1c1 + m2c2 

Für t1 = t2 ergibt sich nach Kürzen t = t1 = t2 (trivialer Fall). 

Die Größe m ist der Quotient aus Differenz und Summe von a und b: 

a-b 
m=--a+b 

Im gleichseitigen Dreieck hängt gemäß~ = iy3" h die Seitenlängelinear von der . 
Höhe ab (ist ihr direkt proportional). 3 

Der funktionale Charakter läßt sich durch a = /(h) andeuten. Die Schreibweise 

a(h) = 
2 ~3 h ist nur als "Abkürzung'' zu betrachten! 

. 1 
Die Abhängigkeit zwischen A und u des Kreises kann durch A = 

4
- tt2 oder 

. . 71: 

u = 2JIAn: dargestellt werden. Die Fläche wächst mit dem Quadrat des Um-
fangs! ' , 

t ist in quadratischer Weise von v abhängig. 

t = v2 - 1 

1.9. Die Anzahl der Glieder n läßt sich nach der Formel 

16 

n=logs"(q-1)+al:logq' 
a1 

bestimmen. Man beachte, daß n E N sein muß. Zuweilen muß wegen der Unge­
nauigkeit de~ Tafelwerte etwas gerundet werden. 

' · 
I•:J nlgo Bemerkungen zum Lösungsplan 

lloroits bei den Aufgaben des Abschnitts 1. wird der Leser festgestellt haben , daß beim 
IAlson mathematischer Aufgaben nichts dem Zufall überlassen bleiben sollte, sondern 
piltnvoll und zielgerichtet vorgegangen werden muß. In di esem Büchlein wird in der 
I!.Og41 jeweils nur ein Lösungsweg vorgeschlagen. Man überzeuge sich jedoch an Hand 
l'olgonder Aufgabe, daß meist m ehrere V\Tege zum Ziel führen. J edem dieser w·ege 
lln~L oin gewisser Plan, ein gewisses Programm zugrunde, dessen wesentlicher Inhalt 
d ln l•: n ·eichung eines Teilzieles ist. Nicht nur dem Anfänger fällt es oft schwer, sich so-
l' •~r · L fiir den elegantesten oder ren tabelsten Lösungsweg zu entscheiden. Zu einem 
Woohsel auf einen anderen Lösungsplan während der Arbeit ist nur dann zu ra ten, 
wnrtn der eingeschlagene W eg nachweisbar nicht zum Ziel führen kann. Im übrigen 
wiJ•d derjenige stets im Vorteil sein, der den größeren Vorrat an Lösungsverfahren 
f llll'llt hat. 

lljlfH Jtlol: 

a-b 
1 >• u· Ansd ruck A = Jla _ yb a - b 

va + '-/b soll vere infacht werden. 

J,IJH ungsweg 1 (Programm: Es handelt sich um zwei Brüche, die zunächst gleiclmamig 
111 111(LChen sind.) 

ll r~t t ptnenner: (ya + ybj (ya- ybj = a-b (binom. l<'orm) 

(a- b1 
('

1a + Jlb) - (rt -b) ()/(/- Jfbj Nnült Erweiterung ergibt sich: A = 1 r . 

2 Vb(a - b) ;-l>ti t'IHl s folgt : A = ---- = 2] b 
a-b 

a - b 

J,IIH IHigSWeg 2 (Programm: Die Zähler beider Brüche sind g leich, infolgedessen sollte 
(rr - IJ) ausgeklammert werden.) 

i\ 11 ~tho bon : 

( ll ni(l lmam igmachen: 

llrtd \vO iter: 

A =(a- b) (--::va=--
1

-V-b ya ~ yb) 

A = (a - b) <va + Jf1J>- <va- y1J> 
a-b 

A=2Yb 
• 

I.IIH tlltgswog 3 (Programm : Die beiden Brüche enthalten irrat iona le Nenner, die N enner 
;H; IIt,on also zunächst ra.tional gemacht werden.) 

II•1Uinnalmachen: 

<a-b) <va + Jf1J> 
(ya- yb) (ya + yb) 

(a-b)< ya- yb) 
<va + yb) <va - yb) 

l)lo beiden Nenner ·sind gleich groß, n ämlich (a - b) . Im Zähler wird (a - b) ausge­
hrl liun und gegen den Nenner gekürzt. Es bleibt A = 2 yb: 

~ l<ooh, Anleitung 
17 



Lösungsweg 4 (Programm: Man erkennt, daß die Ausdrücke in Zähler ·und Nenner 
, Bestandteilederdritten binomischenFormelsind.Esgilt ('ya + yb) (ya- yb) =a-b 
Die beiden Zähler sind in ein Produkt zu _verwandeln.) ' 

Aufspalten der Zähler : 
A = (ya + {b> (ya-----: {b> _ (ya + yfJHva- yfJ> 

· ya - yb ya + yb 

Kürzen: A = ({a + yb)"= (ya=- yb) 
und weiter : A =:' 2yb 

Lösungsweg 5 (Programm: Das Rechnen mit den Wurzeln erscheint unbeq~em. Man 

führt eine Substitution durch: u = ya und v = yb.) 
Neue Form des Ausdrucks nach Substitution: 

' u2-v2 u2-v2 
A=-----u-v · u+v 

Umformung der Zähler : A = (u-v) (u+ v) 
~t-V 

Kürzen: A = 2v 

(u-v)(u+v) 
u+v 

· Die Substitution wird rückgängig gemacht: A = 2yb. 

Es gibt noch weitere Lösungswege. Alle genannten- do~h recht unterschiedlichen -
Methoden führen zum Ziel. Nachträglich kann sogar eingeschätzt werden, daß dabei 
keine großen Unterschiede im Arbeitsaufwand auftreten. 
Nachdem diese Aufgabe gelöst ist, sollte man auf die Deutung des Ergebnisses nicht 
verzichten. Zur - kaum vorauszusagenden - Überraschung hängt A nicht von a ab, 
sondern nur von b: symbolisch ausgedrückt durch A = f(b). 
Die Werte, die A für bestimmte Größen a und b annimmt ' (z. B. für a = 1013,65 und 
b = 6,25), lass~n sich mit der Darstellung A = 2 {b viel schneller bere~lmen als in der 

. Ausgangsform. . _ 
Bei der Aufgabenstellung sollte übrigens vermerkt werden, daß sowohl a als auch b 
n,icht negativ sein müssen! 

2. Einige Bemerkungen zur Mengenlehre 

Die Symbolik der Mengenlehre hat sich weitgehend in· allen Bereichen der modernen 
Schulmathematik durchgesetzt. Sie zeichnet sich durch Kürze und Abstraktion aus. 
Dem Anfänger - .der sich die Grundlagen der Mengenlehre m ittels der einschlägigen 
Literatur aneignen sollte - bereiten aber häufig die elementaren Mengenoperationen 
und die Darstellung von Intervallen Schwierigkeiten. Dabei sollte beachtet werden, 
daß die Mengen in den Lehrbüchern nicht immer mit den gleichen Symbolen gekenn-

zeichnet werden. 
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(II\ dor folgenden Übersicht werden die an Fachschulen üblichen Symbole rot ausge-
dfl!okt.) · 

Nt~lr10 der Menge Symbole Folgende R.echen-
nicht in der sonstige operationen sind innerhalb 
standar- Schul- Symbolik der l\ienge u11beschrä11l~t . I disiert mathem . ausführbar 

I üblich 

;; 
,.. ;; 

" 0 
( 0 "' ~";; ;; 

~ ~ ;; 
.!2 " " 

;;." 
;; ;!< ~ §o 

.... ""' " ~10 

~ B "' 
·;; ·- .... 

~ 
·;n..=: ;; .!:Jc!l 

"" ·- " 15 .". 

""' 
.=> 

~ 
:> .... 

"'"' A.& 0 

-< ü.i Po< 1'18. 

I •i111t'O Menge 0,0 I - - --------
lt) illnrmonge aus {0} ja ja ja n n n 
l•l1ou1ont 0 

------- - --
1tlhtlli'I110nge aus I {1} n n ja ja ja ja 
ltllo tolont 1 

--·--------
!l.wnlor.menge aus . fO; f} n n ja ja ja ja 
dtm ltllementen 0 ' ' 
qllfl i 

----------
l'nttiMvo ungerade U, Un+ n n ja n ja n 
v,,, II Ion 

----------
l'nt11 Livo gerade Gr+ ja n ja n ja n 
1.td tlon · 

----------
Ntll.fl t•liohe Zahlen N+ N" N\{0} · ja n ja n ja n 
(nh)Hl N'nll) 

----------
m,N(ny) Nt~l,llr!iohe Zahlen N ja 

to dli Niill 
n ja n ja n 

- - --------
( lt~IIV.II jf,L~Jt) en G @,r ja ja ja 11 ja n 

(gamma) 
----------

( ltlt1'1.11 1 •wgative G- ja n n n n n 
i'ltt.l dtlll 

----------
l'•'' ••• !l.tlhlon Pr n 11 n n n n 

----------
( I11 Ju·oohone R+ p+ ja n ja ja ja n 
(1'011 ,) :l.ahlen 

----------
l t•~LI(I ntdO Zahlen R P (rho) 1).1, ja ja ja ja ja n 

]{_ 
----------

N ltthLJ'Liti.onale N l n 
.l'it1lll on 

n n n n ja 

- ------- - --
I tonllo Zo.h len p F(, ß (delta) ja ja ja ja ja ja 

ffi 
------- --

1 \ntt~p loxo Zahlen Z, K, ~ 
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Weitere Symbole 

2EN: 

0,5 ({ G: 

NCG: 

A~E: 

A=E: 

2 ist Element von N 

0,5 ist nicht Element von G 

N ist T eilmenge von G 
N ist enthalten in G 
Alle Elemente von N sind auch Elem ente von G 

A ist T eilmenge von E oder gleich E 
(A ist echte oder unechte T eilmenge von E) 
[Verwechseln Sie diese Zeichen nicht mit < oder ~ !] 

B eide Mengen sind gleich. Sie enthalten genau dieselben _Elefnente. (Die 
Reihenfolge der Eiernente bleibt unberücksichtigt.) 

Die leere Menge 0 und die Menge selbst ist stets Teilmenge einer Menge . Man spricht 

von uneeilten T eilmengen. 

Angabe von Jntenallen · 

Moderne Schreib­
weise (Mengenlehre) 

herkömmliche 
Schreibweise 
mit Ungleich­
heitszeichen 

Sprechweise 

[ a; b] oder < a; b > 
(c; d) 

a ~x ~b 
c<x<d 
m <x ~n 
lx I > 2 

beiderseits abgeschlossenes Intervall 
beiderseits offenes Intervall 
linksseitig offenes Intervall (m;n] 

(- oo;- 2)U (2; oo ) 
(- oo;- S]U [12;oo) I X- 2.1 ~ 

~ 10 

zwei Intervalle zusammengofaßt 
dto . 

Man beachte, daß einige der genannten Zeichen in verschiedenen Bereichen der: Mathe­
matik zum T eil r echt unterschiedliche B edeutungen haben. Insbesondere beachte m an: 

(2; 3) 

{2; 3} 
<4; · .. 

. . . <4· .. 

Koordinaten eines Punktes (Zahlenpaar) oder beidseitig offenes Intervall 

Menge von zwei Elementen 
linke geschlossene Begrenzung eines Intervalls 
oder "Kleiner-als" -Beziehung . 

Für die Ausführung von Mengenoperationen werden einheitlich die SymboleU, n und\ 
verwendet. (Vgl. Übersicht auf der folgenden Seite. ) 
Mittels die:;;er Symbole werden vor allem folgende Tatbestände verde:utlicht: 

K1 n K2 = S: 
F1nF2 = M: 

L, auch E 
= { .. ·}: 
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Angabe des Schnittpunkts oder d er Schnittpunkte zweier Kurven 

Gemeinsame Wertepaare zweier Funktionen (;,Lösungen" x und y 
eines Gleichungssystems) 
Lösungs- oder Erfüllungsme~ge einer Gleichung 

11'ull'alcht über die' ~fengenotJerationen 

N,y ntl 

l liiU\ 

•olik 

oh-
111111 

,IJ ,,: ,•ru,l. 
\ll t •l 'di 

l•ll tllil 
11 111 , . 

111 (L!Je 

•' I 

11 1111 · 
diil''il.l 
(Jiiilllt 
lil llli f{ l 

lnt o, 

1~on 

ng 

Jl; ,,,ln ll tgon 

AUE 

Vereinigungs-
m enge 

[""'"'"'" I in A otler in B 
oder in be iden 

~-
·ve8 

•• A UE = 
=> ECA 

·\ hlill,luugo u von lllengen 

AnE 

Durchschnitts -
m enge 

r U\\'tdd in _, I 
al ~ a ud t in H 

. .. 

o~oB 

(VB 
-~ 

~@ 
AnE = O 
=> A, E liegen 
"diskret" 

'' 'flniH''' 1:1 ind zwei Mengen A und E. 

A \ E A x E 
Differenz- Mengen-
menge Produkt 

r....... ~ 'l ung u 

•:~~~ r uidd 111 I: a ller mög-
li <; hcnZah -
lc tt pan.re 
1L11 >; J U 

<' in c- n• l~ l c -
11 1e tY~ von 
.-1 IIIH[ 

··inellt von 
)! 

A a Eine Ab-

0:W/' bildnng -~ ///0 
0' @ %1 einerMen-

ge a uf eine 
andere 

~8 
(Funktion) 
ist T eil-
m enge des 
Mengen-
produkts. 8 A 

@rD 
.:1. \B = 0 
=> A cE 
A\E = .:1. 
::.> A, E di skret 

•l li1 11 Ahhlldun g aus der Menge A in die Menge E liegt vor, \Yenn e ine Vorschr ift ge-
110141"' ltllmnenten aus A gewisse Elemente in E zuordnet . '\V erden dabei alle Elem ente 

1111 ·I ll tld 1J erfaßt, so spricht man von einer Abbildung , ·on A auf B. 

A 8 A 8 A 8 
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Bei einer eindeutigen Abbildung wird jedem Element a E A ein und nur ein Element 
b E B zugeordnet. 
Die Abbildtmg ist eineindeutig (oder umkehrbar eindeutig), wemi dabei auch jedem 
Element b E B ein und nur ein Element a E A zugeordnet werden kann. 

Funktionen 

'Arbeiten Sie von Anfang an mit der mengentheoretisehen Definition der Funktion! 

r.: ' il 

\ 

Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung aus der Zahlenmenge X in die 
, Zahlenmenge Y, d. h., jedem x EX ist ein (und nur ein) Element y E r zuge­

ordnet. 

~ ~ 
f:X::> Y -· 

Die Menge aller dadurch bestimmten Wertepaare (x.; y.) ist Teilmenge des Mengen­
produkts X X Y. 
Ist die Abbildung sogar eineindeutig, so kann auch die Umkehrfunktion (inverse 
Funktion) gebildet werderi. Es ist erstrebenswert, eine Funktion in folgender Form zu 
kennzeichnen: 

f = {<x; y) I x ER (\ x =? x 2 ~ 1} .1) . 

Im Bereich der Oberschulen und Fachschulen ist es jedoch in der Regel üblich, aus 
Zweckmäßigkeitsgründen eine verkürzte Schreibweise zu wählen; für die genannte 
spezielle Funktion zum Beispiel die zugehörige Funktionsgleichung 

X 
(y =) f(x) = x2 + 1 mit dem Vermerk: x reell. 

In diesem Büchlein wird diese dem Schüler vertraute Form der Ftmktionskennzeich­
nung verwendet. Die f(x) stellen nur die Funktionswerte dar. 
Beim Graph einer Funktion werden Definitionsbereich und Wertevorrat unmittelbar 
zeichnerisch dargestellt und die Abbildung durch Pfeile veranschaulicht. 
Man begnügt sich gelegentlich mit einer Virertetafel (Wertetabelle), die auszugsweise 
einige Zuordnungen angibt. 

1 
· · 

Die graphische Darstellung einer Funktion wird im allgemeinen als Kurve bezeichnet. 
Dabei sind die Koordinaten der Kurvenpunkte zugleich die Wertepaare der Abbildung. 
In der Schulmathematik ist gegenwärtig statt Kurve aUch die Bezeiclmung Bild der 
Funktion üblich. · 
Die geometrischen Eigenschaften der Kurve sind wesentlich durch die Koeffizienten 
der Funktionsgleichung bestimmt. Eine Übersicht. über besonders häufig vorkommende 
Funktionen und ihre Kurven finden Sie auf den folgenden Seiten. · 
Die hier gegebenen Erläuterungen zum Funktionsbegriff entheben Sie nicht der Not­
wendigkeit, sich ausführlich und eingehend an Hand eines Lehrbuchs mit den theore­
tisphen Grundlagen der Mengen- und Funktionslehre auseinanderzusetzen! 

.r/ 

1) Statt f wird zuweilen auch F verwendet. Rist hier die Menge der reellen Zahlen 
Das Zeichen 1\ fordert die gleichzeitige Berücksichtigung beider Forderungen. 

( 
flh11r·slcht iiber einige Funktionen und deren Bilder 

:l.u 41()n Abschnitten: l\'Iengenlehre un<l l{urvendiskussiou 

Beschrän­
kungen 

m, b, xE P 
(reell) 

A =!= 0 
A,B,O,x 
EP 

nEN 
(für n = ·o 
anx = 0 
nicht defi­
niert) 

Bild der Funktion 
(Kurve) 

y 
m=O; b>lJ. 

\. . . ./ ~~ " 
W?o~J ~--·l \~;·/ 

I 

I 
I 

I 

'\ X ·, 
}
m<O;( 
b>O 

m>1; b<O 

...... / 

X 

2 X 

J 

B emerkungen /Null- ~ 
stel- '2 

len ~ 
~~ 
.s 

~~~ 
m kennzeichnet ..... I /; 

den Anstieg lin. 
m < 0 fallend Gleich. 

m > 0 steigend 
m > 1 stärker 

als 45° an-
steigend 

m = tan<X 
b kennzeichnet 

den Schnitt-
punkt 
st (O; b) 

mit der y-Achse 

A kennzeichnet 
, ..... I 0 

die ÖI'J'nnng quadr. 
A > Onach Gleich. 

oben 

A < 0 nach 
unten 

I A I < 1 "flach" 
B kennzeichnet 

di e Rechts-
bzw. Links-
Iage d. Schei-
t els 

0 kennzeichnet 
den Schnitt-
punktmit 
der y-Achse 

Gem.einsame 0 0 
Punkte außer außer 
0 {0; 0) für für 
(außer n = 0) n=O n = O 
E (1; 1) 
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Fortsetzung: 

= f(x ) I Beschrän-
J ame der kungen 
'unktion 
Jame der 
\:urve 

\ mktion 
ri E N\ {0} 
für x < 0 
nicht defi-
niert 

~
arabel- { 
lmlich , 

nm· ein Ast! 

n = 1 
uninteres-
sant 

1 nEN\{0} 
(x)= -xz für x = 0 

nicht defi-
·eziproke niert 
·'unktion (Pol) 

n =O 

einfache uninteres-
ebrochen- sant 
ationale 
·'unktion) 
yperbeln I 

(x ) = az I a 6 0 

·:xponential-
uukt.ion jl<'iir ct = 0 

an x ~ 0 
nicht defi-
niert 

I 
~xponen-

ialkurve 

. 24 

Bild der Funktion 
(Kurve) / 

y tr 1 ~ I! --------
) ",..,..... 

I / 
I 

Ir 

~ 1 n gerade I j 
I 

J 1 
/ ~---

~ 
1 X 

-1 
nun 

l O<a<t l ly 
)~~tJ~. = 0 \ 

mita:i1 \ h 
" ' 

X 

a=O 

Bemerkungen 

Gemeinsfiune 
Punkte 
0 (0 ; 0) 
E (1 ; 1) 
Kurve v erläuft 
nur im 
ersten Qua-
dranten 

Annäherung an 
die Koordinaten-
achsen 
(Asymptoten) 

Gemeinsame 
Punkte 
E (1; 1) 

Technik: 
Dämpfung 

Biologie : 
Entwicklung 

Physik: 
radioak t iver 
Zerfall 

/(0) = 1 
außer a = 0 

/(1) = a 
Die Kurven zu 
a 1 = a und 

1 
a2= a 
liegen symme ­
trisch zur y­
Achse 

I 

Null­
stel­
Jen 

0 

I keine 

I 

2 
.. .. 
:§ 
" "' rn~ 

0 

I keine 

l i'ortset~ung : 

B eschrän­
kungen 

r) = sinx ,- 1 2 f( x ) 
I ~ + 1 

lnus-

(w) -= nicht defi- I 
• ~itnx ni ert 

I 
(Pol) 

11t ll f!' OilS· für 
nllkUon X= 

(2lc - i) n 
2 

Bild der Funktion 
(Kurve) 

!Y 

Pa/ V Pol 

' 3 
' 

z 

1f -y 

Pol 

' . ' 

3rr x 

11 

Bemerkungen 

f(x) = 
= f(x + '2lc 

Anstieg im. Ur­
sprung 45° 

Maxima bei 
1t" 

a: = 2 ± '2lcrr: 

Minima bei 
3 Tt ~ 1 . x = - ± :::t.:n 
2 

Pcriorli z itü,t, 2rr: 
Pole 
bei x = 
(2lc - i)rt 

2 

f( x) = 1 

füt• ~~ = ..:':. 
57!" 4 
4 ;'" 

Null ­
stel­
len 

0± 
lcrr: 

0± 
lcrr: 

:~ 

il 
'ii 
-5~ 
Ul'd 

:ß.., 
~·s 

" " ""'"'"' ~~~ 
~ §~ 
~A~ 

0 

0 
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A 
.I. Die Menge A bestehe aus den Produktivkräften, die MengeBaus den Produk· 

tionsinstrumenten einer bestimmten gesellschaftlichen Epoche. 'iVelche Rela· 
tion besteht zwischen' beiden Mengen? 

2.2. Gegeben seien Pr Menge der Primzahlen und U Menge der ungeraden positiven 
Zahlen. Bestimmen Sie Pr U U; Pr n U; P1· \ U und U \ Pr·. 

2.3. In einer Fernstudiengruppe von 39 Studenten gehören 11 der FDJ, 19 dem 
FDGB u~d .23 der DSF an. Ein Student ist Mitglied aller drei Organisationen, 
4 weitere sind gleichzeitig in der FDJ und der DSF organisiert, 7 sind im FDGB 
und in der DSF, aber nicht in der FDJ, ~gehören nur dem FDGB und der FDJ 
an,. Wieviel Studenten sind nur in einer Organisation, wie viele in keiner? 

2.4.· Für ein Teilverhältnis '.1. folgen aus Berechnungen zwei Bedingungen: a) I .1. I ~ 
~ 1,5 und b) - 4 ~ .1. < 2. Welche Werte für .1. sind möglich? 

2.5. Ein Gleichungssystem a 1x + b1y = c1 , a 2x + b2y = c2 hat die Eigenschaft 
a 1 : b1 = a 2 : b2• 'iVas kann über die Lösungsmenge ausgesagt werden? 

2.6. Eine Parabel verlaufe sehr "flach", sei nach oben geöffnet und schneide die y­
Achse im Scheitel bei (0; - 4). Was kann über die Koeffizienten der zugehörigen 
quadratischen Funktion ausgesagt werden? · 

2.7. Gegeben ist j(x) = - 0,5 x 2 - 2x + 3. Welche qualitativen A-ussagen sind 
ohne Rechnung über den Verlauf ihres Bildes möglich? 

2.8. Eine Gerade schneide die y-Achse bei (0; - 3,5} und falle unter einem Winkel 
< 45° gegen die Horizontale. Was kann über die Koeffizientenmund b.ausge­
sagt werden? 

2.9. D er Verlauf der Bilder der Exponentialfunktionen f(x} = 2", g(x) = 0,5" und 
h(x) = 2-x ist zu vergleichen. 

2.10. Geben Sie die Intervalle 11 ; 12 .und 13 an, für die mit x E P gilt : x + 2 > 3; 
X+ 7 ~ 10; 3 <X- 2 ~ 4. 
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B -
2.1. 

-

2.2. 

Die Produktionsinstrumente sind bekanntlich ein Teil der Produktivkräfte. 
Überlegen Sie auch, was noch zu d en Produktivkräften gehört. 

Man notiert sich zunächst die ersten Glieder der vorkommenden Mengen 

P1· = { 2; 3 ; 5; 7 ; 11 ; 13; 17; · · ·} 
U = {1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; · · ·}und stellt ferner fest: 2 ist die einzige gerade 
Primzahl. 

2.3. In der FDJ sind 11, davon 4 auch in DSF, 2 auch im FDGB und 1 we]'terer auch 
in DSF und FDGB. 
Im FDGB sind 19, davon 7 a uch in DSF, 2 auch in FDJ, 1 weiterer auch in 
DSF und FDJ. 
In DSF .sind 23, davon 4 auch in FDJ, 7 auch im FDGB, 1 weiterer auch in 
FDJ und FDGB. 
Nür in der FDJ sind also 4, nur im FDGB 9, und nur in ~er DSF sind 11. 

2.4. Die Bedingungen lauten a) J. ~ - 1,5 und J. s 1,5; b) - 4 ~ J. < 2. 

2.ö. Man löst beide Gleichungen n ach y auf: 

, a1 c1 
g1: y= - - x+-

bi bl 
a2 c2 

Y2 : y = - b2 X + b; . 

2.6. K ennzeichen: 

a ) sehr flacher Verlauf 

b) Öffnung nach oben 

c) der Sei-leitelliegt auf der y-Achse 
d) Schnittpunkt mit der y -Achse im Punk.t (0; - 4). 

2.7. Aus A = - 0,5 kann man sofort auf einen "flachen" Verlanf der Parabel und 
Öffnung nach unten schließen. 

2.8. Aussagen Q.ber den Verlauf der Geraden : 

a) die Gerade fällt 

b) die Gerade verläuft flach 

c) die Gerade schneidet die y-Achse unterhalb der x-Achse . 

2.9. . ( 1 )X Wege~ .. d.er Potenz~~setze stimmen dieFunktioneng und hüberein: .2" = z-x, 
d. h., fur a lle x E 1 1st g(x) = h(x ). 

2.10. N ach Umformung 

x >·1 bzw. x s 3 bzw. 5 < x ~ 6. 
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Die Produktionsinstrumente bilden eine T eilmenge d er Produktivkräfte. Die 
letzteren enthalten noch einige E lemente m ehr, z. B. den a,t·beitcn<len Monsehen 

~ 
selbst! 

I 
, . ~.2 . Pr U U wird alle ungeraden Zahlen einschließlich d er 2 enthalten. 

Pr n U enthält nur die Primzahlen außer der 2. 
Pr\ U kann nur die 2 enthalten, weil diese nicht Elem ent von U. 

U\Pr enthält nur einen T eil der ungeraden Zahlen. 

2.3. Nur in der FDJ: 4 
nur in d er DSF: 11 
nur im FDGB: 9 

nur in einer: 24 

Menge der FDJ -Mitglieder : J 
Menge der DSF-1\'Iitglieder: D 
Menge der FDGB-Mitglieder: F 
Menge der Studenten in nur einer Organisation (24) 
M = J\(D U F) U D \ (J U F) U F\(J UD) 

Menge d er Studenten in k einer d er Organisationen, wenn A die lVIenge aller 

Studenten: N = A \(F UD U J) . 

2.4. Die beiden Intervalle lauten: a) 11 = (- oo;- 1,5]; 12 = [1,5; oo ); 

b) 13 = [- 4; 2). 
Gesucht: I = (11 n 13) U (12 n !3) . 

2.5. Auf Grund der B edingung a 1 : b1 = a 2 : b2 sind d ic "A nsticgc" gleich. Es sind 
zwei Fälle zu unterscheiden: 

c
1

: b
1 

gleich (1) oder ungleich (2) c2 : b2 • 

2.6. Aussagen über die Koeffizienten 

a) l A I < 1 
b)A > O 
c) B = 0 

d) 0 =- 4. 

2.7. Die +3 (absolutes Glied) b edeutet: Schnittpunkt mit der y-Achse oberhalb der 

x -Achse. 
Wegen B < 0 und A < 0 liegt der Scheitel links der y-Achse. 

2.8. Aussagen über m und b: 

a) mistnegativ 

b) Im I < tan 45° ; Im I < 1 
c) bist negativ. 

2.9. Das Bild von f(x) steigt monoton, das Yon g(x ) fä ll t. Das Ersetzen von x durch 
(- x ) überführt f und g ineinander. 

2.10. Die entsprechenden Intervalle sind : 

beidseitig offen links geschlossen 
rechts offen 

links offen 
rechts geschlossen 
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D 
2.1. Es gilt B C A . Es handelt sich um eine echte Teilmenge. Die F älle B = 0 und 

1 B = A kommen nicht in Frage ! 

2.2. 
1 

Es ergibt sich: 

Pr U U = {1; 2; 3; 5; 7; 9; 11; · · · } 

Pr n U = {3; 5; 7; 11; 13; 17; · · ·} 
Pr\U = {2} 
U\Pr = {1; 9; 15; 21; 25; · · ·} 

2.3. 24 Studenten sind in nur einer Organisation. 

Elegant er geschrieben: 

I 
Pr U U = U U {2} 

, P r n U = Pr\{2} 

In keiner der drei Organisationen ist 1 Student! 

2.4. Für die möglichen /. gibt es zwei Intervalle: 

[-4; -1,5] .und[1,5; 2). 

2.5. (1) (Die b eiden Geraden) Die Gleichungen sind linear abhängig, 
fallen zusammen. gl n gz = gl = gz. 

(2) (Die beiden Geraden) 
laufen parallel. 

Es ergibt sich ein "Widerspruch, 
gl ngz = 0. 

2.6. Es ist 0 < A < 1, B = 0, C = -4. 

2.7. 

I 

2.8. 

Es handelt sich um eine flach verlaufende, nach unten geöffnete P arabel mit 
zwei Schnittpunkten mit der x-Achse. Die Symmetrieachse liegt links der y-Achse. 

I 
m: -i < m<O 
b: . b = -3,5. 

2.9. Die Bilder der b~iden Funktionen verlaufen symmetrisch zueinander, gespiegelt 
an der y-Achse, die im Punkt (0; 1) geschnitten wird. 

2.10. 11 =(t;oo); 12 =[3;oo); 13 =(5;6]. 
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Anwendungsaufgaben zu linearen Gleichungssystemen 
mit zwei unbekannten Variablen 

1)1\8 Lösen von Anwendungsaufgaben (eingekleideten Aufgaben, Textgleichtmgen) be­
••u l·tot dem Anfänger im allgemeinen erhebliche Schwierigkeiten. D as "Finden des An­
mL:tos" (d. h. der mathematischen Formulierung des Problems) dal'f nicht dem Zu-
1\ll überlassen werden. Gibt es schon kein festes "Rezept" zum Lösen solc?er Auf-
1\bon, so helfen doch systematisches Vorgehen und die Beachtung bestimmter Regeln 

uoben dem häufigen Üben weiter. Die Verfahrensweise entspricht im Grunde dem Vor­
hen bei allen mathematischen Untersuchungen. 

Formeln I Gesetzmäßigkeifen 

c: 
c: 
~ ' 
<U 
.0 

Dirnen- ;o :5 c: 
sions- Ul e ~ ~ 
fesflegung ~ 'iü 2: 

~~ ..c:. 
V>~~ 

Rückkopplung 

I 

Rückkopplung 

Bei einigen Text aufgaben lassen sich speziellere R egeln für das Vorgehen angeben, so 
z. B. b ei Mischungsaufgaben und Bcwcgungsaufgabcn. 
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Allgemeine 
Textaufgaben 

A Aufgabenstellung 
(mehrfach lesen , un­
klare Begriffe klären) 

B Dimensionsfestlegung 

Skizze, Wahl der Un­
bekannten (YVonach 
ist gefragt ? ) 

Bereitstellen von 
Formeln u. Gesetzen 

Formulierung der Aus­
sageformen und Ge­
setze mittels der ge­
wählten Unbek annten 

Ansatz 

C Lösung der Gleichung 
oder des Gleichungs­
systems 

Probe 
D Logische Kontrolle 

Verbale Formu­
lierung 
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Mischungsaufgaben 

dto. 

dto. 

meist ohne Skizze 
Wahl der Unbe­
kannten 

Aufst ellen einer 
Tabelle, enthaltend 
die Grundst offe und 
die Mischung 

In der Ta belle ent­
stehen 2 Glei­
chungen: eine, die 
den Preis od. den Ge­
halt an Wirkstoffen 
enthält, und cli~ 
Men gengleichung 

Ansa tz 
(Gelegentlich auf 
eine Gleich. mit einer 
Unbek . zurückzu-

, führen , wenn Mengen­
gleich . aufgelöst wird) 

<;lto . 

Probe 
dto. 

Bewegungsaufgaben 

dto. 

Festlegen der Einheiten für 
Längen und Zeiten. W ahl 
eines geeigneten Anfangszeit­
punkts (Standpunktwahl) 
In der Regel: t Zeit bis zum 
Eintritt des Ereignisses, ge­
rechnet ab Anfangszeitpunkt, 
8 W eg des einen Körpers bis 
zum Treffen (Einholen), fo r­
male Skizze 
Berechnung der Geschwindig ­
keiten beider Körper 

Es gilt: 
Weg = Geschwindigkeit 

mal Zeit 
für jeden Körper bis zum 
Treff- od. Überholungspnnkt 
J ede Bewegung erhält e ine 
eigene Gleichung, beide zu­
sammen bilden ein Glei­
chungssystem. 
"Gegenverkehr" : 
8 1 und 8 2 = Gesamtstrecke 
minu~ 8 1 

"Gleichgerichtet er Verkehr": 

81 = 82 

(Unbedingt Ausgangspunkt 
der Zeitrechnung b eachten ! ) 
Ansatz 

"Gegenverkehr" : 
Addition der Gleichungen 
"Gleichgericht. Verkehr": 
Gleichsetzungsver fahren 

Probe 
Deutung der Zeitangab e. 
Feststellen, ob das Treffen 
auf der Verbindungsstrecke 
geschieht . · 

A 
F ür ein elektrisches Aggregat stehen zwe i Ar ten von H heostaten A und B zur 
Verfügung. Zur F eststellung der W'iderstandswerte der beiden Rheostaten typen 
werden folgende F est st ellungen durch E xperimen te get.roffen: 
Schaltet m an v ier Rheostaten vom T yp A und Yier vom T yp B hintereinander , 
so b eträgt der Gesamtwiderst and der Leitung 12 n. 
Schaltet man aber fünf vom Typ A und einen vomTypBin H eihe , so bet rägt 
der Gesamtwiderst and 13 Q. W elche \Viderstände ha ben di e Hheost at entypen ? 

11,2. Ein VEB plant eine Mona tsprodnktion v on 4500 Erzeugni ssen , rl ie in verschie­
dener Stückzahl von den Teilwerken 111 und N hergeste llt werd en. \.Yonn ab er 
das Teilwerk 111 nur 80% seines Plansolls, N aber das 1,2fache p roduziert, ver­
lassen nur 4400 Erzeugnisse den Betrieb . Die Erzeugni sse von 111 bringen: einen 
R eingewinn von je 40, - M, di e v on N einen solchen von je 60,- lVL Vorg leichen 
Sie die P rocluktionsvolumen. 

11.3. Ein Großbehä lter für chemische F'lüssigkeiten " ·ird v on einer P umpe ]( allein in 
80 Min. , von der Pumpe B allein in 2 Std. ge füll t . E ine halbe Stunde n ach E in­
satz der Pumpe K fällt diese wegen Motorschadens 20 Min. a us . Als E rsat z läu ft 
während di eser Zeit nur di e Pumpe B. N ach lC::0pa.rnt nr nrhc it.on Le ide P nmpen 
gem einsam. Vl'ann ist der Behälter gefüllt ? 

llA. Die Quersum me einer gesuchten zweistelligen Zahl beträgt 1.5. Vertauscht m an 
die beiden Ziffern, so ist die neu en tstandene Zald tu n 27 kle iner a ls di e erst e. 
Wie groß ist di e Summe beider Zahlen ? 

ll.o. Um die Tiefe eines Feuerlöschbeckens zu bestimmen , wird eine Stange senkrecht 
a.uf Grund gestell t . Sie r agt dann 80 cm a us dem \\'nsser heraus. Neigt m an die 
Stange, so berührt s ie 2,40 m seit li ch rlie \Ynsse robcdl iiche . D ie :Lä nge der Stange 
ist nicht bekannt . \Vie t ief ist das .Fe ucrlösehbec kon ? 
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,B 
3.1. Einheit: Q Skizze: -

Widerstandswert von A: xQ 
Widerstandswert von B: yQ 
(KIRCHHOFF): R = Rl + R2 + 0 0 0 4x + 4y = 12 

5x + y = 13 

3.2. Einheit : St.jMonat 

Skizze: - Teilwerk JYI produziert nach Plan 
. nach Veränderung 

Teilwerk N produziert nach Plan 
nach Veränderung 

Der Reingewi:[i].n bleibt zunächst unberücksichtigt. 

Ges.: x + y = 4500 
0,8x + 1,2y = 4400 

x·st., 
0,8x St . 

y St., 
1,2y St. 

3.3. Einheit: Minuten Skizze: -

Es ist nur eine unbekannte Variable erforderlich. 

Die Gesamtzeit für das Füllen beträgt x Min. 
1 

K füllt in einer Min, 
80 

des Behälters. 

1 
B füllt in einer Min. 

120 
des Behälters. 

Füllung durch K dauert (x - 20) Min. 
Füllung durch B dauert (x- 30) Min. 

x-20 x-30 --so-+ ~ = 1 (Behälterinhalt) 

3.4. Einheit: - Skizze: - Gesetze: -

Die Zahl heißt (10x + y), 
Die neue Zahl (10y + x). 

X+ y = 15 
(10x + y) - (10y + x ) = 27 

(Quersumme) 
(Differenz der Zahlen) 

3.5. Skizze: · Einheit : cm Gesetz : PYTHAGORAS 
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Es ist nur eine unbekannte Variable erforderlich. 

Tiefe des Beckens : x cm, 
Stangenlänge : (x + 80) cm. 
PYTHAGORAS (x + 80)2 = 2402 + x2 
(scheinbar quadratische Gleichung!) 

c 
11. 1. Erste Gleichung wird durch 4 dividiert, die zweite wird mit (- 1) multipliziert. 

x+y = 3 
- 5x- y =- 13 

- 4x =- 10 
2,5 + y = 3 

X= 2,5 
y = 0,5 

11.2. Die erste Gleichung wird mit (- 1,2) multipliziert. 

- 1,2x - 1,2y = - 5400 
0,8x + 1,2y = 4400 

- 0,4x = - 1000 
X = 2500 y = 2000 

11.3. Die gesamte Gleichung wird zur Beseitigung der Brüche mit dem H auptnenner 
240 multipliziert. (Achtung! R echte Seite bei der Multiplikation nicht vergessen.) 

11.4. 

n.r.. 

3(x - 20) + 2(x ~ 30) '== 240 
5x - 120 . ' = 240 
x . = 72 

X+ y::: 15 
9x- ~y = 27 
X+ y ± 15 
X- y = 3 

Die zweite Gleichung wird durch !) dividiert. 

X=9 y = 6 

/ 
I 

Beim Auflösen der Quadrate zeigt sich, daß die Glieder m it x 2 sich aufheben. 
Es entsteht also eine lineare Gleichung. 

x 2 + 160x + 6400 = 57600 + x 2 

160x = 51200 
X = 320 
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3.1. Es wurden Rheostaten mit den Widerstandswerten 2,5 n und 0,5 Q verwendet. 

Führen Sie beide Proben selbst durch! 
(Berechnen Sie dazu die Gesamtwiderstände in beiden Reihenschaltungen.) 

3.2. N ach dem Plan produzieren die Teilwerk3 

M 2500 und N 2000 St. 

3.3. 

3.4. 

3.5. 
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mit einem Gesamt-Reingewinn von 220000,- M. 

Nach der Veränderung produzieren 

M 2000 und N 2400 St. 
mit einem Gesamt-Reingewinn von 224000,- M. 

Trotz der geringeren Stückzahl erhöht sich also hier der Gewinn, was durch die 
unterschiedlichen Gewinnsätze der Erzeugnisse bedingt ist. Überzengen Sie sich, 
daß keine brauchbare Lösung (logische Kontrolle!} entsteht, wenn die in der 
Aufgabe genannten Stückzahlen 3500 (P lan) und 4400 (nach Veränderung) be­
tragen sollen . 

Das Füllen des Behälters dauert insgesamt 72 Minuten. 
(Nach 30 Minuten ist der B ehälter zu 37,5% gefüllt. Dann arbe itet B allein , so 

1 
daß nach weiteren 20 Min. 54 ß% gefüllt sind. Beide Pumpen zusammen fü llen 

5 11 
nun noch 22 Minuten lang 

240 
· 22 = 

24 
des Behälters.) 

Die beiden Zahlen heißen 96 und 69. 
Beide haben t atsächlich die Quersumme 15. Ihre Differenz beträgt 27 . Die 
Summe beider ist 165. 
Beim Lösen m ehrerer ähnlicher Aufgaben für zweistellige Zahlen werden Sie 
feststellen, da ß die Differenzen immer Vielfache der 9 sind. 

Die Tiefe des Bassins beträgt etwa 3,20 m. 
Die verwendete Stange ist etwa 4 m lang. , 
Für eine genaue Tiefenbestimmung reicht das verwendete Prinzip nicht a us. 
Überzeugen Sie sich davon, daß Veränderungen der Angabe ~,40 m erhebliche 
Unterschiede in der berechneten Tiefe hervorrufen würden. 
Wäre mit zwei unbekannten Variablen (Beckentiefe x cm, Stangenlänge y cm) 
gerechnet worden, entstünde als Ansatz das Gleichungssystem: 

y2 
':"" 2402 + x 2 · 

y = 80 +X 

A 
~ f /1wlmngsaujgaben 

I lin 'l'oesorten INDIA (51 Mj kg ) und GRUSINIA (36 l\fj kg ) soll en so gemischt 
1111nl oll , daß 10 kg derMischnng OlUENTA ohne Vt' rlust Jiir 400, - lvr verkauft 
11 tll 'lltln können. vVieviel Kilogramm jeder Sorte " ·errl en für di e Mischung ver­
"'""dot? 

11'1\ ,· oin Gartenfest soll 20 % iger Kirschlikör aus 125 ml alkoholfreier Kirsch-
1'111 >-'IJ:ssenz und 1 Liter 95 % igem Primasprit dnrch ·w asserzngabe hergest ellt 

11 " ''\I (Jn . 'Vieviel 'Vasser wird zugegeben ? \Vicvi el l\I illili t er K irschlikör erhält 
lt •dill' der 24 Teilnehmer des Gartenfest e:-;'! 

f ll ' lllll(f'tt11{JSaufgaben 

ll.it I llt 1 l ~ i senbahnstrecke BEHLIN-Ostb. - BHATJSl,AVA is t 780 km lang und 
1(\ lld, liber DI'tESDEN (km 18!J), Bild SCHANDAU (km :l:l!J) , D.l.WJN (km 251), 
1' 1 t/\ II A (km 383) . D er "METHOPOL" führt ab Berlin 15°6 und trifft in Bm­
li i'I II~VIL 4,50 ein. Der "HUNGAHIA" startet dort 11 17 nnd trifft in B erlin 2256 ein . 
\Vo und wann b egegnen sich die Züge? 

H Ii l 'li •~ Pkw durchfährt an einer Kontrollstell e das VP-Haltczoichen nncl hat eine 
il llHIJhwindigkeit von etwa 80 kmh- 1 • 5 Minnten spüter hihrt dem. Flüchtenden 
11l rr VP-K rad mit 100 kmh- 1 nach. \\'o und wa nn 11·ird der Pkw eingeholt? (Es 
11 rr·(l vorausgesetzt, da ß er di e eingeschlagene Anto bn.lmstrccke ni cht verläßt.) 

11;1 H. I )lll'llh einen Berg soll ein Tunnel getrieben werden. Die beiden All sgänge A und 
f / 1 ingon in gleicher Höhe und haben eine horizontale Entfcmnng von 2 km von­
ul nu,ndor. Der Vortrieb erfolgt gleich schnell , Yon A a us mit einem Anstieg ' 
I 1 1 fi O, von B aus mit einem solchen von 1 : GO. \\'o 11·i•·d di e Verbindung her-

1\PHI,oll t werden? 

II I I 11: 111 0 JI'DJ-Gruppe unternimmt e ine Radtour \"On Leipzig nach dem 40 km ent­
lll t'l!l,un HallejS. Sie fahren mit einem nahezu gle ichbl eibendem Tempo von 
I r. 1, 111h- 1 und starten um 11°0 . Eineinhalb Stunden sp litor führt ihnen ein Mo­
l•ll'l'ii.t lf'lthrer mit 55 kmh- 1 nach. 'Vo und 11·ann holt er di e Gruppe e in ? 

37 



B 
3.6. Einheit: M und kg Sorte Preis je kg · Menge in kg 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

3.10. 

Es werden x kg INDIA 
. und y kg GRUSINIA INDIA 51 x 51x 
verwendet GRUSINIA 36 y 36y 
Skizze: - ORIENTA (40) x + y 51x + 36y 
Preisgleichung: 51x + 36y = 400 Mengengleichung: x + y = 10 

Einheit: ml od. cm3 

lieh. 
Skizze: - Es ist nur eine unbekannte Variable erforder-

Es werden 
xml Wasser 
zugegeben. 

Art Menge (ml) Alkohol (ml) 

Primasprit 
Kirschsirup-Essenz 
Wasser 

1000 
125 

X 

950 

Likör 
950: ~1125 + x) = 20: 100 

1125 +X 950 

\ 
Einheit: (z. B. km, Min.) Beginn der "Zeitrechnung": 11°0 

Geschwindigkeiten: METROPOL 780: 824 = 0,947 
HUNGARIA 780: 699 = 1,116 

"Gegenverkehr" y: Entfernung Berl~n bis zum Treffpunkt in km 
x: Zeit bis zum Treffen in Min. nach 11°0 

Bewegungsgleichungen: . METROPOL: y = 0,947 · (x- 246) 
HUNGARIA: 780-y = 1,116·(x- 17) 

Einheit: (z. B. km, Min.) Beginn der "Zeitrechnung": Durchfahrt des Pkw 
Geschwindigkeiten: Pkw 80 kmh-1 Li 1,333 kmmin-1 

VP 100 kmh-1 Li 1,667 kmmin-1 
"Gleichgerichteter Verkehr" 1 · 

y: Entfernung vom Haltezeichen bis zum Einholpunkt in km 
x: Zeit von der Durchfahrt des Pkw bis zum Einholpunkt in Min. 
Bewegungsgleichungen: Pkw: y = 1,333 · x 

VP-Krad: y = 1,667 · (x- 5) 

Einheit: m 
Vortrieb: von A aus 1 m Höhe auf 150 m von B aus 1 m HÖhe auf 60 m 
Verbindungs-(Treff-)Stelle in x m Höhe über AB und in y m Entfernung von A 
au s. Diese Stelle ist (2000 - y) m voni B- horizontal gemessen - entfernt. 

Von A aus: 

von Baus: 

1 
150. y 

1 
X = - • (2000 - y) 

60 

3.11. Einheit: km, Std. Zeit wird gemessen nach 11°0• 

Geschwindigkeiten: Gruppe 15 kmh-1, Motorrad 55 kmh-1 

38 / 

Der Motorradfahrer holt die Gruppe x Stunden nach 11°0 y km hinter Leipzig 
ein. 
Bewegungsgleichungen: "Gleichgerichteter Verkehr" 
Gruppe: y = 15 · x 
Motorradfahrer: y = 55· (x- 1,5) 

IIIH 

I, II , 

Iw I :J6y = 400 
u I· y = 10 

Iw I· 36y = 400 
:ttl•t ~ 3(ly = -360 

Zweite Gleichung mit (- 36) multipliziert: 

15x = 40 x = 2,667 
2,667 + y = 10 
y = 7,333 

llhll t ( H 2{) + x ) = 20:100 
ur.u (11 25+x)= 1:5~4750=1125+x 

X = 3625 

c 

N 111• l• A ll8l!lultiplikation der Klammern bietet sich das Additionsverfahren an: 

11 - 0,947x - 233,0 
/JW 71 - 1,116x - 19,0 
lW ""' 2,063x - 252,0 

'' ,llll:l.u .... 1032 
I I .., 500 Y = 0,947 • 500 - 233 

. = 240,5 

J l lt• t' rtlhrt - wie überhaupt bei Aufgaben des "gleichgerichteten Verkehrs"- das 
I llo oln li HO'tzungsverfahren zum Ziel: 

l ,:t: taw - 1,667x - 8,333 
u,:t:w .• , - 8,333 X = 25 

y = 1,333 . 25 = 33,333 

I !111 tll'fiL leichung wird zunächst mit 150, die zweite mit 60 multipliziert: 

150x = y 

"""" A(ld ition: 
111() . 9,52 = 1428 

60x = 2000 - y 
210x = 2000 

N1 11 tli Woichsetzungsverfahren: 

I h II ... 1'15 X - 82,5 
82,5 

82,5 : 40 = 2,0625 
,15. 2,0625 = 30,94 

X = 9,52 
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3.6. Für die Mischung werden 22fa kg INDIA und 71/ 3 kg GRUSINIA verwendet. 

D afür werden 136,- M (INDIA-Anteil) und 264,- M (GRUSINIA-Anteil) aus ­
gegeben und 400,-· M für die 10 kg Mischung eingenommen. 
Von der billigeren Teesorteist etwa dreimal soviel enthalten wie von der teureren . 

3.7. Es werden 3,625 t W asser zugeschüttet. Von d er Gesamtmenge 4,75 Liter sind 
-wie gefordert - 20 %, d. h. 950 ml Alkohol. 
J eder der 24 Teilnehmer des Gart enfestes erhält - bei gleicher Verteilung - fast 
200 ml "Kirschlikör" mit je insgesamt etwa 40 ml Alkohol. 

3.8. :Pie b eiden Züge begegnen sich et wa 240 km von Berlin en t fernt, und z\\·ar 
findet das Treffen etwa 500 Min. nach 11°0 statt. 
Die beiden Expreßzüge fahren etwa gegen 1920 in der Nä he der Grenze DDR­
CSSR aneinander vorbei. 
(Nach dem Internationalen Fahrplanbuch I Strecke B 1, Ausgabe Sornmer 1970, 
verläßt der Metropol 1928 Bad Schandau, während der Hungaria 1932 eintrifft. 
Die Ungenauigkeit des Ergebnisses ist durch die Aufenthaltszeiten zu erklären .) 

3.9. Der Pkw-Fahrer wird 25 Minuten n ach dem Durchfahren d es H altesignals in 
etwa 33 km Entfernung überholt werden. 

-Es wird allerdings dabei vorausgesetzt, d aß er seine Geschwindigke it Z\\·ischen­
zeitlich nicht erhöht. 

3.10. Der Durchstoß erfolgt 9 bis 10m über der Höhenlinie AB, und zwar in e iner 
horizontal gem essenen Entfernung von etwa 1430 m von A a us. 
Daraus folgt, daß bei gleich schnellem Vortrieb der Tunnelbau von B auswesent­
lich später begonnen werden muß. Bßi gleichzeitigem Baubeginn würde d er 
Stollen von A aus ein Zwischen stück d es anderen treffen. 

3.11. D er .Motorradfahrer holt die FDJ-Gruppe n ach etwa 31 km gegen 13°5 e in . 
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l~tmciJ•utische Gleichungen und Gleichungen höheren Grades 

llul 11 •1 IIIHllCt'knngen zn den QIU\Ilmtischen Gleiehnng·en 

l11 l••dnm :Fall muß zunächst die " Normalform" h ergestell t werden: Es wird di e ge­
" " Ii 11 Weichung dnrch den Koeffizienten des fJll U.rlrn.t ischon GI icdos (0inschließl ich 
• I11 11M Vorzeichens) dividiert. • 

l , l,.fl l• oine quadratische Gleichung mit bestimmten Zahlen vor , wenrl c m an di e Lö­
IIIIJIP~ formel an. 

1111 cli u Koeffizienten unbestimmte Variablen (Buchstaben) , so empfi ehlt s ich die An­
' l' iidl!ng der "Methode der quadratischen Ergänzung". 
1•'11 1111, d1tS "absolute Glied" (d. h., ist d ieses 0), so ist x "nhzuspn.ltcn " (nuRznkla.mmern). 
i 11 1ll,wo;!lot· sind zwei Proben d urch Einsetzen der Lösungen in di e erste ( !) Zeile vor-
ll l!l il!mon, oil er es w ird der Satz von VmTA n.ngcwondo:L, ll'll i>" i d n.nn ai>Ut' ZIIHiitzlich 

d111 l ,/l~ 11ngsschritte b is zur Herstellung clcJ· Normn.lfmm konl;l'<>lli or t werd en 111iissen . 

1\,,,;t'M iultt iiller typische Jo'iille 

7x = -12 
28 

(Lösungsformel) L = {3; 4} 
(" reinquadmtisch") L = { - 2; 2} 
(Elemente der Lösungsmenge unterscheiden s ich nm durch 
das V orzeichen) 

(Division durch - 2) L = { 0,5; 2} 

bzw. (x - 4) 2 = 0 

L = 0 ke ine reellen 
:Lösungen 

L = {4 } 
(Doppollösnng ) 

•llu + 2,42x = 1,19 (Koeffizienten s ind D ez imalzahl en) L = {O,HU:l5; 1 ,7:1355} 

1 A+1 
o•-Ax=~ 

1 2A+1 
2A±2A 

(absolutes Glied ist 0) 
X· (5 X- 4) = 0 

(Div ision durch 0,5 oder 
Multiplikation mit 2) 

s.o. 
L = {0; 0,8} 

L = 0 
(Methode der quadratischen Ergänzung) 

( 
1 )2 1 4A2+4A 

x-2A = 4A2 + ~x.-· -

L - { - 1· 1+ A~ 
- t ' A I 

(Die Anwendung der Lösungsformel bringt die Gefahr von 
Fehlern mit sich!) 

( 
q )2 q2 

x- 2 =p + 4 

x hier: = 0,5 (q ± f4p + q2) 

nicht mit allgemeiner Lösungsform el ver wechseln! 

Vor der B earbeitung von Gleichungen höheren Grades sollten Sie unbed ingt Sicherheit 
tl'\ Lösen quadratischer Gleichungen erwerben! 

I 
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Gleichungen höheren Grades: 

Stellen Sie zunächst den Grad n (höchster auftretender Exponent von x) fest. Die 
Lösungsmenge kann höchstens n reelle Elemente aufweisen. ' ' 
Bei der Lösung von Gleichungen von höherem als dem 2. Grad können Sie folgende 
Verfahren anwenden: ' 

1. Wenn das absoltLte Glied 0 ist, so ist eine Lösung x1 = .0. Sie können dann durch x 
dividieren und anschließend die übrigen Lösungen suchen. 

2. Wenn Ihnen eine Lösttng x1 = a bekannt ist oder Sie haben diese durch Probieren ge­
funden (man probiere vor allem x = ± 1 und x = ± 2), dann dividieren Sie die 
Gleichtmg durch (x - a). Nach dieser Partial- oder Polynomendivision entsteht 
eine Gleichung niederen Grades, die Sie weiter bearbeiten müssen. 

3. Wenn clie Gleichung nur Gliede1· geraden Grades (if,urch 2 teilbm·e Expon enten) orle1· 
ntt1' Glieder mit durch 3 teilbaren Exponenten enthält, so führt eine Substitution 
x2 = z bzw. xa = z weiter. Man erhii1t zunächst die Lösungen für z. Anschließend 
werden aus der Substitutionsgleichung die Lösungen von x ermittelt. 

4. Wenn die Gleichung als ein Produkt zweier
1 
A usclrücke gegeben ist, welches gleich 0 ist, 

so wird jeder Faktor gleich 0 gesetzt und so die Gleichung "aufgespalten". -
5. Im übrigen besteht immer die Möglichke~t, mittels des HoRNERSehen Schemas die 

Lösungen zu-finden (siehe folgende Seite). 
Die hier genannten Verfahren können auch miteinander gekoppelt werden. 

Das Scltema vou HoRNER 

Die Vorteile der Verwendung des HoRNEnschep. Schemas: 
Bequeme Rechnung (nur Addition und Multiplikation; Einsatz des Rechenstabs 

möglich) 
Schnelles. Erkennen des Bereiches, in dem die zugehörige Funktion ihre charakteristi-
schen Eigenschaften hat. · ' 
Bei der Lösung der betreffenden Gleichung erhält man im interessierenden Bereich 
zusätzlich genügend viele Werte für eine Wertetafel der zugehörigen Funktion. 
Nachteile bestehen bezüglich der Beschränkung auf ganzrationale Funktionen und im 
Hinblick auf den seltenen Fall, daß mehrere Lösungen zwischen zwei aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen liegen. ' 

Beispiel: 

3x5 + x 4 - 48x = '· 16 

Alle Koeffizienten - auch die nicht geschriebene "1" und "0" für nichtvorhandene 
Glieder mit einem Exponenten < n - sind in der Kopfzeile einzutragen. Für jedes 
"zu probende" x ist eine Doppelzeile zu verwenden. Die Zahlen der unteren Reihe 
dieser Doppelzeile werden mit dem x-Wert multipliziert und nach Notieren in der 
oberen Zeile zum Wert in der Kopfzeile addiert. * gibt y-Wert an. 

X I. 3 1 0 0 -48 Bem. 
--

0 I I . . . . . . . . . . .. ohne Be-

+ 3 4 4 4 rechnung 

3,?1 4 4 4 -44 
············· ···· ........ ..... ··········· ···--··-··· 

6 14 28 56 16 
2 

I 
3,?1 7 14 28 8 

Ol* I Nullstelle 
x 1 = + 2 
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11 Vorzeichengleichheit" (d. h. in der unteren Zeile überall gleiches Vorzeichen.) "Ober­
ht~lb 2" liegen (x > 0) keine weiteren Lösungen. 

0 
-3 

3,?1 -2 

' 

2 
2 

-2 
-2 

2 
-46 

-16 
46 
30'* Zwischen 0 

und - 1 liegt 
eine Lösung 

l)ie Lösung muß näher an 0 als an -!liegen. Man probiere mit -0,3 oder - 0,4. Man 
l'i ndet, daß die Lösung zwischen -0,3 und -0,4 liegen muß . N ach " ·eiterern Interpo-

ll oren findet man Lösung x2 = - ! . 

-6 + 10 -20 40 
- 2 3 -5 + 10 -20 -8 

-16 

16 
9 '* 

Bem. 

Oie dritte Lösung x3 = - 2 ist gefunden. Es können nun höchstens noch zwei weitere 
Lösungen vorhanden sein. 

-3 1 3 
-9 
-8 

24] -72 216 -504 1 
24 -72 168[-520 * 

Die Vorzeichen der unteren Zeile wechseln ab. Man spricht vom "Vorzeichenwechsel". 
"Unterhalb" :- 3 liegen keine weiteren Lösungen (x < 0). 
Das Intervall ( - 3; + 2) ist auch gleichzeitig das "interessante" Intet'\'a ll der Funk­
Lion f(x) = 3 x 6 + x 4 - 48 x - 16. 
Außerhalb dieses x-Bereiches ist der Verlauf des Bi lde;; der Funkt ion "gewöhnlich". 
Besonderheiten des Kurvenbilds sind nicht zu erwarten. 
J!:s liegen nur drei (von möglichen fünf) reelle Lösungen Yor. DaYon kann man sich 
11•ie folgt überzeugen: 
Der Ausdruck (3 x 5 + x 4 - 48 x - 16) wird nache inander dmch (x + 2), (x - 2) und 

( x + ! ) dividiert . \ 

Zweckmäßigerweise dividiert man gleich durch 

"(x+2) · (x-2) ·(x +~) = (x3 + ~ x2-4x -~) 

(3x5 + x 4 + Ox3 + Ox 2 - 48x-16): ( x3 + ~ x 2 -4x- {-) = 3x2 + 12 

:lx5 + x'-12x3 - 4x 2 

+12x3+4x2 - 48x-16 

~ 12x3 + 4x2 -48x-16 

Man erhält einen (quadratischen) Ausdruck, den man nun g leich 0 setzt, um eventuelle 
,,·eitere Lösungen zu finden. Diese quadratische Gleichung hat aber keine reellen Lö­
Htmgen mehr: 3 x 2 + 12 = 0 

- >- x 2 + 4 = 0 L = 0. 

Die Lösungsmenge der oben angeführten Gleichung 5. Grades lautet: 

1 
0 = {2;- 3;- 2} . 

\ 
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x 4 + 2 x3 + 5 x 2 + 2 x + 4 = 0 

(maximal vier reelle Lösungselemente) 

x 4 - 7 x 3 - 6 x 2 + 24 x = 0 

(bis zu vier reelle Lösungselemente ) / 

3 x 3 - 18 :r:2 - 59 x + 258 = 0 

'A 

(kubische Gleichung, höchstens 3 reelle Lösungselem ente, mindest ens e in reelles 
Lösungselement) 

x 7 - 7 x 4 - 8 x = 0 

(Gleichung 7. Grades, es können bis zu 7 r eelle Lös11ngseiC'mcnte auftreten, min­
destens existiert ein reelles Lösungselem ent) 

y = f( x ) = 6 x 4 + 37 x3 + 47 x 2 + 21 x 

E s handelt s ich vm eine Funktion 4. Grncles . Die;;e ka nn bi;; Z ll 4 Nu llstellen 
haben. Außer den Nullst e ll en der Fnnktion (Lös11ngl'n d er eutspt·echcnclcn 
Gleichung) soll a u ch im "interessan ten B ere ich'· de r l•'11nktion e ine Wer teta fe l 
aufgest ellt werden . 

2 x 6 - 7 x 4 - 14t·x 2 + 40 = 0 

(Bei dieser Gle ichung 6. Grades s ind bis zu 6 reell l' Löstmgse lcmcnte mögl ich) 

48 x 5 + 256 :~: 4 - 1875 x = 10000 

(Es liegt e ine Gleichung 5. Grades vor, die uwx imnl 5 n·ellc Lösungselem ente 
haben kann, mindesten s aber e ines . B eacht en Sie bitte, d nß Glieder mit x 3 und 
x2 fehlen.) 
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4.1. 

4.2. 

./ 

Es sind nicht sofort Lösungen erkennbar. Das HoRNERsehe Schema liefert für 
x = 0 den Wert 4. Für x = 1 ergibt sich: 

1 3 8 10 
3 8 .10 14 mit Vorzeichengleichheit. 'j 1 

Das absolute Glied ist 0. Folglich ist eine Lösung xi = 0. Nach Divisio-n durch x 
bleibt x3 - 7x2 - 6 x + 24 ==' 0. Durch Probieren mit x = + 2; + 1;- 1; 
- 2 findet man schnell x2 = - '2 als zweite Lösung. 

------------------------i! 
4.3. Das HoRNERsehe Schema liefert füi· I ,',i 

4.4. 

4.5. 

4.6. 

x = 0 den Wert 258, für x = 1 
x = 2 92 und für x = 3 

Also ist eine Lösung xi = 3. 

de~ Wert 184, 
0. 

Das absolute Glied ist 0. Also ist eine Lösung xi = 0. Nach Division durch a; 
bleibt x 6 - 7 x3 - 8 = 0. Hier bietet sich die Substitution x3 = z an, die zu 
z2 - 7z - 8. = 0 führt. : 

Da eine \Vertetafel gewünscht wird, verfahre man sofort nach dem HoRNERsehen 
Schema. Eine Nullstelle x1 = 0 wird sofort erkannt .. ' 

Bereits x = 1 führt zu "Vorzeichengleichheit": 

6 
6 

43 
43 
90 

90 
111 

111 
111 

Es wird zunächst substituiert x 2 = z, was zu einer Gleichung 3. Grades in z. 
führt: 

2z3 - 7z2 - 14z + 40 = 0. 

Durch Probieren findet man schnell z1 = 2. 

; 

~ 

4. 7. Das HoRNERsehe Schema sieht für positive x wie folgt aus : 
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X= 48 

0 

1 48 

2 48 

3 48 

probiert mit 
2,3, dann mit: 

2,5 48 

256 

48 
304 

96 
352 
144 
400 

,I 
120 
376 

0 

304 
304 
704 

I 704 
1200 
1200 

940 
940 

0 - 1875 

304 304 
304 - 1571 

1408 2816 
1408 941 
3600 10800 
3600 8925 

Vorzeichengleichheit 

2350 
2350 

5875 
4000 

- 10000 I 

- 10000 
- 1571 
- 11571 

1882 
- 8118 

26775 
+ 16775 

10000 
0 

f 
I 

! 
.~ 

c 
•1.1. Das/HORNERsehe Schema liefert für x = - 1 den \Vert 6. 

11,2, 

Fürx=-2ergibtsich: -2 0 -10 16 
1 0 5 - 8 20 

Vorzeichenwechsel, denn 0 ist "nichtpositiv". 

Die Partialdivision durch (x . + 2) führt anf eine quadratische Gleichung 

x 2 
- 9x + 12 = · 0 

mit den Lösungen x3, 4 = 4,5 ± 2;872. 

__. 

4.3. Die Partialdivision durch (x- 3) fülu-t zu einer quadratischen Gleichung: 

3 x2 
- 9 x - 86 = 0; 

' ? 

in der Normalform ~azu: x 2
- - 3x - 28 ; = 0 mit den Lös1mgen 

x2, 3 = 1,5 ± 5,56. 

4.4. Die Lösungen der quadratischen Gleichung in z 

z2 
- 7 z = 8 sind z1 = - 1 und Zn = 8. 

4.5. - 24 -52 ' 20 I - 164 
X = - 4 6 13 - 5 

- 30 - 35 
X= - 5 6 7 12 
X= - 4,63 - 27,8 - 42,6 

6 9,2 4,4 
x = - 7 li efert VorzeichenwechseL 

41 - 164 dazwischen 
-60 + 11)5 Nullstelle 
- 3!) + 195 
- 20,4 - 2,14 

0,6 - 2,14 

4.6. Nach Partialdivision durch (z- 2) kommt man zu 2z2 - 3z - 20 = 0 bzw. 
z

2 
- 1,5z - 10 = 0 mit den Lösungen z11 = 4 und zm = - 2,5. 

~l. 7. Die Fortführung des HORNERsehenSchemas liefertfür x = - 1 den Wert- 7917, 
für x = - 2 den W ert - 3690 und für x = - 3 den Wert + 4697. 

Eine weitere Lösung liegt also zwischen - 3 und - 2. 
• - 120 - 340 + 850 - 2125 10000 -2,5 48 136 - 340 + 850 - 4000 0 - 240 - 80 + 400 - 2000 19375 -5 48 16 - 80 + 400 - 3875 9375 - 288 192 - 1152 6912 - 30222 -6 48 - 32 192 - 1152 5037 - 40222 

mit VorzeichenwechseL Eine letzte Lösung liegt also zwischen - 6 und - 5, 
zweifellos näher an 1 5. Man probiere mit x = - 5,3 (Wert + 1500) und dann 
mit: . 

' - 5,55 48 
- 256 

0 
0 
0 

0 
0 

0 
- 1875 

10000 
0 
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4.1. Diese Gleichung 4. Grades hat keine reellen Lösungen. Die Lösungsmenge ist 

leer: L = 0 . 

4.2. Alle vier möglichen Lösungen existieren: 

L = {- 2; 0; 1,628; 7,372}. 

4.3. Diese Gleichung 3. Grades hat 3 reelle Lösungen: 

L = {- 4,06; 3; 7,06}. 

4.4. z1 = x3 = - 1 liefert x2 = - 1 
zu = x3 = 8 liefert x3 = 2 

Die Lösungsmenge ist L = {- 1; 0; 2}. 

4.5. Es liegen zwei Nullstellen vor: x 1 = 0 und x2 = - 4, 63. 1 

Die Wertetafel für den interessanten Bereich der Funktion - 7 ~ x ~ 1 lautet : 

X I - 7 - 6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 + 1 

y 3871 1350 195 - 164 - 153 -54 - 5 0 111 

4.6. Die Auflösung der Substitution x 2 = z liefert nur für z1 = 2 die Lösungen 
x1 = Jf2 und x 2 = - y2 und für Zn = 4 die Lösungen x3 = 2 und x 4 = - 2, 
keine weiteren folgen dagegen aus z111 = - 2,5. 

L = {- 2; - 1,414; 1,414; 2}. 

4.7. Es liegen insgesamt 3 Lösungen vor: 

48 

1 1 1 
x1 = - 53 x2 = - 22 und x3 = + 22 . 

B emerkung: Mit etwas Geschick kommt man recht schnell zur Interpolation der 
Lösungen zwischen ± 2 und ± 3 bzw. zwischen - 5 und - 6. Es sieht zwar zu­
nächst so aus, als ob die Lösungen näher an 2 bzw. - 2 lägen. Die Krümmung 
der zugehörigen Funktionskurve läßt es aber ratsam erscheinen, zunächst mit 
± 2,4 oder ± 2,5 zu probieren. ' 

• Ungleichungen, Wurzelgleichungen, goniometrische Gleichungen 

li' llt• das Lösen der Aufgaben dieses Abschnittes ist die Einhaltung bestimmter Regeln 
ttnorläßlich. Das Vorgehen richtet sich jeweils nach dem T yp der betreffenden Auf­
unbe. Gerade dem Anfänger sei dringend empfohlen, in jedem Falle di e notwendigen 
l'l'oben durchzuführen. Bei den ·wurzelgleichnngen sind s ie olmehin Bestandteil d er 
I ,IJsung . . 

I Jng·leichungen 

l•'('n· das Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Hegcln: 

tt) 

x · a <b 
x- a ± c<b±c 

b) 

x .a, < b 
x-a·c<b·c 
wenn c >O 
x. a < b 
x·a:c < b:c 
wenn c >O 

a) Auf beiden Seiten der Ungleichung kann - wie bei 
Gleichungen - ein beliebiger 'I'enn addiert oder sub­
trahiert werden, ohne daß die Lösungsmenge s ich 
ändert. 

b) Auf beiden Seiten einer Ungleichung kann- ebenfalls 
wie bei Gleiclnmgen - mit e inem beliebigen ]lOsitiven 
T erm multipliziert oder dividiert werden. 

c) 

X· a ' < b 
x·a:c>b:c 
wenn c <o 

cl) 

x·a < b 
b >x ·a 

c) . 

f) 

X · a <b I 
x·c < d 

x·a+x·c<b+d I 
•I Koch, Anleitung 

c) Die beidseitige Multiplikation oder Division der Un­
gleichung mit einem neg·ativen Term is t möglich, es 
muß abet· dann das Ung·leicllheitszeicl~eu gewechselt 
werden. 
Eine Multiplikation oder Division mit 0 ist unzulässig. 

d) W erden die beiden Seiten einer Ungleichung ausge­
wechselt (vertauscht), so is t a.uch das Ungleichheits­
zeichen zu wechseln. 

e) Wird auf beiden Seiten einer Ungleichung der Kehr­
wert gebildet, so muß, wenn die Vorzeichen gleich 
sind, das Ungleichheitszeichen g·eweehselt werden. 

f) Ungleichungen mit gleichem Ungleichheitszeichen dür­
fen addiert oder subtrahiert werden. 

49 

I 
'/ 



g) 

x · a < b 
x; a; b >O 
xzaz < bz 

g) Das Quadrieren und Radizieren kann beidseitig aus­
geführt werden, wenn es sich um positive Ausdrücke 
handelt. 

~ <Vb 
h) 

. x·a < b l
~ x·a < ibl 

h) Bei Ungleichungen mit Absolutbeträgen ist besondere 
Vorsicht geboten. In der Regel sollte dann mit Fall ­
unterscheidungen gearbeitet werden . 

wenn b >O 
.x ·a<- b 

wenn b < O 

Beachten Sie dabei: I a I = a, wenn a > 0 
= 0, wenn a = 0 
= - a, wenn a < 0. 

3. x· a < O 
wenn b = 0 

(Dem Anfänger fällt es oft schwer zu begreifen , daß + z 
auch eine negative Zahl, - z dagegen eventuell auch 
eine positive Zahl sein k ann.) · 

Die einzelnen Schritte beim Lösen einer Ungleichung folgen im allgemeinen in der 
gleichen W eise aufeinander (Vereinfachen, Ausklammern, Isolieren usw.) wie bei Gle i­
chungen. 

Beispiel: 

A: (x + 3) (x- 4) > (x- 5) (x + 2) 

B : Ausmultiplizieren der Klammern 

xz - x - 12 > x2 - 3 x - 10 

Beidseitig: Addition von 3 x + 12 
Subtraktion von x 2 

2x > 2 
' C: Division durch 'die positive Zahl 2 

X > 1 

D: x kann jede beliebige (reelle) Zahl gL'ößer als 1 sein, um die Ungleichung zu er­
füllen. 
Die Lösungsmenge L ist ein beidseitig offenes Intervall L: x = (1; oo), d. h., 
1 <X< oo. .' 

Probe für 

x = - 1 (nicht Lösung) 
2·(-5)! (-6)·1 
- 10 < - 6 
nicht erfüllt 

x = 2 (Lösung) 
5 . (- 2) 1 (- 3) . 4 
- 10 > - 12 
erfüllt 

(Recht kompliziert~ Urlgleichungen lassen sich zuweilen etwas bequem er lösen, wenn 
man vorübergehend statt des Ungleichheitszeichens ein Gleichheitszeichen setzt und 
für die durch die Lösung der "Gleichung" abgetrennten Bereiche Gültigkeit oder Nicht­
gültigkeit der Ungleichung mittels geeigneter Repräsentanten des Bereichs unter­
sucht. Für Anfänger kann dieses Vorgehen nicht empfohlen werden, da es wesentliche 
Gefahren in sich birgt, andererseits aber für einfache Ungleichungen einen zu großen 
Aufwand erfordert .) 
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\Vurzelgleiehungen 

Wit· unterscheiden zwei Grundtypen: 

Wenn in der gesamten Gleichung nlll' eine 'Vmzel, die die gesuchte Variable ent­
hält, auftritt, so ist 1lie Wmzel zu isolieren und anschli eßend die Gleichung (einmal) 
zu quatlrieren. 

II Sind zwei Wurzeln vorhanden; so sollte dafür gesorgt werden , daß lleide " ' mzeln 
ltnf einer Seite tler Gleichung stehen. Beim Vorhandensein von zwei 01ler mehr 
Wurzeln ist ein melnfaclws Quadrieren erforderlich. Dazwischen ist s innvoll zu 
ordnen und zu vereinfachen (Kürzen). 

])ie Proben sind bei Wm·zelg'leiclnmg·en nncrllißlich, da durch d as Quadrieren eine 
Gleichung entsteht, die u. U. m ehr Lösungen a ls die Lösungsmenge der Wurzel­
gleichung enthält. 
Man überzeuge sich an Hand der einfa ch en \Vurzelg le iclnmgen yx = 3 und yx = 
- 3 davon, die nach dem Quadrieren beide in x = !J übergehen. :r = Bist aber nur 
Lösung der Wurzelgleichung yx = 3, d a nachDefiniti ondie YVurzel e iner (positiven) 
Zahl immer positiv ist! 

lleis]liel: 

A: 2 + y7 - · 2 X = X xE p 

Beachten Sie: D er Hadilutnd muß positiv sein, wora ns rtnf a ll e Fiille folgt: x < 3,5 

Ordnen/ I solieren: 

y7- 2x = x- 2 
Quadrieren: 7 - 2x = x 2 - 4 x + 4 

Entstanden e quadratische Gleichung lösen: 

· x 2 - 2x = 3 
X 1 = 3 ~:2 =o= - 1 

Beide Lösungen erfüllen die B edingung x < 3,5. 

Durch die Proben 

und 

{1+213 
3 = 3 

]19 + 2 1 - 1 
5=!=-1 

muß x2 ausgeschieden werden. 

Die Lösungsmenge ist L = {3}. 

Cloniometrisehe Gleichungen 

Wir unterscheiden folgende Typen goniomctrisehm· Gle ichungen: 

Die Gleichung enthält nur lineare Terme e·ineT trigonometri schen Funktion. 
I f Die Gleichung enthält nur T erme e'ine1· trigonomet ri schen Funktion, aber in m eh­

reren Gliedern oder in quadratischer For.m (nichtlinearer Form), zuweilen auch 
T erme trigonometrischer Funktionen von unterschi edlichen Argumenten. 

I li Die Gleichung enthält Terme verschiedener trigonometrischer Funktionen mit 
dem gleichen Argument. 

I V Die Gleichung enthält Terme verschiedener trigonometrisch er Funktionen mit 
unterschiedlichen Argumenten. 
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Die Lösungen goniometrischer Gleichungen können im Winkelmaß oder Bogenmaß 

x = TC 18~o angegeben ' werden. Beachten Sie die Periodizität der trigonometrischen 

Funktionen bei der Angabe der Lösungsmenge. (Zuweilen beschränkt man sich auch 
bewußt auf die Angabe der "Hauptwerte" der Lösungen zwischen 0° und 360° bzw. 
zwischen 0 und 2TC.) ' 
Für die einzelnen Typen gibt es unterschiedliche Lösungsverfahren, zuweilen führt 
aber auch eine von der Norm abweichende Methode schneller zum Ziel. 

Typ I: 

Typ II: 
1 

Typ III: 

Typ IV: 

\ 

Hier ist nur ein Isolieren des trigonometrischen Terms erforderlich. 

Man führt eine Substitution aus: z. B. sinx = z. Es ist dann zunächst die 
nichtgoniometrische Gleichung in z zu lösen. 
Kommen Ausdrücke von mehrfachen Winkeln sin 2xl cos 2x, tan 2x, sin 3x 
usw. vor, so werden diese zunächst entsprechend den Formeln des Tafel­
werks umgeformt: 

z. B. sin2x = 2 sinx cosx tan2x = 2tanx 

. sin3x = 3 sinx- 4 sin3x 
cos2x = cos2x - sin2x = 1 - 2 sin2x = 2 cos2x - 1 
cos3x = 4 cos3x - 3 cosx usw. 

Man führt für alle Terme die vorl;;ommenden trigonometrischen Funk­
tionen auf eine zurück. Dabei· verwendet man die Beziehungen zwischen 
den trigonometrischen Funktionen im Tafelwerk, z. B. sinx = 

± }'1 - cos2x. Man beachtehierbei aber; daß die entstehenden Funktions­
werte auch negativ sein können. Nach dem notwendigen Quadrieren sind 
Lösungen auszuscheiden, die die Wurzelgleichung nicht erfüllen. 
Bei den goniometrischen Gleichungen der Form 

a sin x + b cos x + c = 0 
I 

ist der, Weg über den llilfswinlwl (siehe Beispiel) meist vorteilhafter. 

Man führe die Gleichung zunächst auf eine solche vom Typ II oder III 
zurück. Dazu werden vor allem die Additionstheoreme verwendet. 

Beachten Sie: 

Beim Dividieren durch einen trigonometrischen Term muß gesichert sein, daß dieser 
nicht 0 sein kann! Vielfach erfüllen mögliche Lösungen nicht die Ausgangsgleichüng, 
sie sind auszuscheiden. Deshalb ist eine Kontrolle (Proben) unerläßlich. 

Beispiel zum TYII 111: 

3sinx - }'3cosx- 2 = 0 

Hilfswinkelverfahren: 

. . }'3. 2 
Manformtumzu sinx - 3cosx = 3. 

Man setzt tan rp = ~3 mit 0 ~ rp <90°; hier ist rp = . 30°. 

. 2 
smx - tanrp cosx := 3 
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N 110 h Multiplikation mit cos rp: 

. . 2 
I11 1U cos rp- cosxsmrp = ·3 cosrp. 

NI lOh Additionstheo:r;em: 

2 
II (X - 30°) = 3 COS 30° = 0,5773 

'' ~ 30° = 35,26° bzw. 144,74° 
-= 65,26° x 2 = 174,74°. 

ll owölmliches Verfahren: 

:1 11 inx ± y3 - sin2x = 2 
nx = z 

:t; - 2 = ± y3 - 3 z2 

Nach dem Quadrieren ergibt sich z2 - z = -
12 

11d·t den Lösungen z1 = sinx = 0,908 
z2 = sinx == 0,092. 

Aus den so formal möglichen Lösungen 

IJ1 = 65,25°, x2 == [114,75°], x3 = [5,25°], x
4 

= 174,7;') 0 1 ) 

,drld zwei auszuscheiden, da sie die ursprüngliche goniometrische Gleichung nicht erfü l­
lon. (Proben!) 

)l!fl bleibt x1 = 65,25° undx4 = 174,75°. 

Angabe der Lösungsmenge (einschließlich P eriodizität) 

G: x E {(65,26° ± k 360°); (174,74° ± k 360°)k I E N} oder 
G: XE {1,1390 ± 2kTC; 3,0498 ± 2 kTC I k E N}. 

I 

1
) In den hier angeführten Beispielen werden zur Verdeutli chung die Hauptwerte (im 

lloreich also von 0° bis 360°) der 'Winkel halbfett gekennzeiclmet, also z. B.: 51,8°. 
Winkelwerte, die auszuscheiden sind, weil sie die goniometrische Gleichung nicht er­
fllllen, werden in eckigen Klammern angegeben. 
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I I u ~lclclmngen 

·'· 0,5 + 2 X ~ 5 

.~ . (4 + x) (4x- 5) ~ (2x +'1) (2.1:- 11) 

.II. 
1 1 

1 + x < 1 + 2x 'wobei x (!= ( -1; -0,5) 

.. 4 . 
1 2 

2x + 1 < x + 5 'wobei x (f. (-5 ; - 0,5) 

• ~ " 1 2 
u.u.- +·- + 1 ~ O,f> 

X X 

"' 5.6. y; + X ~ ß 

A 
I 

"' 5. 7. Die Beziehung I aN - g I < s (wo seine beliebig kleine positive Zahl ist) tritt be i 
der Grenzwertbestimmung von Zahlenfol gen a uf. g ist der Grenzwert. Die Formel 
ist zur geometrischen Veranschaulichung anf dem Zahlenstrahl nach ctN aufzu-
lösen . \ 

Wurzelgleichungen 

li.S. 3 + V X + 1 = 0 

li.9. X - V- X + 2 = 0 

li.lO. 3x- 8- 4 V4x + 1 = 0 

11.11. 
ß 

y2x- 1 + Yx- ! ,5 = V2x-1 
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5.1. Subtrakt~on von 0,5: 2x ~ 5 - 0,5 

2x ~ 4,5 

5.2. Klammern ausmultiplizieren: 16x + 4x2 - 5x- 20 ~ 4x2 - 22x + 2x- 11 

Subtraktion von 4x2 

11x - 20 ~ - 20x + 11 

5.3. Vorüberlegung: x = - 1 und x = - 0,5 sind auszuschließen, da sonst der Nen­
ner 0 wird. Es sind beidseitig die Kehrwerte zu vergleichen, das Ungleichheits­
zeichen ist zu wechseln. 

5.4. Die Fälle x = - 0,5 und x = - 5 sind auszuschließen. Es werden die KelU'werte 
verglichen, das Ungleichheitszeichen ist zu wechseln. 

5.5. 

5.6. 

5.7. 

Zunächst werden x = 0 und x = - 1 ausgeschlossen. Linksseitig wird gleich-

. h 3x + 1 1 B . d b 'd .t. M I . 1'1 . . ( nam1g gemac t: x(x + i) ~ 2 . . e1 er e1, erse1 1gen u t1p natwn mit x x + 1) 

muß das Ungleichheitszeichen geändert werden, wenn x (x + 1) < 0. 
Man unterscheidet deshalb zwei Fälle: · 

a)· wenn x(x + 1) > 0, also x < - 1 oder 
x > 0 gilt: 6x + 2 ~ x 2 + x 

b) wenn x (x + 1) < 0, also 
- 1 <X < 0 gilt: 
6x + 2 ~ x 2 + x 

Wegen der Definition der Wurzel (positiv) gilt x ~ 0 urid, da die rechte Seite von 
yx ~ 6 - x positiv sein muß, x ~ 6. Zusammengeiaßt: 0 ~ x ~ 6. 

Dann folgt durch Quadrieren: x ~ 36 - 12x + x 2 

x 2 

1
- 13x ~- 36. 

Fallunterscheidung: 

a) aN- g > 0 und b) aN- g ~ 0. 

5.8. Esfolgt zunächst x ~ - 1. 
Nach Subtral~tion von 3 folgt vx + 1 = - 3. 

--- I 
5.9. V- x wäre riur dann Wurzel ·aus einer n egativen Zahl, )Venh x > 0 wäre. Es 

muß also gefordert werden: x ~ 0, Isolieren der Wurzel: -y- x = - x - 2. 
Die Vorzeichen werden gewechselt (Multiplikation mit - 1). 

5.10, X ~ - 0,25 3x - 8 = 4 V 4x + 1 wird quadriert 
9x2 

- 48x + 64 = 64x + 16 
9x2 - 112x = - 48 

5.11, 1. X > 0,5 2. X~ 1,5 \ 
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Dann kann mit der Wurzel multipliziert werden: 
2x - 1 + V2x 2 

- 4x + 1,5 = 6 
Isolieren urid quadrieren! 
2x2

- 4x + 1,5 = 49- 28x + 4x2 

1} .1. Division durch'2 (also durch eine positive Zahl): x ~ 2,25. 

11.2. Addition von 20x + 20: 

31x ~ 9 Division durch 31 (positiv): x ~ ;
1 

. 

1).3. 1 + x > 1 + 2x 

Subtraktion von (1 + x): 0 > x . 

5.4. 2x + 1 > 0,5x + 2,5 

Subtraktion von (0,5x + 1): 

1,5x > 1,5. Division durch 1,5: x>L 

5.5~ 

5.6. 

a) x 2 - 5x ~ 2 

1 (x - 2,5)2 ~ 8,25 
a1) (x- 2,5 ) ~ V8,25 = 2,872 

X~ 5,372 
· a2) (2,5 - x) ~ 2,872 

' X ~ 2,5 - 2,872 = - 0,372 

(x L 6,5)2 ~ - 36 + 42,25 = 6,25 
(1) X~ 6,5 + 2,5 = 9 
(2) X ~ 6,5 - 2,5 = 4 

5.7. a) aN - g < s 
aN< g + s 

b)- aN+ g < s 
- CtN < - g + S 

aN >g- s 

b) x 2 - 5x ~ 2 
(x - 2,5)2 ~ 8,25 

b1) (x - 2,5) ~ 2,872 
X ~ 5,372 

b2) (2,5 - x ) ~ 2,872 
x ~- o,:i72 

c 

5.8. Ein Quadrieren ist gar nicht erst erforderlich, denn man sieht sofort die Un­
erfüllbarkeit, da die Wurzel ni e negativ sein kann. 

5.9. V- x = x + 2 wird quadriert: - x = x 2 + 4x + 4. 
Die Lösung dü;:ser quadratischen Gleichung ist x = - 2,5 ± 1,5. 

5.10. In der Normalform lautet die quadratische Gleichung 

• 112 48 . d L.. 1 ~ 4 x·--g x = --g mit en osungen x1 = ;::;, Xz = 9 . 

5.11. 2x2 - 24x + 47,5 = 0, in der Normalfonn 
x 2 - 12x = - 23,75 mit den Lösungen x1 = 9,5; x2 = 2,5. 
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D 
5.1. x ~ 2,25 oder: 

5.2. 

5.3. 

5.4. 

Die Lösungsmenge ist L = {x I x E ß; ( -oo; 2,25]}. 

9 
X ~31 

Lösungsmenge L = {x I x E (- co; 

x < 0, aber x (f [ -1; -0,5] 

9/31]}. 
I 

L = {x I x E (- co ; - 1) U (- 0,5; 0) 

x>1 
L = { X I XE (1; co )}. 

Überlegen Sie b ei 5.3 und 5.4, daß 
sich ohne di e in der Aufgabenstellung 
genannten Einschränkungen andere 
L ösungsmengen ergeben. 

5.5. a ) Aus x ~ 5,372 
od. x ~ - 0,372 

I 
b ) Aus x ~ 5,372 

\od. x ~ - 0,372 
und x < - 1 od. x > 0 und - 1 < x < 0 

folgt: 

X~ 5,372 und X< -1 und - 0,372 ~ x < 0 

L ösungsmenge in Intervallschreibweise : 

L = {x I xE (- co ; - 1) U [- 0,372; 0) U [5,372; + co)}. 

5.6. D er Fall (1) scheidet wegen x ~ 6 aus . 

Aus dem Fall (2) bleibt 
als Lösung: 0 ~ x ~ 4 Beachte: x ~ 0! 
Lösungsmenge als Intervall: L = {[0; 4]}. 

5.7. Lösungsmenge : L 1 : aN > g- e; L 2 : aN< g + e. 
Andere Schreibweisen: g - e < aN < g + e 
oder aN E (g - e ; g + e). 
Auf dem Zahlenstrahl handelt es sich um die sogenannte "e-Umgebung von g". 

5.8. Die L ösungsmenge ist leer L = 0. 
K ein reelles x erfüllt die Gleichung. 

5.9. x 1 = - 1; x 2 = - 4 (beide übrigens, wie gefordert, negativ ). 
Trotzdem ist nur (- 1) Lösung! Überzeugen Sie sich, daß - 4 die Gleichung 
nicht erfüllt. L = {- 1}. 

5.10. Proben (12) 36 - 8 I 4 · 7 
4 5 

(4/9) 3- 8 + 4. 3 L =;= {12}. 

5.11. Proben (9,5) führt zu 5 y2 + V~ also nicht Lösung. 
(2,5) v4 + vn 6 = v:r L = {2,5}. 
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;.12. 1 + vx 
1 - ' ' _ =3 rx 

- 1 
).13. yx + -= = 2 

vx 

li .14. yx - a - {b = 0 

11.15. ya + b + ya - b = y2a 
sei nach b a ufzulösen ! 

G.l6. y2 - x + yx - 3 = 1 

Ooniometrische Gleichungen 

5.17. sinx- 0,5 = 0 

{).18. s in2 x-~ = 0 

{).19. s in x · cosx = 0 

().20. sin2x - 2 s in x - 3 = 0 

5.21. sinx · COSX = 1 

6.22. 3 sinx = 2 cos2.'0 

A 
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5.12, 1. X ~ 0 2. X < 1 - also [0; 1) 

1 + vx-= 3- 3 v-x - also 2 y'x = 1 

5.13. X> 0 ~ + 1 = 2 y'x wird quadriert 
x 2 + 2x + 1 = 4x 

5.14. x ~ a y'x- a = yiJ wird quadriert 
' x-a= b 

5.15. Bedingungen: b ~ - a und b ~ + a, also b E [- a; + a] 

a + b +a-b+ 2 ya2
- b2 = 2a (nach Quadrieren) 

2 y'a2 
- b2 = 0 führt zu a2 - b2 = 0. 

5.16. 1. x ~ 2 und 2. x ~ 3 beide nicht gleichzeitig erfüllba.r. Formal ergibt sich: 

2- x + x- 3 + 2 y'- x2 + 5x - 6 = .1. 

5.17. sinx = 0,5 

5.18. sin2x = 0,5 mit sinx = ± 0,5 y'2 = ± 0,7071. 

5.19. Zwe<&mäßigerweise spaltet man in zwei Teile auf: 

(1) sinx = 0 und (2) cosx = 0. 

5.20. 'l'yp II Substitution sinx = z 
Es entsteht eine quadratische Gleichung 
z2 

- 2z - 3 = 0 mit den Lösungen z1 = 3 und z
2 

= - 1. 

5.21. Typ III cosx = ± y'1 - sin2x 

sinx }"1 - sin2x = ± 1 wird quadriert, sin2x = z führt zu z (1 - z) = 1. 
' 

I 
5.22. Typ III cos2x = '1 - sin2x führt zu: 

3 sinx = 2 - 2 sin2x 
Substitution sinx = z. 
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Beim Quadrieren entsteht 4x = 1; x = 0,25. 

x2 - 2x + 1 mit der Doppellösung x1 = x2 = 1 oder durch Substitution 
y'x = z; z + z-1 = 2; z = 1 und damit ebenfalls x = 1. 

x =a+b 

a2 = b2 bringt die beiden Lösungen b = ± a. 

Nach dem Quadrieren entsteht - x2 + 5x - ß ;= 4 oder :r2 - 5x + 10 = 0 
ohne reelle Lösungen. 

• I 7. Hauptwerte : x1 = arcsin 0,5 = [30°] = '6 

. 0 5r: 
x2 = arcsm =0,5 [150 ] = 6 

Hauptwertex = arcsin (± 0,7071) 

X = 45°; 135° ; 225° ; 3lf) 0 

(1) liefert die Hauptwerte x = 0° ; 180° ; 360°, 

(2) liefert die Hauptwerte x = 90° ; 270°. 

li.20. Auflösung der Substitution: 

z1 = sinx = 3 nicht erfüllbar, da sinx ~ 1. 
z2 = sinx := - 1. 
X = 270°. 

c 

(\.21. z2 - z = - 1. 
z = sin2x = 0,5 ± v- 0,75 
ohne reelle Lösungen in z. 

Bequemer kommt man zum Ziel, wenn man 
statt sin:;: · cosx = 1 

5.22. 2z2 + 3z = 2 
z2 + 1,5z = 1 mit den Lösungen 
z1 = sin x = - 2 nicht erfüllbar. 
z2 = sin x = + 0,5 

schreibt : 1/ 2 s in2x = 1 s in 2x = 2. 

X = 30° ; 150°. 
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5.12. ·P rob e : 1 + 0,51 

1 - 0,5 
3 

3=3 

5.13. Probe; 1 + 1 I 2 
Lös1mgsmenge : { 1} 

5.14. L = {a + b} 

L = {0,25} 

(Nicht verwechseln mit { a; b} !) 

5.15. Beide Werte werden bestätigt, die L ösungen sind übrigens di e gerade noch zu-
lässigen Grenzen des Intervalls [- a; + a]. L = {- a; + a } 

5.16. Aus mehrfachen Gründen ist. die Lösungsmenge leer. 

L=0 

5.17. x E {30° + k 360° ; 150° ± k 360° I k E N} oder 

{
rr 5rr } x E ß± 2krr; 6 ± .2krr l k E N 

5.18. x E {45° ; 135°; 225° ; 315°, sämtlich ± k 360° I k E N} 

{
rr 3rr 5rr 7rr .. . t 

x E 4 ; 4 ; 4 ; 4, samtlieh ± 2 krr I k E N f 

5.19. XE { ± k ; I kE N} 
x E { ± k 90° I k E N} 

5.20. Aus sinx'= - 1 folgt : 

XE {270° ± k S60° I k E N} 
x E {1,5 rr ± 2 k 1t I k E N}. 

5.21. L = 0 K ein reelles x erfüllt die' Gleichung. 

5.22. XE {30° ± k 360° ; 150° ± k 360° I k E N} 

X E { ~ ± 2 k 1t; 
5 

61t ± 2 k 1t I k E N } 
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.23. cos2x + cos x = 0 

4 . 
• 11.24. 3 sm x + 2 cosx - 1 = 0 

•.25. sin 2x = 2 sinx 

1\.26. cosx - sin x = - 1 

1 
li.27. - - 2 - = 2 tanx + 1 

COS X 

li .28. t an x = 2 sin x 

li.29. cos 3x = - 0,5 { 2 

', 

r..30. 3 cos2x + sin2x + 2 sin x cosx ~ 4 
Die Gültigkeit dieser goniometrischen Ungleichung so ll unters 11 cht werden. 

A 

'· 
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5.23. Für cos 2x kann bekanntlich eingesetzt werden: 

cos2x = cos2x - sin2x = 2 cos2x ·- 1. 

5.24. 

5.25. 

5.26. 

Typ III 4 sinx +, 6 cosx- 3 = 0; cosx = ± y1- sin2x 
ferner Substitution sin x = z führt zu 
4z + 6 y 1 - z2 = 3, also nach Isolieren und Quadrieren - 52z2 + 
mit den Lösungen z1 = sinx = 0,9877 und z2 = sinx = - 0,5262 
x

1 
= [80,9°] x 2 = 99,1° x3 = [211,7°] x 4 = 328,3°. 

Nach einer Probe scheiden x1 und x3 aus. 

2 sinx cosx = 2 sinx 
sinx cosx = sinx { 
sinx (cosx - 1) = 0 :::::> 

(1) sinx = 0 
(2) sinx =!= 0 

cosx· = 1 

± yi:_ sin2x = sinx - 1 
1 - sin2x = sin2x - 2 sinx + 1 I 

I 

24z = - 27 

2 sin2x - 2 sinx = 0 :::::> 2 sinx (sinx - 1) :::::> .1 sinx = 0 2. sinx = 1 
x

1 
= [0°] (erfüllt nicht die Gleichung) 

x 2 = 90° x3 = 180° 
I 

I 

5.27. 
' 1 

Gemäß Formel (überzeugen Sie sich!) ist cos2 x = 1 + tan
2
x 

für cosx =!= 0. 
Damit folgt: 1 + tan2x = 2 tanx + 1 
oder tan2x = 2 tanx; tanx (tanx- 2) = 0. 

5.28. (1) sinx = 0 (x = 0°; 180°) 
(2) Für sinx =!= 0; 

Kommt man nicht auf diesen ·w'eg, so 
sollte man bei gon. Gin. mit Termen 

._mehrerer trigon. Funkt. tanx, cotx durch 
sinx, cosx ersetzen. 

dividiert durch sinx: 

1 
cosx = 2. 

sinx 
-- = 2sinx 
cosx 

sin x (-
1
- -2) =Ü 

COS X 

5.29. Der Lösungsweg cos 3x, = 4 'cos3 x - 3 cosx (Additionstheorem) 
4 cos3x - 3 cosx = - 0,5 y2 
führt auf eine Gleichung 3. Grades und ist hier viel zu aufwendig. 

5.30. Man subtrahiere zunächst von der Ungleichung cos2x + sin2x = 1 
und erhält: · 

2 cos2x + 2 sl.nx cosx ~ 3. 

Statt cos2x wird 1 - sin2x geschrieben. 
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I 
I 

().23. 2 cos2x + cosx = 1, Substitution cosx, = z 
mit den Lösungen z1 = cosx = - 1 

5.24. 

z2 = cosx = 0,5 

Oder: sinx + 1,5 cos.1: = 0,75 
sinx + taurp cosx = 0,75 rp = 5ß,il2 ° 
sinxcosrp + cosxsinrp = 0,75cosrp 
sin (x + rp) = 0,4159 x 1 + rp = 24,58° 

X 2 + rp = 155,42° 

5.25. Aus (1) folgt x = 0°; 180°; 3()0° 
Aus (2) folgt x = 0° ; 360° 

5.26. Oder: - sinx + cosx + 1 = 0 
sinx - tau rp cosx = 1; rp = 45° 
sin (x - rp) = cos 45° = 0,5 y2 
x1 - rp = 45°; x 2 - rp = 1:35°. 

5.27. (1) t anx = 0 x=0°; 180° 
(2) tanx = 2 
X = ()3,43° ; 243,43° 

5.28. cosx = 0,5 
X= ß0°, 300° 

z2 + 0,5z = 0,5 
x, = 180° 
:;:2 = 60° ; 300° 

5.29. Substitution 3x = z führt vi el schnell er zum Z il'l: 
COSZ = - 0,5 y2 Z = 13ii 0

; 22ii 0 

X = 45°; 7Ö 0 

5.30. 2 cos2x - 1 + 2 sinx cos.1: ~ 2 
sin2x + cos2x ~ 2 
Substitution: 2x = z 
sinz + cosz ~ 2 

ist natürlich immer erfüllt (d. h. für nlle \\'erte \·on z bzw. :u), denn es ist 

.sinz ~ 1 
cosz ~ 1 

addiert: sinz + cosz ~ 2. 

5 Koch, Anleitung 

c 
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•• \! 11, 

n.tJ!J. 

' 

(00° ± 7o 360°; 180° ± .k 360°; 300° ± k 360° I k E N} 

{; ± 2k1t; 1t ~ ~k7t; 5
31t ,± 2k1t I k E N} 

( {99,1 ° ± k 360°} 
.• E ~ {328,3° ± ; k 360°} { 

{1, 7296 ± 2k1t} 
xE {5,7300 ± 2k7t} 

dabei immer: k E N 

D ie Methode mit dem Hilfswinkel ({!ist rentabler. 

5.25. xE {±k180°lkEN} 
x E { ± k1t ! k E N} 

5.26. x E {180° ± k 360°; 90° ± k 360° I k E N} 
XE {1t ± 2k7t; 0,51t ± 2k7t I k E N} 

5.27. X = {0° ± k 180° ; 63,43° ± k 180° I k E N} 

X= {0 ± k1t; 1,1747 ± k1t I kE N} 

5.28. 

I 5,29, 

5.30. 

(\(\ 

x = {0°; 60° ; 180°; 300° sämtl. ± k 360° I k E N} 

x = { 0; ; ; 1t; 
5
; , sämtl. ± 2 k7t I k E N} 

X= {45° ± k 360°; 75° ± k 360° I kE N} 

X = { ~ ± 2 k1t; ~; ± 2k1t I kE N} 
Nun können aber sinz und cosz nicht beide gleichzeitig ihren höchsten 1Vert 1 
einnehmen, 'so daß man die Ungleichung sogar noch allgemeingültig verschärfen 
kann. 
Es gilt für a lle x nicht nur 3 cos2x + sin2x -t'- 2 sinx cosx ~ 4, 
sondern sogar 3 cos2x + sin2x + 2 sinx cosx ~ 2 + y2. 
Versuchen Sie nun selbst, noch eine untere Grenze dE;lS angegebenen Ausdrucks zu 
finden. 
Untersuchen Sie insbesondere, ob der Ausdruck immer positiv sein muß. 
In der Tat finden Sie, daß 
2 - y2 ~ 3 cos2x + sin2x + 2 sinx cosx ist. 

\ 

6. FoJgen, Grenzwert, Stetigkeit 

Eigenschaften von Folgen 

Folgen sind Funktionen, bei den en der Definitionsbereich nur die l\Icnge der natür­
lichen Zahlen (hier m eist ohne die Null) oder eine Teilmenge davon ist: 

(a.) I an = f(n) n E N. · 

E ine solche Folge (hier werden nur Zahlenfolgen betrachtet) kann a.uf tl ie eine oder 
andere der folgenden Arten dargest ellt werden : ' 

a ) tabeltarlsch (Darstellung der ersten Glieder) 

n 
11. 2. 3. 4. 5. ... 1) 

a. a1 a2 as a• a" 

b) verbal (in Worten) 

c) analytisch-rekursiv durch eine Verbindungsbeziehung zweier aufeinanderfolgender 
Glieder einschließlich der Angabe des (oder der) Anfangsgliedes(r). 2) 

Vgl. die Folgen (b.) und (c.) aufS. 74. 

d) analytisch-independent: Angabe des allgemeinen n-ten Gliedes a. dmch eine Glei- · 
chung in n. 

e) graphische Darstellung: Dabei entstehen im Koordinatensystem "isolierte" , d. h. 
nicht durch einen 'Linienzug verbundene, Punkte. 

Folgende Eigenschaften von Folgen interessieren vor allem: 

I die Monotonie 

Dazu ist zu un~ersuchen, ob a n+1 > a. bzw. a.n+l < a,. für a llen g ilt. 
Bei an+I ~ a. spricht man von monoton steigend, 
bei an+I ~ a. spricht man von monoton fall end . 

Zuweilen wird auch zwischen "streng monoton steigend" a,.+I > a ,. und nur (einfach) 
monoton steigend an+l ~ a. unterschieden. 
Die Untersuchung erfolgt durch einen Vergleich zweier aufeinanderfolgender Glieder. 

I f .. 
(Die Differenz) a.+ 1 - a. muß 

1 
positiV für a llen sein. 

. . , n egat1v 

II die Art des Steigens oder Fallens 

Dazu untersucht man dieDifferenzend = an+l - a. zweieraufeinanderfolgender Glie­

der und den (Quotienten q = a•+1 • 
a. 

Mit den Differenzen untersucht m an die absoluten, mit den Quotienten die relativen 
Zu- bzw. Abnahmen. (Diese B egriffe werden vornehmlich in der Ökonomie verwendet.) 

1
) Bei d (;lr tabellarischen Angabe ist die Fortsetzung der Folge immer ungewiß. J e 

mehr Glieder gegeben sind, desto sicherer kann man eine naheliegende Gesetzmäßig­
keit erkennen. 
2

) Der Leser beachte die Analogie zum B eweis durch vollständige Induktion (Schluß 
von n auf n + 1 und Anfangsfall). 

5• 
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l ot li '' l!lluHt•wt, 1:10 Ji ogt oi no ntlt.hmetlsehe Folge vo1·: 

Jl'onnol fi'u: dus n-to Ol i.ed Summe der Glieder der Folge (Reihe) oder n -tes Glied 
der Partialsummenfolge 

<t., .., a.! + (n - 1) d 
a1 + a. s. =--

2
--n 

U hersieht iiber <len absoluten und den relativen Vedauf von Folgen 

(Beschreibung statistischer Entwicklun;ssreihen) 
Gültig für Zahlenfolgen , bei denen alle a 11 > 0 

cl I mit zunehmen- q I Mit zunehmen-
demn· · · demn· . . 

> O I cl I wird größer > 1 q wird größer 
(progressiv) wachsende 

Zunahmen wachsende abs, rel. Zunahmen 
Zunahmen 

q bleibt gleich 
gleichbleib . 

t rel. Zunahmen 

q wird kleiner 
fallende 
rel. Zunahmen 

I cl I bleibt gleich > 1 q wird kleiner 
gleichbleib. fallende 
abs. Zunahmen rel. Zunahmen 

I cl I wird kleiner > 1 q wird !deiner 
(degressiv) fallende 
fallende r el. Zunahmen 
abs. Zunahmen 

< O I cl I wird größer O < q < 1 q wird kleiner 
wachsende wachsende 

Abnahmen abs. Abnahmen rel. Abnahmen 

I d I bleibt gleich O < q < 1 q wird kleiner 
gleichbleib. wachsende 

• abs. Abnahmen rel. Abnahmen 

I d I wird kleiner O < q < 1 q wird kleiner 
fallende wachsende 
abs. Abnahmen rel. Abnahmen 
(auch: 

abnehmende q bleibt gleich 

abs. Abnahmen) gleichbleib. 
rel. Abnahmen 

q wird größer 
fallende 
rel. Abnahmen 
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I Entwicklung 

stärker 
als expo-

I 
n entiell I 

I 
exponentiell 
(geometri sche 
Folge, 

I' ~1 1 I 

I 
· I 
'\I 

linear 
(arithmetische 
Folge) 

I· 
, I ,, 
·d ' l. 
.I 

-I, 
~ } 

' ) .' 
... l! l 

a rithmet. I , 

I 
linear 

H 
l' 
! 

·.I 
' ! 

I exponenti ell 
gedämpft 

1\ 

'f '\ 
•• .1 

~ ~ I 

l llt q konstant, so liegt eine geometriscl~e Folge vor: 

n- tes Glied Summe .. . . 

a., = alq•-I q"-1 1-q" 
s,. = a1 q -=-1 = a1 1=.- q 

!Iei einer arithmetischen Folge liegt ein linea.rer (gerad liniger, gleichmäßiger) Anstieg 
vor, bei einer geometrischen Folge ein exponenti eller. In vVirtscha.ft und Teclmik 
wird in der Regel eine geometrische Folge angenommen, wenn nur Randwerte vor­
li egen. 

111 Grenzen mul Grenzwert 

I 
Informieren Sie sich zunächst an Hand eines Lehrbuchs iiber di e Definition des 
Grenzwerts, und m ach en Sie sich mit der anschauli chen Erläuterung desselben ver­
traut! 

Kann festgestellt werden, daß eine Folge gewisse "\Verte mit keinem Glied unterschi·ei­
tet, so heißt· der h öchste dieser "\Verte untere Grenze, die obere Grenze ist der kleinste 
der Werte, die nicht überschritten werden. 
!im a11 heißt Grenzwert der Folge g und hra.ucht weder m it unterer n och oberer Grenze 
'lt-+- 00 

übereinzustimmen. Grenzwert der Folge (a., ) und Grenzwert dor Partialsummenfolge 
(811 ) stimmen in der Regel nicht überein. Konvergenz clor Folge (a,.) mtch 0 (a lso Exi­
stenz des Grenzwertes !im ct11 = 0) ist aber eine Voraussetzung für di e eventuelle Kon-

n-eo 
vergenz der Partialsummenfolge lim s" . 

U-+co 

Nullfolgen 

sind Zahlenfolgen mit dem Grenzwert Null. Dazu gehören u. a. 

( 1~) ; (:2); (n! 1) ; ( ({-)"); (q") für /q/ < .I ; ( Jf~); ()';~- J) ; ( Vn + 2- yn) ; 
(na") für/a / < 1 

l\Iöglichkeiten zum Vermuten (les Grenzwertes 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(3a) 

auf Grund der tabellarischen Aufstelhmg geniigcncl v it.:lcr C li Prkr 
I 

auf Grund des Vergleiches mit anderen Folgen oder des Zuriicldiihrens auf N ull­
folgen 

Liegt ein Bruch vor, in dessen Zähler und N enn er Potenzen Yon n auftreten, so 
vernachlässigt man im Zähler und Nenner alle Gli eder mit Ausnahme jeweils 
desjenigen mit dem höchsten Exponenten von n . 

Ist der (höchste ) Exponent von n im N enner größer als der (höchste ) im Zähler, 
so liegt eine Nullfolge vor. 

(3b) Entsteht bei der Division ein von n unabhängiger "\~rert , so konvergiert; die 
Zahlenfolge gegen diesen. 

(3c) Ist der (höchste) Exponent von n im Nenner kl einer als der (höchste) im Zli.l ilor, 
so existiert kein endlicher Grenzwert, die Folge ist cliYergent. 

(i!) 

\ 
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.NM1nvols clos Grenzwertos 

l ~ r · Jcnnn erfolgen, indem man zeigt, daß die Folge (a. - g) Nullfolge ist, 
drtß a lso I aN - g I für allen > N kleiner als eine beliebige positive (sehr kleine) Zahl e 

i flt . 
A\·ithmotische Folgen und geometrische Folgen mit I q I > 1 sind immer divergent, 

omatrisehe Folgen mit I q I < 1 konvergieren gegen Null. 

1\lusterbeistJiele 

(u.) i= (2n: n) 
Weitere Darstelhmgsmöglichkeiten 

tabellarisch: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 
_1/o-2/7 _ 3/5 -'/s-5 +6 

7. 8. 9. 

+7/3 +8/5 +9/7"' 
rekursiv: 

' ' 11 
Un+l""' u. - 99 + 4n2 -40n 

' ( 11 ) u,.+l = u. 1 - 2n2-9n 

verbal: wenig sinnvoll 

Monotonie 

Nicht monoton, da tt5 < u 4, aber 
u 6 > u 5 ; allerdings ab 6. Glied 
streng monoton fallend. 

A1·t des Fallens 

(ab 6. Glied) 

d = Un+l-n,. 

n+1 n 
= 2n-9-2n - 11 

- 11 
= 99-j-4n2 - 40n < O 

.fiil' n e-; 6. 
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(v.} = (243;162;108;72; ... ) 

independent: 

v. = 243. (~fl 
rekursiv: 

2 
Vu+l = 3 • Vn 

und v1 = 243 
i 

verbal: Folge der mit 243 multiplizierten 
2 

Potenzen von 1f 

streng monoton fallend, denn 

. (2)•-1 v.,. 1 -Vn= -81 3 < O 

nämlich 

(
2)" (2)•-1 = 243 3 -243 3 

( 2)>~-1 (2 ) = 243 3 3 -1 

(
2)•-1 , d=v •• 1 -v.=-81 3 

cl wird mit wachsendem n kleiner, also 
fallende absolute Abnahmen 

243 (~)" 
q = Vn+1: Vn = (2)•-1 

243 3 

2 
3' 

I cZI wird mit wachsendem n kleiner, 
also fallende absolute Abnahmen 

q = u.+l :u. 

n-j-1 2n-11 
=2n-9, _ n __ 

2n2 -9n-11 
2n2-9n 

= 1-~ 
2n2-9n 

<1 fürn ~6 

Mit wachsendem n nähert sich q 
wachsend der 1 : 

fallende relative Abnalunen 

Grenzen, Grenzwe1·t 

o. G. = u 6 = 6 
u. G. = u 5 = - 5 
Wegen (3b) Grenzwert vermutet bei 
g = 0,5. Zum Nachweis wird 

(u,. - 0,5) = (2n n 11 -0,5)·= (4n 11 22) 

gebildet, das ist aber eine Nullfolge. 
. Die Partialsummenfolge divergiert. 

also gleichbleibende relative Abnahmen , 
gleichbleibende Quotienten q. 
Es liegt eine geometrische Folge vor (ex­
ponentielle Dämpfung). 

\ 

o. G. = v1 = 2-!3 
u. G. = Grenzwert 0 
Da eine geometrische Folge mit I q I < 1 
vorliegt, ist der Grenzwert 0. 
Grenz\\·ert d er Partialsummenfolge : 

('))" 1 -.::. 3 (' ( 2)"' Sn = 243 - 2 - = 729 '1 - 3 ) 
1 - -

3 

lim s,. = 729 (1 - 0) = 729 
n--eo 

Grenzwerte von Funktionen, Unstetigkeitsarten 

Da bei Funktionen der Definitionsbereich nicht nur auf di e natürlichen Zahlen be­
schränkt ;bleibt, kann auch ein Grenzwert lim f( x) (auch für ein x 0fl:N) n eben lim /( x ) 
.interessieren. x-x, x-+xoo 

Gebrochen rationale Funktionen bestehen aus Zähler- und Nennerfnnkt ion: 
Z(x ) 

g(x ) = N(x) 

Es können folgende Fälle auftreten: 

a) Z(x1 ) =I= 0 
b) Z(x1 ) = 0 
c) Z(x1) =I= 0 
d) Z(x1) = 0 

N(x1 ) =i= 0 

N(x1 ) =i= 0 

N(x1 ) = 0 
N(x1 ) = 0 

Normaler Funktions11·ert , , 

N nilstelle 
Uneigentlich er oder unendlicher "Grenzwert", J!ol · 
Unstetigkeit, Lücke, Grenz 11·ert untersuchen! 

Im letzten Fall ist das Bild der Funktion an dieser Stelle unt erbrochen . Cegcbe rr vnfull >:~ 
muß ein "Ersatzwert" definiert werden. 

7 1 
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Woitorc Möglichkeiten der Unstetigkeit: 

... an nic]lt definierten ("nicht erklärten") Stellen, z. B. f(x ) = yxfür x < 0, 
kann ko·ine Stetigkeit vorliegen. · 

... r~n "Sprungstellen", z. B. bei f(x) :d eJ ·an x = 0, mit unterschiedlichen "Grenz-
wor-licn" x 

... 1md vor allem bei trigonometrischen Funktionen, z. B. bei j(x) = tanx an 
X = (90°) = 0,5 1T. 

l"üt· die Stetigkeit an einer bestimmten Stelle ist erforderlich: 

I die Definiertheit der Funktion an dieser Stelle j(x0) 

II die Existenz des Grenzwerts an dieser Stelle lim f(x) 
X-+X0 

III die Übereinstimmung beider f(x 0 ) = lim f(x). 
X-+Xo 

(Vergleichen Sie hierzu auch Aufg. 6.7. bis 6.9.) 

Für die Differenzierbarkeit an einer Stelle ist die Stetigkeit dort unbedingte Voraus­
setzung, außerdem die Existenz eines eindeutigen Differentialquotienten! 

tlbersicllt iiber besondere Fälle der Stetigkeit mul Differenzierbat·keit 

y 
z 

f(x) = sin x 

Y Pol Pol 
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X 

Funktion überall stetig, Verlauf periodisch, Nullstellen bei 
X=± krr, kE N 
Maxima bzw. Minima j( xAr) = + 1 bzw. - 1 
- 1 ~ f(x) ~ + 1, überall differenzierbar 

Verlauf der Funktion periodisch, an x = ± 0,5 rr; ± 1,5 rr usw. 
nichtstetigund nicht differenzierbar, Nullstellen bei 'x = ± krr, 
k E N, keine Extrema, an den Polen nicht differenzierbar 

Für x < 0 nicht stetig, da dort nicht definiert. In der Umgebung 
von x = 0 nicht überall definiert, nämlich nicht für x < 0. 
An x ~ 0 nicht differenzierbar. 

x = 1 1st eine Lücke, dort zunächst weder stetig noch differen­
zierbar. Existierender Grenzwert an x = 1 ermöglicht die zu­
sätzliche Definition /(1) = 2, womit Unstetigkeit behoben. 
Berechnung des Grenzwerts kann nach DE L'HoSPITAL erfolgen. 

._ 

y 

1fl---~ 

·1 1 1 X 
~ •1 f!xl=~ 

An x = 0 unstetig, da dort nicht defini ert. Knrve nähert s ieh 
von links und rechts zwe i verschiedenen Punkten an. Unstetig­
keit nicht hebbar. Obwohl Tangente dort vorhanden, nicht dif­
ferenzierbar, da nicht stetig. 

Überall stetig. 

Aber an x = 0 nicht differenzierbar, Llort li egen verschiedene 
Tangentenanstiege für die Kurve vor. 

:I 





ß 
6.1 . a 1 = 5 a. = alqn-1 

a, = 5 q6 = 200 

q6 = 200 : 5 = 40 q = 1,848 

6.2. Eine geometrische Folge darf angenommen werden. 

a 1 (1965) = 230 TM 
a, (1971) = 345 TM 
q6 = 1,500 

6.3. a 1 = 8 a,. = a 1q•- l 

a9 = 8 · q8 = 80 . 
q8 = 10 

6.4. n 1. 2. 3. 

a, = 230 q6 = 345 
q = 1,070 

q = 1,335 

4. 5. 6. 7. 8. 

a,. - 0,53 - 1,25 - 2,73 - 10 + 10 + 3,75 2,42 ' 1,82 

9. 10. 12. 15. 

1,49 1,25 0,97 0,74 

6.5. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 

- 2,1 - 2,5 -3,4 -6,4 + 6,2 3,0 ')') 
~,-

9. 10. 20. 

1,62 1,3 0,67 5. Glied nicht definiert, ab 6. Gli ed streng mono-
ton fallend. 

Obere Grenze 6,2 und untere Grenze - 2,1. 

6.6. I a. - 1; 1; - 1; 1; 
1 1 

b. - 0,5; 0,25; --s; 16; + 
Die erste Folge ist nicht konvergent, sie ist nicht monoton. 
Die zweite Folge ist auch nicht monoton, aber konvergi ert gegen 0. 

6. 7. An beiden Stellen ist die Funktion definiert: 

/(0) == 1 und /(2) = 1. 

6.8. An beiden Stellen ist die Funktion d efiniert: 

g(O) = - 1 und g(2) = 0. 

6.9. 
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An der Stelle x1 ist die Funktion definiert mit h(O) = i. 
·An der Stelle x2 = 2 und in der Umgebung ist die Funkt ·ion nich t d efiniert 
(x <O). 

6.1. a 1 = 5; a2 = 5 · 1,848 = 9,24; 

a 3 = 5 · 3,420 = 17,10 ; a 4 = 5 · 6,325 = 31 ,63; 

a5 = 5 · 11,70 = 58,50; a6 = 5 · 21,65 = 108,25; n
7 

= 200 

6.2. a 8 (1972) = 345 ·1,070 

oder = 230 · 1,0707 = 369,1 

= 230. 
1

•
0708

-
1 

= 2349 88 
0,070 

(i.3. a 1 = 8; a 2 = 8 · 1,:{35 = 10,7; a" = 8 · 1 ,3:l ~'5 2 = U ,2 

a 4 = 1!1,0; ar, = 2.'J,:{; n 6 = :l:·l ,7 ; 
a, = 45,0; a8 = 59,9; a9 = 80. 

Die logari t hmische B erechnung ist cmpfchlen:; \l '('l'L 

6.4. Ab 5. Glied streng monoton fall end. 

d(ab5.Glied) -6,25; -1 ,33; -0,60; -0,32; 
q (ab 5. Glied) 0,38; 0,65; 0,75; 0,82; 

d < 0, q < 1 unt. Grenze a4 = - 10, ob. Grenze a
5 

= 10. 
Grenzwert nach (3 a) vermutet zu 0. 

c 

6.5. Nach (3b) Grenzwert vermutet zu 0,5. Zum Nnclnn' is bildet. man (a,. - rt) = 

= (n2 + 100 - o,s) = ( 62,5 ) . 
2n 2 -50 n 2 - 25 

Das ist aber eine Nullfolge. 

d (ab 6. Glied) - 3,2; - 0,(); - 0,48; ... 
q (ab 6. Glied) 0,48; 0, 7; 0, 77; .... 

Die Partialsummenfolge kann nicht konYerg ic· rcn . 

6.6. Die Partialsummenfolge von (a.) wurde \'Oll e inem 1\Iönch Gumo G nA Nnr 1750 in 
Paris fehlerhaft gedeutet mit 

(1) - 1 + (1 - 1) + (1 - 1) + ... = - 1 
(2) (- 1 + l) + (- 1 + 1) + · · · = 0. Sie knnn gn r ni ch t konvergent 
sein. 

D er Grenzwert d er zweiten Folge ist 0, da es s ich 11111 c i ll ( ' g<·nmd.,·i;;che L•'olgo mit 
I q I < 1 handelt. 

6.7. An x2 = 2 existiert ein endlicher Grenzwert !im /(.1') = 1. 
:r-~ 

An x1 = 0 existiert kein einheit li cher GrenZ\\·crt . 

Von rechts her (pos. x) strebt die Funktion d er 1 zu , ,·on links h er d or - 1. 

6.8. Anx1 undx2 existiertje ein endlicherGrenz,,·ert. I im g(.1;) = 0 und I im g(x) = - 2 
.r-2 x- (l 

6.9. An x1 = 0 existiert ein endlicher Grenz\1·ert lim h(x ) = I. 
. x-o 
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ll 
U,l , I >io H<wie best eht aus den Markenwerten (in Pfg.) 

/ 10 / 15 / 30 / 60 / 110/200. .. 
Dcu· 'Wert 1,10 M wird aus praktischen Gründen besser durch 1,20 M ersetzt 
wuHlon . Der gesamte Satz kostet 4,30 M bzw. 4,40 M. 

1\.~ . l<'ül· 1972 ist eine Produktion von 369100 M zu erwarten. 
nas durchschnittliche Wachstumstempo beträgt 107%- Von 1965 bis 1972 
wurde ein Gesamtproduktionsvolumen von etwa 2,35 · 106 Mark errechnet. 
Beachten Sie: Im Bereich des Anfangs- und Endwertes (also um 1965 und um 
1971) werden die b erechneten Werte den wahren am nächsten kommen. 

ß.ß. Die Sortimentsauswahl sollte so gestaltet werden, daß vor a llem viele Sorten 
kleinerer Nägel angeboten werden. 

Die Längen betragen zweckmäßig (in.mm): 

·81 11/141 19 1 25 / 34145 1 Go i 80. 

Eine arithmetische Folge hätte die Werte 8 / 17 I 26 I 35 I 44 I 53 I 62 I 71 I 80 
ergeben, was ungünstiger ist. 

6.4. Es handelt sich um eine ab 5. Glied (streng) monoton fallende Folge mit fall en­
den absoluten Abnahmen und fallenden relativen Abnahmen. Der Quotient 
aufeinanderfolgender Glieder nähert sich der 1. Untere Grenze ist - 10, obere 
Grenze + 10, der Grenzwert ist 0. Die Konvergenz erfolgt sehr langsam. 

6.5. Es handelt sich ab dem 6. Glied um eine streng monoton fallende Folge mit 
fallenden abs. und r el. Abnahmen. Untere Grenze ist - 6,4, ob. Grenze ist 6,2. 
Der Wert für n = 5 ist nicht definiert. Grenzwert ist 0,5. Die Partialsummenfolge 
divergiert. 

6.6. Beide Folgen nicht monoton. Die erste ist divergent, die zweite konvergi~rt a ls 
geom. Folge gegen 0, auch ihre Partialsummenfolge ist konvergent mit dem 
Grenzwert - 113-

6.7. An x1 = 0 scheitert die Stetigkeit an dem Nichtvorhandensein eines einheit-
lichen Grenzwerts. ' 
W egen /(2) = lim f(x ) = 1 ist die Funktion an x2 = 2 stetig. 

x-2 

6.8. An x1 = 0 scheitert die Stetigkeit an der Nichtübereinstimmung von 
g(O) =- 1 =f= lim g(x) = - 2. 

().fl. 
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x-o 
An x2 = 2 liegt Stetigkeit vor: g(2) = lim g(x) = 0 (Nullstelle). 

x-2 

An x1 == 0 liegt wegen h(O) = lim h(x) = 1,Stetigkeit vor. An x 2 = 2 li egt keine 
x-o 

Stetigkeit vor, weil diese Stelle außerhalb des Definitionsbereichs liegt. 

A 
H, j0. Ein Arbeiter verdiente 1963 6420,- M, im Jahre 1970 dagegen 7764,- M. Der 

Verdienst erhöhte sich jährlich um den gleichen Betrag. Wieviel hat der Arbeiter 
insgesamt vom 1. 1. 1963 bis zum 31. 12. 1970 verdient? 

O.ll. Für die Entwicklung der Weltbevölkerung (in Mrd. Menschen) li egen fol gende 
Angaben vor: 1910 1925 1940 1955 1970 

1,62 1,86 2,20 2,73 3,62 

D es weiteren wird der Energiebedarf in der W elt in Mrd. t Steinkohleneinheiten 
(SKT) angegeben 1900 1920 1940 1960 

1,1 1,4 2,0 3,6 

Untersuchen Sie die Eigenschaften beider Entwicklungen, und zieh en Sie Schluß­
folgerungen! 

(Angaben z. T. entnommen: URANIA 10/ 1966, S. 16) 

6.12. Die Amplituden der Schwingungen eines Fadenpendels wmden für jede P eriode 
(volle Schwingtmg) gemessen (in cm) und ergaben: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 
100 82 67 55 45 37 

Beschreiben Sie diese Entwicklung. 

Versuchen Sie, eine entsprechende Gesetzmä ßigkeit analy tisch anzugeben. 

G.13. Beim radioaktiven Zerfall versteht man unter der Halbwertszeit die Zeit, in der 
eine bestimmte Menge eines radioakt. Isotops durch Strahlung auf die H ä lfte 
reduziert wurde. Sie beträgt für das Isotop 211Pb (ß-Strahlung) 36 Minuten. 
Untersuchen Sie die Zerfallsfolge, und stellen Sie fest, wieviel von dem Stoff 
nach 4 Stunden noch vorhanden ist. 

6.14. In der DDR gab es 1971 Münzen mit den Werten 1; 5; 10; 20; 50 Pfg. und 
1,- M, 2, ,- M; 5,- l\L 1 ) 

Untersuchen Sie die Eigenschaften der Münzfolge, und ziehen Sie Schlußfolge­
rungen. 

Seit 1972 werden auch10-M-und 20-M-Münzen verwendet. 
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B 
(1.1 0. E s li egt eine arithmeti~che Folge vor. 

a 1 (1963) = 6420,-
• 

a8 (1970) = 6420 + 7d = 7764 
7ct = 1344 cl =' 192 

(1.11. Energiebedarf und Bevölkerungszahl entwickelt sich annehmbar monoton stei­
gend. 

Energiebedarf: cl 0,3 0,6 1,6 
q 1,27 1,43 1,80 

Bevölkerungszahl: d 0,24 0,34 0,53 0,89 
q 1,15 1,19 1,24 1,33 

(1.12. Es handelt sich um eine fallende Folge. 

cl - 18 - 15 - 12 -- - 10 -8 
q 0,82 0,82 0,82 0,82 

Also liegen fallende absolute Abnahmen und gleichbleibende relative Abnahmen 
vor . 

6.13. Der Zerfall erfolgt nach einem exponentiellen Gesetz bzw. einer geometrischen 
Folge. 

Man setze an: a1 = 100 (%) a 37 ~ 50(%) 
36_ 

a 37 = a 1 q36 q36 = 0,5 q = J10,5 = 0,981 
lg q = 0,9917-1 

6.14. Man köimte natürlich zunächst die absoluten und relativen Veränderungen (Zu­
nahmen) untersuchen: 

HO 

d 4 5 10 30 50 100 300 
q 5,0 2,0 2,0 2,5 2,0 2,0 2,5 

Es . liegen a lso wachsende absolute und wechselnde relat ive Zunahmen vor. 
Schon hier wird deutlich, daß der Schritt von 1 Pfg. auf 5 Pfg. gegenüber den 
anderen zu g1·oß ist! Überlegen Sie, was das bedeutet! 

-, 

c 
6420 + 7764.8 = 7092 '8 = 56736 Ba= _ 2 . 

Beide Folgen weisen eindeutig steigende absolute und relative Zunahmen auf. 
Die Entwicklung erfolgt also stärker als exponentiell. (Es ist empfehlenswert, 
die Entwicklungen in einer Graphik darzustellen.) Mau erkennt sofort, daß die 

. v\' eltenergiebedarf " . -
Quotienten ur ltb ··n hl = Q stand1g ste1gen. e evo reruugsza 

Die Q1.1;oÜenten Q betragen etwa: 1910 
0,77 

1940 
0,91 

1970 
1,22 

Man erkennt, daß Q etwa um 1945 den vVert 1 annimmt. Zu diesen1 Zeitpunkt 
wären also etwa je '\Veltbewohner 1 t SKE bereitzustellen gewesen. 

Es handelt sich- wie physikalisch verständlich- um eine exponentiell gedämpfte 
Entwicklung! 

Man kann .also ansetzen: A. = A 0enr 
x =In (A1 : A 0 ) = In 0,82 = - 0,201 R::~- 0,2; 

oder man setzt eine geometrische Folge an: 

A. = A~q• mit q = A 1 : A 0 = 0,82 . 

6.13. Die Zerfallsfolge (in Minutenabständen) gehorcht dem Gesetz: 

a. = 100 ! 0,981"-1. 

Nach 4 Stunden sind 240 Minuten vergangen. 

a241 = 100 · 0,981 240 lg a 241 = 0,0080 
a 241 = 1,02 

/' 

6.14. Um die Unterschiede besser beurteilen zu können, ist es zweckmäßig, eine 
(zwangsweise) geometrische Folge mit a 1 = 1 und a8 = 500 anzusetzen. 

a8 = a 1 q7 ; q7 = 500; q = 2,43. 

Danach würden sich folgende Glieder (und gerundete Werte ) für di e Münzfolge 
ergeben : 

Glieder 
gerundet 
Ist-Wert 

1 
1 
1 

2,4 
2 
5 · 

5,9 
6 
10 

14,3 
14 
20 

34,9 
35 
50 

84,7 
85 

100 

Die Abweichungen sind im Anfangsbereich besonders stark. 

6 Koch, Anleitung 

205,9 
206 
200 

500 
500 
500 

H1 
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D 
H.lO. 

D or V ordienst erhöht sich jährlich um 192,- M (das entspricht monatlich 
1(\, - M), b eginnend mit monatlich 535,- M (1963) . Insgesamt wurden in den 

8 Jahren 56736, - M verdient. 

(l.ll. Auf Grund einer graphischen Darstellung kann für das Jahr 2000 abgeschätzt 

werden: 
W eltenergiebedarf über 20 Mrd. (man rechnet mit 29 Mrd. t SKE). 
Weltbevölkerung . über 5 Mrd. (man rechnet _mit 7 Mrd. Menschen). 

Der Bedarf je W eltbewohner dürfte sich bis da!J.in auf d en fünffachen Vi'ert vom 
Beginn des J ahrhunderts gesteigert haben. Bei einer gerraueren Abschätzung 
der Weltbevölkerungszahl müßte die clnter schiedliche Entwicklung d es Bevöl­
kerungszuwachses in den einzelnen Erdteilen berücksichtigt werden (As ien!). 

6.12. Die Entwicldung kann dargestellt wtlrden entweder durch A,. = 100 e- o.2n 
(wie in der Physik und Technik üblich) 

6.13. 

6.14. 
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oder durch A 11 = 100 . 0,82"- 1 

(wie in der Mathematik üblich). 

Die Zerfallsfolge gehorcht dem exponentiellen Gesetz a,. = 100. 0,981 n - l 

oder an. = 100 . e- 0,019ln+O.OI91. 
Für die Zeit nach 4 Std. ergibt sich (nach beiden Formeln), daß noch 1,02 % des 

Stoffes vorhanden sind. 

Es fällt auf, daß zwischen den Werten 1 Pfg. und 5 Pfg. eigentlich ein Zwischen ­
wert fehlt. D eswegen ist kaum von einer guten geometrischen Sta ffelung zu 
sprechen. Überzeugen Sie sich davon, daß die Einführung der 20-Pfg.-Stücke 
vorteilhaft war und die Einführung von 2-Pfg.-Münzen eine bessere Angleichung 

an eine geometrische Folge brächte. 

Zum Vergleich seien die Münzsysteme von 2 anderen Ländern angegeben: ' 
(50) Kopeken su 

CSSR 
1 
5 

2 
10 

3 
25 

5 
50 

10 15 20 
100 Heller 

\ 

6.15. 

6.16. 

Eine aus 10 Gliedern best eh ende Folge hat das Anfa ngsgli ed 11 1 I 111 11 ! d11 
10. Glied a10 = 38,44. B estimmen Sie die Summe der 10 U.li<•do ·r 1111 d1" l 'ii ll 
daß es sich a ) um eine arithmetische, b) um ein e geometrische J.'fll u:n l11111ol ' 11 1 

J em andem werden zwei Angebote zum Spa.ren gemacht: 

a) J e 1000,- M sollen pro Jalu- 50,- l\1 als Zinsen gntgoschrielwa ~~'' ' ' ' " "" ' '' ' 
Zinsen werden nicht weiter verzinst. 

b) 1000,- MEinlage sollen sich jährlich a.uf 103% des vorherigen ::it.1111d"M " ' 
höhen. 

Beurteilen Sie die beiden Angeb ote. 

*6.17. Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion 

x 3 +2x2-x-2 
f( x ) = x 2 -3x + 2 

6.18. 

6.11). 

6.20. 

6.21. 

s• 

sind zu untersuchen . 

Vergleich en Sie die Folge (a 11 ) = c~ ~ 1) 

mit der Funktion f(x ) = x + 1 
X 

x 2 - 4 1 
Untersu ch en Sie die Funktionen f(x ) = ·x _ 

2 
und g(x) = 2 x-

2 
auf Uns tetigkeiten. (Hinweis : Erörtern Sie vor a llem die Verhältni sse a.n ~; = 2.) 

Gegeben ist di e Funktion f( x ) = :c(x + 2) :c E P. 
Vergleichen Sie di e Eigenschaften d er Funktion f( x) mit d 0n cn der Funktionen 

g(x) = x
3

-
4
2
x für x EP ". {2} und g(2) = 8 

X-

sowie 

h(x) = x ~ : für x EP ". {2} nncl h(2) = 6. 

Gegeben ist eine Folge (a,.) durch a 1 = 3 und ak+ l = ak + (4k + 3). Weisen S ie 
die Monotonie d er Folge nach. 'V e isen Sie n ach , da ß die Folge au ch dargestoll t 
werden kann durch b11 = 2n2 + n . '~'e i sen Sie n ach, daß es s ich weder um oino 
arithmetische noch geometrische Folge h a ndeln ka.tm. 
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B. 
6.15. a 1 = 1 a 10 = 38,44 

arit,hmetisch: 38,44 = 1 + 9d 
9d = 37,44 d = 4,16 

9 __ 

geometrisch: 38,44 = 1 . q9 q = j/38,44 = 1,50 

6.16. Beim ersten Angebot handelt es sich um eine arithmetische Folge mit a 1 = 1000 
und d =50. 
Beim zweiten Angebot liegt eine geometrische Folge mit a 1 = 1000 und q = 1, 03 
vor. 

6.17. Die Nennerfunktion N(x) = x 2 - 3x + 2 hat-N;ullstellen an x = 1 und x = 2 
und kann dargestellt werden alfi N(x) = (x- 1)(x- 2). Die Zählerfunktion 
Z(x) = x 3 + 2x2 - x- 2 hat Nullstellen an x = 1, :V= - 1 und x = - 2 und 
kann dargestellt werden als Z(x) = (x + 1) (x- 1) (x + 2). 

' 6.18. Zunächst werden Wertetabellen aufgeste~lt : 

6.19. 

6.20. 

6.21. 

,' ' 
4 

n 1 1. 2. 3. 4. . . . ~~ - 3 · · · - 1 0 .. · 0,5 .. • 1 2 

a,. 12 1~ 1~ 1~ 
2 3 4 

y 
2 3 ... nkhl 1 0 . . .. 3 ... 2 1-

~fl~ 2 

Für alle x E N\ {0} stimmt die Wertetabelle der Funktion mit der der Folge 
überein. Die Folge fällt monoton . . Untere Grenze der Folge ist 1, obere Grenze 2. 

Unstetigkaitau liegen bei beiden Funktionen nur für x = 2 vor. 
1 

/(2) 
0 b t ' t (2) 2 o nicht definiert. = o· un es Imm ; g = 

f(x) ist überall stetig. ,g(x) und h(x) sind an der Stelle x = 2 beide unstetig. Es 
ergibt sich dort formal ein Wert 0: 0. 
Eine weitere Untersuchung an dieser Stelle ist unter Zuhilfenahme der zusätz­
lich definierten Werte g(2) und h(2) erforderlich. 

' 
a) Es muß n~chgewiesen werderi a•+l > a. für allen E N. \ 

b) Es ist zu zeigen, daß (b.) die gleiche Rekursionsformel und das gleiche An­
fangsglied wie (a.) hat. 

c) Es muß an (a,.) oder (b.) nachgewiesen werden, daß an+l - a. und a.+l: a. 
beide nicht unabhängig von: n sind. 

(
., 
.~ 

6.15. arithmetisch : 1 + 38,44 . 10 = 197,2 
S1o = 2 

geometrisch: 1,5
10 

-1 = 113,32 
S1o = 1 ·15 - 1 
' ' 

t Der Wert bei der arithmetisch en Folge ist auch ohne vorherige BcstimnH tn g von 
d berechenbar. 

6.16. aP = 1000 + (n- 1) 50= 950 + 50n (nach n-1 JalU'en) bzw. ' (geome l; t·i ~:~o lt) 
a. = 1000 · 1,03•- I 

.nach arithm. geom. 
Jahren 

nach arithm. gOrll n. 
Jahren --- ---

11 1050 1030 
2 1100 1061 
5 1250 1159 
8 1400 1266 

10 1500 1344 
12 1600 1426 

15 175U Hillll 
20 2000 l80U 
25 2250 20()1) 
30 2500 24:l l) 
35 2750 28 11i 
50 :Moo 4::181) 

6.17. X= 2;Z(2) =!= 0; N(2) = 0 D er Differentialquot ient lautot: 

x·'- 6x3 + x 2 + 12 x- 8 

6.18. 

6.19. 

6.20. 

x = 1;Z(1) = 0; N( 1) = 0 
X=- 1;Z(- 1) = 0; N(- 1) =!= 0 
x '=- 2;Z(- 2) = 0; N ( - 2 ) =!= 0 

/ '(-r) - -
· - (x2 - 3x + 2) 2 

Der Grenzwert der Folg~ ist !im a. = 1. Für die Funktion erg ibt sich d er 0 rou\1,-
n-+co 

:Wert lim f(x ) = 1. Im Gegensatz zur Folge ist hier auch !im /(x ) = 1 bild bar. l)j 
X-+-OO :t;-1'- - oo 

Folge hat keine Nullstelle, die Funktion die N ullstelle xN = - 1. Einen Pol l'indol, 
man für die Funktion: Xp = 0. Kurvenbild d er Fdnktion ist eine Hypo.rbol. Dio 
Asymptoten sind die y-Achse und die Gerade g(x) = 1. 

I 
lim j(x) existiert mit /(2) ·= 4. Die Unstetigkeit von j(x ) ist hcbbar. 
X-+ 2 .. 

Man vergleiche /(1,9) = 3,9 und /(2,1) = 4,1. 
Dagegen ist g(1,9) ~ 0,001 und y(2,1) ~ 1000. 
Hier liegt offenbar eine Spru~gstell e vor. (Vergleichen Sie das Bild anf Soit.o 1 07) . 

Mit Ausnahme des zusätzlich de finierten '''ertes stimmen die Funkt;io tlOil f/(.
1
·) 

und h(x) miteinander überein. Beieie stimmen, wenn x =!= 2, auch mit j(x ) itl jndt\1' 
Weise überein. Als Grenzwert ergibt s ich !im y(x) = !im h(x) = 8, i'dJt 'iun

11
H 

gleich /(2). x-2 :H2 

6.21. a) an+l > a. gilt, wenn 4n + 3 > 0, also n > - 0,75 

b) b•+l - bn = 2(n + 1)2 + n + 1 - 2n2 
- n = 4n + 3 = a"+I - rr" 1111 (! 

bl = 2 + 1 = 3 
c) an+l - a. = 4n + 3 = h(n) 

an+I : a. = (2n2 + 5n + 3): (2n2 + n) = k(n) 

Der Quotient hat den Grenzwert 1. 

Ho 



ll 
H, j H, 

6.16. 

I 1111 H ttll \n1 il der ersten zehn Glieder unterscheidet sich wesentlich, je nachdem es 
~t i o l! 111n oine ar ithmetische (197,2) oder eine geometrische (113,32) Folge/R eihe 
lmndolt . Zum Vergleich einige Glieder: · 

2. 

tw ithm . 5,16 
geom. 1,5 

5. 

17,64 
5,06 

8. 

30,12 ' 
17,08 

10. 

38,44 
38,44 

B is zu 33 Jahren Laufzeit ist das erste Angebot günstiger. Bei etwa 17 J ahren 
ist der Unterschied am größten. Bei 33 J ahren unterscheiden sich beide Angebote 
im aufgelaufenen K apital nur um 3,- M; a) 2650, - M, b) 2653,- M. Bere its 
nach 50 J ahren ist Vorschl ag b) um 25% überlegen. Die vergleichende B eziehung 
10000 · 1,03"- 1 = 950 + 50n ist nur graphisch oder durch systematisches Pro­
bieren zu lösen. 

6.17. Es liegt überall außer x = 1 und x = 2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit vor . 
An x = 2liegt eüi Pol. An x = 1liegt eine hebbare Unst etigkeit. Dort müßte der 
Funktionswert lim f(x) = /(1) = - 6 zusätzlich definiert werden. Die Differen-

x-+ 1 
zierbarkeit könnte durch /'(1) = - 11 zusätzlich gewährleistet werden. 

6.18. Jede Folge ist eine Funktion, der Definitionsbereich der Funktion is t abe~· größer. 
Der Pol bei x = 0 t ritt bei der Folge wegen 0 EE N \ {0} nicht in Erscheinung. Der 
Grenzwert für n bzw. x nach oo ist der gleiche, nämlich 1. Obere und untere 
Grenze existieren bei der Funktion n icht, wohl aber bei der F olge. 

6.19. Zur Untersuchung der Unstetigkeit ist das Verhalten in der N ähe von x = 2 zu 
überprüfen: 

/(1 ,9) = 3,9; /(2,1) = 4,1; aber g(1,9) ~ 0,001; g(2,1) ~ 1000. Die Unst etigkeit 
an x = 2 ist bei f( x ) heb bar, bei g(x ) liegt dort ein Pol vor. 

6.20. In allen Punkten außer x = 2 stimmi:m. die drei Funktionen überein . Die Stetig­
keit an x = 2 wäre noch gegeben, wenn 
a ) g(2) = 8 bzw. h(2) = 6 definiert ist , 

b ) lim g(x ) = 8 bzw. lim h(x) = 8 existiert und 
X -+2 X-+2 ) 

c) der definierte W ert mit dem Grenzwert übereinstimmt. D as ist be i g(x ) der 
Fall, nicht aber bei h(x ). 

6.21. Die durch R ekursionsformel gegebene Folge (an) stimmt mit der a nalytisch-inde­
pendent gegebenen (bn) total überein. Die Folge ist (s treng ) monoton st eigend. 
Es liegt weder eine arithmetische noch geom. F olge vor. Die Entwicklung liegt 
"zwischen beiden " bei wachsenden absoluten und fallenden relati ven Zunahmen. 

Funktionsuntersuchungen, Kurvendislmssion 

1) 11rch eine "Kurvendiskussion" (besser : Funkt ionsunt ersuchung) werden alle " ·esent­
lluhen Eigensch aften der betreffenden Funkt ion f bzw. ihres B ildes erfa ßt. E s besteh t 
die Möglichkeit, ein vollst ändiges "Bild" der Funkt ion im Definitionsbereich zu erhal­
l,on, indem man den Definitionsbereich, die Pole, :die Nullstellcn, 1lie y-Werte der 
HchnittJmnkte mit der y-Achse, die Anstiege in diesen Punkten, die loliitlen l~xh·ema 
uml 11ie Wende1mnkte sowie das Verhalten im Unendlichen unt ersuch t . Oft wird aber 
nur das Erkennen eines Teils dieser E igenscha.ften für die ~~·e it eren U ntersuchungen 
benötigt. Für den Anfänger empfiehlt sich dagegen immer, eine yoJlst änd ige Kurven­
diskussion durchzuführen: 

Eigenscha ften e ines beliebigen Kur venpunktes 

Kurven - Funktions- (Kehrwert Abszisse Ordinate Anstieg K rü m mung 
oigenscha ft markmal des tmup 

Funktions-
wertes) 

lnkl !X I !f(x·) I (r<,·l I ) n ' ) I )!"' (x) J 

Unstetigkeiten Unstetig- I= < ~'l Bei ganzrationalen F unkt ione n ke-ine l )ole 
und Pole ke its- und 1-+ x· ul 

P olst ellen [xu] - - - -

Schnittpunkt 

I= o ( I / (O) I Anstieg - -
mit d er - - d ort / '( 0) 
y -Achse 

Schnitt- Nullstellen 

\= II I 
Ansti eg 

punkt(e ) - j (x ) = 0 d ort - -
mit d er -7 X.v f' (:c.d 
x-Achse 

Extrempunkte Extrem- - j'(x ) = 0 /(x.) J = <~ I ._; H ~ I a :-. . -
ste llen -+-XI! = Olw iu 

Naeh 
W C i:$ 

> O l\l i ll . 

W endepunkte W ende. - / " (x) = 0 / (x ,.) Wende- \= H I :Existen z 1 

stellen -+Xw t angen ten - wenn 
anstieg 9= 0 
j'( x ., ) 

1 ) Praktische Handhabung be i gebrochenrationalen Funktionen . 
Es sind die Ste llen zu suchen , wo ke in end licher G renzwert exis t ier t . 
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f(x) 

'/'(x) 

f"lx} 

Algorithmus der 
Funktionsuntersuchung 
f (Kurvendiskussion) , 

I / l erva ll 
Definitionsbereich /")! ~le/ 

Unst.etigkeiten FÄc\<~ 17 
Asyrntftot~n 

~--------~ II~~~~ 

Nullstellen 

Es empfiehlt sich, zu Beginn der Untersuchung die 1., 
2. und 3. Ableitung der Funktion bereitzustellen. Die 
Untersuchung auf etwaige Unstetigkeiten (nicht bei 
ganzrationalenFunktionen) ist sofort vorzunehmen, 
um gegebenenfalls die Darstellung der Funktion 
vereinfachen zu können. 

188 

Beispiel: Kurvendiskussion der ganzrationalen Funktion 

'y = f(x) = 0,04 x 4 - x 2 + 0,96 

Ableitungen: y' 1 = l'(x) = 0,16x3 - 2x 
y" = l"(x) = 0,48x2 - 2 
y'" = l'"(x ) = 0,96x 

Schnittpunkte mit den Achsen 

Sz: y = 0 0,04x4 · - x 2 + 0,96= 0 
0,04z2 - z + 0,96= 0 
1 24 

- z2 
- z + - = 0 

25 25 
z2 - 25z + 24 = 0 

z
1 2 

= 25 ±J/ 625 _ 96 
' 2 . 4 4 
~ 25 ± 23 

2 2 
z1 = x 2 = 24 z2 = x 2 = 1 
X1 = y 24; x2 = - y 24; x3 = 1 ; x ,

1 
= - 1 

Bz~(4,899;0); Sz2 (- 4,899;0); Sz3 (1;0); Sx
4
(-1; 0) 

Sv: X= 0; /(0) = 0,96; Sv(O; 0,96) 

Lokale Extrempunkte 

y' = 0 0,16x3 - 2x = 0 
x(O,i.6x2 - 2) = 0 

2 25 
X= -

2 

Xe1 = 0 
5 -

XE2 = - }"2 
2 

5 , j -
XEs = - 2 r2 

y" =I= 0 I" (0) = - 2 < 0 => Max. 

I" ( ~ y2) = 4 > 0 => Min. 

1"(- ~ y2) = 4 > 0 => Min. 

H(O ;0,96); T 1(3,54; 'i 5,29); T2(- 3,54; - 5,29) 

Wendepunkte 

y" = 0 0,48 x2 - 2 = 0 
50 

x2 = 12 

y'" =I= 0 I"' ( ~ y6) =I= 0 

5 -
Xw1 = - }"6 

6 
-5 -

Xw2 = ß }/ 6 

, 1"'(~5 v6) =1= o 
WI(2,041; - 2,51); W2 (- 2,041; - 2,51) 

Anstiegswinkel in den Wendepunkten 

/'(2,041) =- 2,72 = tanaw1 ; aw1 = 110,19° 
I'(- 2,041) = 2,72 = tanaw2 ; a1v2 = 69,81 ° 

x 2 = z substituieren 



Vol'hl~l t;on. im Unondliohon 

Jir n v - tim (0,04x'1 - x2 + 0,96) 
· ~ ·±"" m~• :l:"" 

.... l irn (o.04 -· \ + 0•
9
,
6
) · lim x' 

W-t.±oo X X x-±cc 
..., 0,04 . lim x 4 = ± = 

x- ±oo 

Bild der Funktion y 

Y= 0,04 x"-x2 +0,96 

Sy=H 

Sxz sx1 

X 

T1 

Beispiel: Kurvendiskussion der gebrochenrationalen Funktion 

Z(x) x 2 -4 N(x) =2x2 - 2 = 0 
Y=i(x) = -- = ~-co-N(x) 2x2 -2 x1 = +1;x2 = -1Pole 

Ableitungen 

D efinitionsbere ich : 
xEP"-._{-1;+1} 

' - f'( ·) _ 2x (2x2-2) -(x2-4)4x _ ~ 
Y - x - (2x 2-2)2 - (2x 2-2) 2 

12 (2x 2-2)2 -12x · 2 (2x 2- 2)14x I 
y"=f"(x) = . (2x2-2)4 f 

72
x

2 
+ 

24 
Kettenregel peachten 

~ (2x 2-2)3 

144x (2x 2-2)3 - (72x2+ 24) 3 (2x2-2)2~ 
y"' = f"'(x) = (2x 2 -2)6 1' 

576x3 +576x 
(2x2-2)4 

Kettenregel beachten 

/ 

90 
I 

~~-( 

Schnittpunkte mit den Achsen 
Sx: Z(x0 ) = x 2 -4 = 0 x 2 = 4 

x2 = - 2 x 1 = 2 
N(x0) = 2x2 - 2 .;i= 0 
N(-2)=6-2=!=0 

N(2) = G - 2 =i= 0 
8,.1(2; 0), 8,.2(- 2; 0) 

x~-4 - -4 = 2 
S : x8 = 0, Ys = 2 2 _ 2 - -2 V X

8 

Ex~trempunkte 

s. (0;2) 

, /'( 12xe 0 y = Xe)=----= 
(2x~- 2) 2 

Xe=O Y E= f(xEJ = 2 

und N(O) = 4 =f= 0 
y" = f"(O) = 3 > 0 (Min.) T(O; 2) 

"\Vendepunkte keine, denn f"(x) = 0 ohne reelle Lösungen. 
Asymptotengleichung N ebenrechnung 

Z(x) x 2 -4 
y =N(x ) = 2x 2 - 2 

1 -3 
(x2-4) :(2x2-2) =2 + 2x~ -- 2 

- (x2 - 1) 

-3 

1 -3 
y = g(x) + r(x) =2 + 2x2 -2 

1 I . y = g(x) = 2 (Asymptoteng eiChung) 

Bild der Funk/Ion 
x 2 - 4 

y = 2x 2 -2 

y 

X 

\ll 

1 1 1~----



7.1. Untersuchen Sie den Verlauf des Bildes der Funktion 

y = f(x) = x3 - 2. 

7.2. Untersuchen Sie die Eigenschaften der gebrochenration11len Funktion 

y = f(x) = 
3
x

2

.-
9
3 

, und 'skizzieren Sie den Verlauf ihres Bildes. 
x--

A 

7.3. Die Funktion f(x) = x3 + x2 + axmit a > 0 soll einen Horizontalwendepunkt 
haben. Bestimmen Sie den Anstieg der Funktion in ihrer größten Nullstelle. 

7.4. Charakterisieren Sie die Eigenschaften des Bildes d er Funktion 

x 3 -8 
y=f(x) =--. 

X 

7.5. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion 

x 2 -4 
y = f(x) = xz + 4' 

und beschreiben Sie den Verlauf ihres Bildes. 

7.6. Führen Sie eine Kurvendiskussion zur gebrochenrationalen Funktion 

t 
_..- 8 = 8(t) = (2 + 4 

durch. 

0:1 

l 
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7.1. J•~s .l i og ~ oine ganz1·ationale Funktion 3. Grades voi: . 

/ ' (x ) = 3x2 f"(x) ~ 6x /'11 (x ) = 6 

/(0) =- 2 
f(x ) = 0 führt zu x 3 = 2; XN = 1,26. 

7.2. Es liegt eine gebrochenrationale Funktion vor. 

N (x) = 3x2 - 3 = 3 (x2 - 1). 

Durch N(x) = 0 erhält man Polstellen für x = ± 1 

1 4Sx 16x 11 -432x 2 - 144 
I (x ) = (3x2-3j2 = 3 (x2-i)2 I (x) = (3x2- 3)3 

Dritte Ableitung nicht erforderlich, /(0) = 3. · 

7 .3. Es liegt eine ganzrationale Funktion dritten Grades vor . 

f'(x) = 3x2 + 2x + a f"(x ) = 6x + 2 

f '" (x) = 6 /(0) = 0 
f(x ) = 0 führt zu x 3 + X 2 + ax = 0. xN1 = 0; XN 2,3 = - 0,5 ± 0,5 }"1 - 4a . 

7.4. An der Stelle x = 0 erkennt man sofort einen Pol. Nullstelle wird dmch 
Z(x ) = 0; x 3 = 8; x N = 2 gefunden. 

l'( x ) = 2xa + 8 
x2 ; 111( ) _ - 16x + 2x4 d . ! 11( ) _ - 16 + 2x3 

x _ x 4 o er x - x 3 • 

7.5. Z(x) = 0 führt zu x 2 = 4; xN1 2 = ± 2. 
N(x) = 0 führt zu x 2 = - 4 ohne reelle Lösungen, also keine Pole . /(0) = - 1. 

7.6. 

16x 
f'( x ) = (x2 + 4) 2 

~~~·(x) = -4Sx2+64 
(x2 +4)a 

f'11( x ) 
192x3 - 768x 

(x 2 + 4)4 

Da die N ennerfunktion den W ert 0 nicht annehmen kann, li egen k eine Pole vor . 
Einzige Nullstelle ist tN = 0. s(O) = 0. 

-t2 +4 II 2t 3 - 24t 
s'(t)=(t2+ 4)2 ; s (t) =(t"2+ 4)3 ; 

s 111( t) 
-6t4 + 96t 2 -96 

(t2+4)4 

7.1. f'( x ) = 0 führt zu 3x2 = 0, a lso x = 0. 

/"(0) = 0, also k ein echtes E xtremum. 

f"(x) = 0 führt zu 6x = 0, X w = 0. 

/"'(O)·ungleich 0, /(0) = - 2, /'(0) = 0, also HorizontnhYendepunkt. 

7.2. f'(x ) = 0 führt zu 48x = 0, x = 0. 
-14!" 

/"(0) = _ 27 = 16/3 > 0 ; Minimum. 

, f"(x ) = 0 führt zu 432x2 = - 144 ohne reelle L ösungen. 

7.3. f'( x ) = 0 führt zu 3x2 + 2x + ct = 0, 

1 yr=3a 
X= - 3± 3 . 

/ " (x ) = 0 führt zu 6x = - 2, x = - 1/ 3. 

/'
11

( - i-)=6 =f= O 

I' ( - i) = - -} + a soll gle ich 0 se in , 

a lso a = 1/3 , /(- 1/3 ) = - 1/27. 

7.4. f'(x ) = 0 führt zu x 3 = - 4; x = - 1,59. 

f"(x ) = 0 li efert 

W endepunkt für Xw= 2. 

7.5. f'(x ) = 0 führt zu x = 0 (y = - 1), l\Iinimum. 
' 2 -

f"(x) = 0 führt ZU X = ± 3 y'3 

I ( + ~ y3) = - 0,5 

I (- { y3) = - 0,5 aus Symmetri egründen . 

7.6. s'(t) = 0 führt zu t = ± 2 

s"(te) = ± 1/ 16 
1 

s(te) = ± 4 

s"(t) = 0 führt zu tw 1 = 0 und t 2 = 12,, also 

tw2 = + 3,46; tw 3 = ~ 3,46 . 

c 
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7 .1. Das Bild der Funktion ist ständig steigend. Im Punkt (0; - 2) liegt ein Horizon­

talwendepunkt. Der Schnittpunkt mit der x-Achse hat die Koordinaten ( 1,26; 0 ). 
Es handelt sich um das 2 Einheiten nach unten verschobene Bild der allgemeinen 
kubischen NormalparabeL 

7.2. Es liegen zwei Polstellen Xp = ± 1 vor, ferner zwei Nullstellen xN = ± 3. Die 
y-Achse wird vom Bild in (0; 3) geschnitten. Dort liegt ein Minimum. Eine Asym-

ptote ergibtsich durch (x2
- 9): (3x2 - 3) = · ~ + (

3
; ~ 3) 

Asymptotengleichung: y · = ! (Bild: siehe S. 107). 

7.3. Die Forderung nach dem Horizontalwendepunkt verlangt a = 1/3. Dann be-
. ( 1 1 

findet. sich im Punkt -3 ; - 27) ein Horizontalwendepunkt, was m an auch 

an der Doppellösung der quadratischen Gleichung für v ermutet e Extremstellen 
erkennt. E xtrema liegen nicht vor. Die Kurve verläuft durch den Ursprung. 

I I 

7.4. Polstelle xp = 0. Die Kurve nähert sich asymptotisch dem Bild der Funktion 
y = x2 (Asymptotengleichung). Ein Minimum liegt im Punkt (- 1,59; 7,55). 
Der Wendepunkt liegt auf der x-Achse (2; 0). 
(Bild: siehe S. 107.) 

7.5. Das Bild der Funktion hat als obere Begrenzungsgerade die Asymptote y = 1. 
Schnittpunktemitderx-Achseliegen bei x = ± 2, die y-Achse wird im Minimum 
(0;- 1) geschnitten. Wendestellen liegen bei x = ± 1,155; Yw = 0,5. Die 
Kurve ist symmetrisch zur y-Achse (Bild: siehe S. 107). 

7.6. Das Bild der Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung. Es steigt nicht 
1 . . 

96 

über den Maximalwert4 und sinktnichtunter das Minimum (----' 2; - 0,25).Ein 

Wendepunkt ist der Ursprung. Zwei weitere Wendepunkte existieren für x = 
= ± 3,46. Die Kurve nähert sich beidseitig der t-Achse (Bild aufS. 107). 

\ 

7. 7. Diskutieren Sie den Verlauf des Bildes der Funktion 

f(x) = 0,75 x' + x3 - 3x2 + 1,25. 

7.8. Eine gebrochenrationale Funktion ist gegeben durch 

24x 
y = f(x) = (x + 3)2. 

Untersuchen Sie den Verlauf des Bildes dieser Funktion. 

ax 
*7.9. · Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion y = f(x ) = (bx +cf2 . 

a, b, cE P; 
b und c nicht beide gleich 0, a =I= 0. 

7.10. Geg~ben ist die trigonometrische Ftmktion y = f( x ) = s inx + cosx 
im Intervall 0 ~ x ~ 27t. 

Untersuchen Sie ihre Eigenschaften. 

7.11. Ein technisch-physikalischer Vorgang wird durch die Funktion (t ~ 0) 

y = f(t) = e- 0•11 cos t 
beschrieben. 

Untersuchen Sie die Eigenschaften des Verlaufs des Bildes dieser Funktion. 

- 1 
7.12. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion y = f(x ) = yx + ,

1
- = 

= x 0·6 + x-o.G für x > 0. rx 

7 Koch. Anleitung 

" 
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7.7. /(0) 1,25 /' (x) = 3x3 + 3x2 - 6x 

f"(x ) = 9x2 + 6x - 6 
f '" (x ) = 18x + 6 · 

Lösungen von f(x ) = 0: x 1 = 1 (durch Probieren), 
bonfalls x2 = 1; x3 = - 0,61; x 4 = - 2,72. 

\ 
3-x 

7.8 • . /'( x) = 24 (x + -·- / "( 48 x-6 
x) = (x +3)~ , 

7.9. 

9-x 
. f"'(x) = 144 (x + 3)5 

c-bx 
/'(x) = a (c + bx)a. 

3c-bx 
f'"(x) = 6ab2 (c+ bx)5 

I 

/(0) =0 
Nullstelle x 11 = 0 
Polbeix= -3 

111 ) _ 2 b bx - 2c (x- a ..... 

' /(0)=0 
Nullstelle x11 = 0 

Pol bei x= - ~ 

7.10. f'(x) = cosx - sinx 

f"(x) = - sinx - cosx 
f'"(x) = - cosx + sinx 

/(0) = 1 f(x) = 0 ::> sinx + cosx = 0 (dividiert durch cosx) 
tanx = - 1 (cosx =1= 0) (s. Abschn. 5.) 

führt zu den Nullstellen x 111 = 0,75n (135°) und x 112 = 1,75 n (315°) 
im angegebenen Intervall. 

7.11. f'(t) = - e-o.u (0,1 cos t + sint) 

f"(t) = e-0 •11 (- 0,99 cos t + 0,2 sin t) 
f'"(t) = e- o.H (0,299 cos t + 0,97 sin t) , 

f(t) = 0 an allen Stellen, wo cost = 0 

/(0) = 1 

7.12. /'(x) = 0,5x-L5 - 0,5x-1.5 

/"(x): =- 0,25x-L5 + 0,75x-2 ·5 

f'"(x) = 0,375x-2 •5 - 1,875x-3 • 5 
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/(0) nicht definiert [j(x) nur definiert für x > 0] 

f(x) = 0 nicht reell lösbar. 

c 
7.7. j 1(X) = 0 ::> XEl = 0 

/(0) = 1,25 
XE2 = 1 XEa = -2 

/(1) = 0 /(- 2) = - 6,75 
Max., weil /"(0) < 0. Min., weil /"(1) > 0. Min. , weil/"(- 2) > 0. 

f"( x ) = 0 ::> xw1 = 0,55; ~:w2 = - 1 ,22. 

7.8. f'(x ) = 0 => xE = 3; YE = 2; f"(B) = - 1/9; Ma.x. 
f"(x) = 0 ::> ~:w = 6; /(6) = 16/ 9 

7 .!I. 

/'(6) = - 8/ 81 

c I' (x) = 0 => x,~ = -b- ; 

2c 
/"( x) = 0 => :c 1v =-~ - b · ; 

lt 
f'(xw) =- 27c2 

(t 

Ye = 4bc 

2a 
Yw =Übe 

Mn:x.,woilf"(~) <O 

7.10. f'(x) = 0 ::> sinx = cosx ~1;El = 0,25 7': ('!5°) 
XE 2 = 1,25 7': (225°) => tanx = 1 

f"(xEl) < 0 Max. YEl = y2 
f"(xE 2 ) > 0 Min. YE 2 = - y2 
f"(x) = 0 ::> sinx = - cosx => t anx = - 1. 

Die Nullstellen sind also gleichzeitig W endestell en. 

7.11. Der erste F aktor kann wegen e• =I= 0 fiir endliche z nicht gleich Null werden, 
deshalb keine weiteren Nullstellen. 

Extrema: 

f'(t) = 0 0,1 cost = -sirrt 

t = (174,29°) !"::! 3,04 

Minimum bei t = 3,04 + 2 kn 

Maximum dagegen für 6,18 + 27m 

unter Berücksichtigung der P eriodizität. 

Aus f"(t) = 0 ergibt sich 0,99 cost = '0,2 sirrt mit Lösungen für 
(78,6°) 1,371 + Tm. 

7,12, f'(x) = 0 führt ZU X= xyx XE= 1 

7• 

/"(1) = 0,5 > 0 Minimum 
/(1) = 2 

f"(x) = 0 führt zu x = 3 
4 -

/(3) = -f Jl3. 

I) I) 
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7.7. 

7.8. 

7.9. 

7.10. 

Das Bild der Funktion f(x} schneidet die y-Achse bei 1,25. Nullstellen liegen bei 
1 (doppelt), - 0,61 und - 2,72. In der Doppelnullstelle liegt eine Extremstelle 
(Minimum). Ein Maximum liegt bei x = 0, ein Minimum bei x = - 2. Wende­
punkte existieren für x = 0,55 und x = - 1,22 (Bilds. S. 107). 

Die zugehörige Kurve besteht aus zwei Teilen, die durch den Pol bei x = - 3 
getrennt sind. Die Kurve geht durch den Ursprung, hat bei x = 3 ein 'Maximum 
und bei x = 6 einen Wendepunkt. Für x nach ± oo nähert sich die Kurve der 
x-Achse (Bilds. S. 107). 

Es liegen qualitativ dieselben Erscheinungen wie bei der Funktion Aufgabe 7 .8. 

vor. 

Es entsteht eine Überlagerung zweier sinusartiger Kurven. Schnittpunkt mit 
der y-Achse (0; 1). Schnittpunkte mit der x-Achse bei 0,75 1t und 1,75 1t, das 
sind gleichzeitig Wendepunkte. Extrema liegen bei (0,257t; y2) und (1,257t; 

- y2) (Bilds. S. 107). 

7.11. Die cos-Kurve liegt innerhalb der durch das Exponentialgesetz gegebenen Be-

grenzung. · 
Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind die gleichen wie _bei der cos-Funktion. 
Extrema liegen bei 3,04 und 6,18 + 2 k1t (Bilds. S. 107). 

7.12. Ein Schnitt mit der x-Achse liegt nicht vor. Die Kurve hat bei x = 1, y = 2 ein 
Minimum und an der Stelle x = 3 einen Wendepunkt (Bilds. S. 107). 

I 
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8. Schnittprobleme - Metholle der unbestimmten l{oeffizienten 

I Zu untersuchen sind die Verhältnisse beim Schnitt"zweier Iünven miteinander. An 
diesen Stellen müssen die Ordinaten beider Kurven, die Funktionswerte, und damit 
die Wertepaare beider Funktionen übereinstimmen. S = K 1 n E 2•1}. Zu diesem 
Zwecke wird gleichgesetzt: 
f(x) = g(x). Das führt zu einer Gleichung, deren Lösung(en) die x-Koordinate(n) 
des Schnitts liefert.2) 

Gilt außerdem /'(x8 ) = g'(x8 }, so liegt eine Berührung vor, was man oft auch an der 
"Doppellösung" der obigen Gleichung erkennen kann. (f'(x1) = g'(x1 ) allein sagt 
nur etwas aus über die Parallelität der Tangenten.] Der Sclmittwinkel der beiden 
Kurven ist definiert als Winkel zwischen den Tangenten an die beiden Kurven im 
Schnittpunkt. Er kann berechnet werden nach Bestimmung der Anstiege f'(x8 ) und 
g'(x8 ) nach der Formel: 

f' (xs)- g' (xs) 
tan rp = 1 + f' (xs) · g' (xs) 

II Oft ist in der Praxis zwar der Charakter (Typ) der Funktion oder Kurve bekannt., 
gesucht sind aber die Koeffizienten innerhalb der Knrvengleiclnmg. Dazu sind nur 
die Koordinaten einiger Kurvenpunkte gegeben. 
In diesem Falle setzt man die Funktionsgleichung allgemein mit unbestimmten 
Koeffizienten der Glieder an und findet fiir jeden Punkt, der gegeben ist, eine Glei­
chung. Alle diese Gleichungen bilden ein System, das nach tlmt unbestimmten (un­
bekannten) J{oeffizienten aufzulösen ist.3 ) 

Musterbeispiel zur Seltnittpunktuntersuehung: 

A Gegeben sind die Funktionen 

y ~ f(x) ~ 2x' + 6x' + 6x + 2 x E P I 
y = g(x) = 3(x + 1)2 - 1 x E P 

Berechnen Sie die Koordinaten der gemeinsamen Punkte beider zugehöriger 
Kurven, und bestimmen Sie den SchnittwinkeL 

B Ausf(x) = g(x)ergibtsich2x3 =- 3x2 mitdenLösungenx1 = x2 = 0;/(0) = 2; 
x3 = - 1,5; /(- 1,5} = - 0,25. Die Doppellösung x1 = a:2 läßt eine Berührung 
vermuten. 

C f'(x) = 6x2 + 12x + 6; g'(x) = 6x + 6. 
Esfolgt/'(0) = 6; g'(O) = 6; /'(-1,5) = 1,5; g'(-1.,5) = - 3.DieG!eichung 
f'(x) = g'(x) liefert x1 = 0 und x 4 = - 1. 

1) Exakt bedeutet hier S = K 1 n K 2 : 

{(xs; Ys)} = {(x; y) I y = f(x)} n {(x; y) I y = g(x)} 
2) Grundsätzlich werden die beiden Kurvengleichungen zu einem Gleichungssyst em 
zusammengefaßt. Dieses Gleichungssystem muß dann gelöst wenlen. I-Ti er wird das 
dabei am häufigsten verwendete Verfahren angefülll't. 
3

) In der Statistik gibt es übrigens auch Methoden, nach denen die ungefäh:ren K oeffi­
zienten ermittelt werden können, wenn mehr als genügend viele Punkte bzw. Werte­
paare gegeben sind. Auf diese Methoden wird hier nicht eingegangen. 
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A, 
I 

B 

c 

D 

])io Sclmittwinkel betragen 0° bei x = 0- ohne Verwendung der Formel- (Be­
l'i'lln·ung) \rnd (nach der Formel) 127,9° bei x = - 1,5. Bei x = - !laufen die 
'J.'rmgenten der Kurven parallel! Skizzieren Sie jetzt selbst die von beiden Kurven 
eingeschlossene "nierenförmige" Fläche (vgl. das Bild aufS. 107 r echts unten). 

Jl1nsterbeispiel für die Anwendung der l\'letllOde tler unbestimmten J{oj)Hizieuten: 

Eine Parabel (mit der Symmetrieachse parallel zur y-Achse) verläuft durch die 

P unkte 

[Pi<- 2;- 1); P 2(2; 3) und P 3(4; 2) -~ 

Ansatz einer quadratischen Funktion: 

f(x) = A x~ -\- Bx + 0 
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1\ 
Pz 
Ps 

4A-2B-\-0=-1. 
4A-!-2B-!-0 = 3 

16 A-\- 4 B-\- 0 = ,2. 

Lösung dieses Gleichungssystems für A, Bund 0: 

A = - 0,25 B = 1 0 = 2. 

Die zugehörige Funktion lautet: 

f(x) = - 0,25 x 2 -1- x -1- 2. 
Die P arabel ist relativ flach, nach unten geöffnet, schneidet die y-Achse· im 
Punkt P 

4 
(0; 2) und hat den Scheitelpunkt im P unkt P 2• 

Es liegen 2 Nullstellen der Funktion (zwei Schnittpunkte der Kurve mit der 
x-Achse) vor, die durch f( x ) = 0, also dmch - 0,25 x 2 + x = - 2 zu find en 
sind: PN

1 
(- 1,464; (O und PN2 (5,464;'0). 

\ 

A 
8.1.. Die Bilder der Funlüion en j(x ) = x 2 und g(x) = jlx sclmeiden sich im Intervall 

[0; 1] genau zweimal. Untersuchen Sie die .Schnittwinkel. vVo laufen die Tan­
genten beider Kurven parallel? 

8.2. Die durch die Gleichungen x 2 + y2 = 25 und (x - 2)2 + y 2 = 65 gegebenen 
Kreise sind bezüglich ihrer gegenseitigen Lage zn untersuchen. 

8.3. Bestimmen Sie die Winkel, unter clonen sich die Kreise mit den Gleichungen 
x 2 + y 2 = 100 und (x - 14)2 + (y - 2)2 = 100 sclmoiden. 

8.4. Unter welchen 'Vinkeln schne iden sich die Parabel mit der Gleichung 
f(x) = 0,1x 2 - 2x + 1,5 nnd di e Gcmdo mit der Gleichung g(~; ) = - ~; - 1? 

8.5. Die Kurve einer Exponentialfunktion nach dem Gesetz f(x ) = eAz gehe durch 
den Punkt mit den Koordinaten P (4; 7,39). Untersuchen Sie den Tangenten­
anstieg in diesem Punkt. 

8.6. Gegeben ist eine Funktion durch die Gleichung 

y = f(x) = ax 3 + cx + cl (x,a,c,cl reell). 

Das Bild der Funktion schneidet die y-Achse im P unkt 1'\ (0; 4). Die Kurve hat 
in diesem P unkt P 1 den Anstieg m1 = - 3. Der Punkt PE (1; YE) ist Extremum. 
Bestimmen Sie die Koeffizienten a, c und cl. 

* 8.7. Gegeben sind Funktionen durch eine Gleichung der Form y = f(x ) = ax 2 + 
+ bx+ c (x,a,b,c reell) c > 0. ' 
Die erste Ableitung einer Funktion dieser F orm lautet, y' = f'(x ) = 6x + 2. Die 
vom Bild del) Ftmktion, der y-Achse nnd der Gentden m it der Gleichung x = 2 
sowie der x-Achse eingeschlossene Fläche h at den Flächeninhalt 16 FE. Wie 
lautet die Funktion? 

8.8. Gegeben sind zwei Geraden. 
Erste Gerade: läuft durch die Punkte P 1 (1; 1) nnd l 'd10; 11). 
Zweite Gerade: läuft durch P 3 (4;4) und hat den. · Anstieg tanß = 1,05. 
Wo und unter welchem ' Vinkel schneiden sie einander? 

I . 
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H. l . M'ml HLollt rwnlichst d ie Schnittpunkte fest: 

/(m) - a(rv) - >- x2 = yx--?. x' = x 

8.2. 

wl - 0; x2 = 1; /(0)=0; /(1)=1 
/'(x) = 2x; g'(x) = 0,5 x-o.s. 

Heide Kreisgleichungen werden gleichgesetzt oder in einem Gleichungssystem 
zusammengefaßt . . 

x2 + y 2 = 25 
(x - 2)2 + y 2 = 65 
(x - 2)2 - x 2 = 40 

y2 = 25- x 2 

y 2 = 65 - (x - 2)2 

25 - x 2 = 65 - (x - 2)2 

8.8. Schnittpunktbestimmung: x 2 + y2 = 100 

8.4. 

x 2 - 28x + 196 + y 2 - 4y + 4 = 100 

y = - 7x + 50 wird in die erste Kreisgleichung (bequemer!) eingesetzt: 

x 2 + 2500- 700x + 49x2 = 100 => x2 - 14x = - 48 

Man bestimmt zunächst die x-Werte der Schnittpunkte 

0,1x2 - 2x + 1,5 = - x - 1 => x2 
- 10x = - 25 

x1 = x2 = 5 (Doppellösung, 'also kann Berührung vermutet werden). 

8.5~ Man setzt nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten an: 

/(4) = 7,39 -+ 7,39 = e«A 

-+In 7,39 = 4A = 2,0001 => A = 0,5. 

8.6. Aus P 1 folgt f!Ofort d = 4. 

Man bildet f'(x) = 3ax2 + c f"(x) = 6ax 

f'(O) soll gleich - 3 sein, also: c = - 3. 

8.7. /(x) = ax2 + bx + c 
f'(x) = 2ax + b = 6x + 2 
Also b = 2 und 6 = 2a, => a = 3. 

8.8. g1 : y = m1x + n1 P 1 : 1 = m1 + n 1 
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· P 2 : 11 = 10m1 + n1 

n 1 = 0,1 m 1 = 0,9 

g2 : m2 = 1,05, also y = 1,05x + n2 

P 3 : 4 = 4,20 + n 2 

g1: y = 0,9x + 0,1 g2: y = 1,05x- 0,20 ] 

c 
8.1. /'(0) = 0 /'(1) = 2 

g'(O) nicht definiert, Tangente ist y-Achse . 
g'(i) = 0,5; j'(x) = g'(x) => 2x = 0,5x- 0·5; :t: =1= 0 

• 1 1 
4x- = 4x => x 3 = T6 => x = 0,3959. 

8.2. 
x = - 9 (Parallele zur y-Achse). Daraus kann noch nicht geschlossen werden, 
daß die Kreise einander schneiden. Vielmehr ist y~ = 25 - 81 = - 56 ohne 
Lösungen. 

8.3. 
x 1 = G; x 2 = 8. B estimmung der y-"\Verte erfolg t zweckmä ßiger\\·eise mittels 
der Schnittgeradengleichung: 

YI=8; Y= Y100-x 2 ; X 
I - - --=-------:-

y - j/100 - x · 

Y2 = -6; Y = 2+ Y- x 2 +28x - 96; y' = .. _ ~ X + 14 
~---- .. · l - :v·~- -1-.: 2Sx 9G · 

8.4. j'(x ) = 0,2x - 2 /'(5) = - 1 

g'(x) = - 1 g'(5) = - 1 

-Im gem einsamen Punkt existiert eine gem einsam e Tangente. 

8.5. f(x) = eo.sx f'(x) = 0,5 e o.sx (Ti:cttcmcg·cl !Jcac·htcn!) 

8.6. f(x) = ax 3 - 3x + 4 

f'(x ) = 3ctx2 
- 3 gleich :\'ull gesetzt: 

• 1 x- = ­
a 

D as liefert nur dann eine Lösung x
1 

= 1, wenn a = 1. 

8.7. 
j(x) = 3x

2 + 2x + c. (Wegen c > 0 liegt im Inten ·all [0; 2] keine Nullstelle !) 
2 

8.8. 

J (3x
2 + 2x + c) dx = [x 3 + x 2 + cx]g 

0 

= 8+4 + 2c = 16 

C= 2 

Schnittpunktbestimmung 

y = 0,9 X+ 0,1 
y = 1,05x - 0,2 

x 8 = 2; Ys = 1,9; m 1 = 0,9; m
2 

= 1,05. 

8 ~och, Anleitung 
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. I. Do1· Schnittwinkel im Punkt 0 (0; 0) ist 90°. (Die Tangentenrichtungen sind 
1 

2- -
Zllgrunde zulegen!) llnPunkte P (1; 1) ergibtsich tantp = 

2
1 

= 0,75; 
IP = 36,87 °. 1 + 2. 2 
An der Stelle x = 0,3959 laufen die Tangenten parallel. 

'. (Überprüfen Sie das selbst. Die Kurvenpunkte an dieser Stelle stimmen aber 
nicht überein.) · 

8.2. Die Kreise schneiden einander nicht! Der eine Kreis liegt vollständig im anderen. 

8.3. Die Tangentenanstiege im Punkt (6; 8) werden untersucht: 

1. Kreis: tantp1 = ~ ~ = - 0,75; tp1 = - 36,87° (fallend) 

2. Kreis: tantp2 = ~ ~ i_; o/2 = 53,12°. 
6 3 I 

Die Tangenten stehen senkrecht aufeinander. Die Kreise .sclmeiden einander in 
den Punkten (6; 8) und (8;- 6) orthogonal. 

8.4. Die Gerade ist Tangente an das Bild von j(x), 
der Berührungspunkt ist B (5; - 6). Die Tangente fällt unter 45°. 

8.5. Die Exponentialfunktion heißt f(x) = e0 •5x, 

8.6. 

8.7. 

Der Tangentenanstieg im Punkt P ist /'(4) = tantp = · e2 = 7,39; tp ~ 82,2°. 

Die Funktion lautet f(x) = x3 - 3x + 4. 
Die beiden Extremstellen sind x 111 = 1; xE2 = - 1; 
/(1) = 2 Min.; /(-1) = 6 Max. 

Die Funktion lautet f(x) = 3x2 + 2x + 2. 
Das Bild der Funktion ist eine Parabel. Der Scheitel (Minimum) liegt im Punkt 

s(-~; 1f)· 
8.8. Der Schnittwinkel im PunktS (2; 1,9) wird bestimmt: 
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1,05 -0,9 - 0,15 = 0,0773; 
tan tp = 1 + 0,945 - 1,945 

tp = 4,42°. (Beachten Sie: Bei einer zeichnerischen Lösung ergeben sich wegen 
des annähernd gleichen Anstiegs Schwierigkeiten beim Ablesen des Schnitt­
punkts.) 

Hinweis zu Seite 107: 

Versuchen Sie, sich typische Bilder von Funktionstypen einzuprägen! 
(Beachten Sie auch die Tafeln 1 bis 3 aufS. 23 bis 24!) 

-1 

s• 

I 
I 

Obersicht über die Bilder einiger Funktionen 

lfTy 

3 

2 ~ 
1 2 3 X 

Pol I f:Pol 
1 1Xo1 X=-1 1 J I X2-9 
1 I Y= Jx'-3 
I 2 I 1 
Jl : y-3 

1__ ~-L_f1!y_"!f!!9!! 
-~ --?-- d 11 2 -

Y=~ x2+'f 

y 

I 

(7.2.) 

y 

X 

-1T Hi?imum Y[=-1 (7.5.) 

f(xj 
=075x*+x3 
-ix2 +1,25 

4 X 

I 
(7.7.) 

f(x) =sinxt- cosx 

y 

(6.19) 

-3 

X 

(7 .11.) 

-2 

!fl 
y 

4 

3 

~ l;,j.~ =m t f(x)=}lx + yX 

2 3 4 5 5 X 

\Vr (7.12.) 

I 
I 
I 
I 

x1-ß\ 
f(x)=-x\ 

Asymptote 
y =x' 

· 5 

f!ol 

I 
l 
I 
I 
I 

• 

3 

I 

' 

y 

5 X 

(7.4.) 

I 
S(l) = 1'+4-

2 3 

Unterschiedliche Eintel­
lung der Koordinalen ­
ochsen beachten! 

(7.6.) 

7 X 

(7.8.) 

y 

2Sz 

';-q(x)= 3(x+ 1) 2-1 
\ 

- 2 

\ ~ 
\ f(x) ~2x3 +6x2~ 

\, + 5x+2 I 
\ HWP A 

X 

(8 .102) 
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9. Extremwertaufgaben 

- I 
In der Technik, Okonomie und vielen anderen Gebieten spielen Problem stellungen 
eine große Rolle, bei denen Verhältnisse unter optimalen Bedingungen erörtert werden 
müssen. Das Ziel dieser Erörterungen besteht darin, gewisse Größen entweder zu mini· 
malisieren (Kosten, Zeiten, Kraftaufwand) oder zu maximalisicrcn (Gewinne , Herstel­
lungsmengen). Handelt es sich dabei um lineare Funktionen und mehrere Variablen, so 
wird die Linem·optimim·ung eingesetzt. Bei Extremwertaufgaben läßt sich das Problem 
auf die Abhängigkeit von nur einet• Variablen zurückführen. 
Extremwertaufgaben bereiten Anfängern vor allem Schwierigkeiten wegen des "An­
satzes" der Extremalfunktion, weniger wegen des anschließend notwendigen (meist 
recht einfachen und formalen) Diffe.renzierens. Die Verschiedenartigkeit der Sachbe­
züge und die Unterschiedlichkeit der verwendbaren Funktionen und gegebenen N eben­
bedingungen lassen ein "allgemeingültiges Hezept" nicht zu. Es ist zunächst not\vendig, 
sich im "Übersetzen" verbaler Aussagen in die mathematische Symbolik zu üben. 

Des weiteren sollte man sich dann bezüglich 

- der Aufstellung der zu extremier·enden Größe (Wonach ist gefragt? "\;v' as soll extrem 
werden? ) 

- der Angabe der Hilfsbeziehungen oder Nebenbedingungen aus der Aufgabenstellung 
und 

- der Formulierung der zu extremierenden Funktion in Abhängigkeit von nur einer 
Variablen 

an ein systematisches zielgerichtetes Vorgehen halten. 

Di~ folgende algorithmische Beschreibung gibt dazu Anhaltspunkte. 

Deispiel zum J,ösen einer Extt·emaufgabe: 

A Aufgabenstellung: Ein Baubetrieb benötigt pro Jahr 1200 W andplatten für die 
Blockbau weise, die je Stück 30,- M kosten. Die Lieferungen sollen gleichmäßig 
in n Teilen zu je x Stück erfolgen, wobei jede Lieferung 80,- M Transport­
kosten verursacht. Für die Lagerung der bereitzustellenden Exemplare ent­
stehen jährliche Kdsten. Diese betragen k3 = 2,4 - x Mark. 
Wieviel Liefei·ungen sind zu planen, damit möglichst geringe Gesamtkosten 
entstehen? 

ß Extremalfunktiou (Skizze nicht erforderlich) 

K = k1 + k2 + k3 = 1200 · 30 + 80 · n + 2,4 · x -+ Min.! 

Hilfsbezielumg n · x = 1200 

x = 1200 n-1 

Extremalfunktion in Abhängigkeit von nur einer Variablen 

K = K(n) = 36000 + 80n + 2,4 · 1200n-1 -+ Min.! 

C Differentiation 

108 

K'(n) = 80 - 2880 n - 2 

K"(n) = + 5760 n-3 Dan auf alle Fälle > 0, ist für allen K " (n) > 0. 

D 

"Sehlüsselgleiehnug·" 

K'(n) = 0 2880 
80- 2880 n- 2 = 0 => 80 = - "­

n· 
n 2 = 36 
n = 6 führt zum Minimum! 

K"(6) = 5760: 216 = 26,67 > QI) 

Lösung Für n = 6 bzw. x = :wo \\'erden die Gesamtkost en minima.l. Die mini­
m alen Gesamtkosten betragen (in i\i): 

K = 36000 + 480 + 480 = 36960 

Zum Vergleich seien angeführt die Kosten bei 

n = .1: K = 36000 + 80 + 2880 = 38960 
n = 5 : K = 36000 + 400 + 576 = 36976 
n = 7: K = 36000 + 560 + -!11,-! = 86971,-! 
n = 12: K = 36000 + 960 + 240 = 37200 

Man erkennt, daß eine Abweichung in der "\Vahl des n nach oben (mehr Liefe . 
rungen!) nicht so stark kostenerhöhend wirkt " ·ie di e Verringerung der Anzahl 
der Lieferungen. 

Die Einsparung gegenüber dem Fall einer einzigen Lie ferung pro J alu· beträgt 
etwa 5,1%-

1
) Hier erübrigt sich die Berechnung \'On E " (6) , da \l·eiter oben schon für alle ni cht­

n egativen n die zweite Ableitung als positiY erkannt wurde. Die Bereclmun g der zwei­
ten Ableitung für die Extremstelle muß jedoch erfolgen , \\'C'nn e ine a llgemeine Anssage 
obiger Art nicht möglich jst .. 
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Aul~nbo 

IBl· 
Extremalfunktion, 

Hilfsbeziehung 

\CI 
Differentiation , 

Schlüssolgleichung, 
,;Nachweis'· 

\:q 
Ergebnis, . 

Diskussion 

{ 
r 

Start/ 

Skizze (falls s innvoll) 

H ilfabcz iehung nach 
e iner Variablen 

auflösen 
(günstige Substitut. ior~ 

auswählen ) 

Hilfsbeziehung oder 
\N cbcnbedlngung l 

(geometrische Gesetz-
mäßigkeit, Vorwendung 

von zusätzlicheu, 
Angaben aus der '. 

Aufgabenstellung, 
stereometrische Formel) 

Einsetzen in die 
Extramalfunktion 

Extremalfunktion 
in Abhängigkeit nur 
von einer Variablen? 

nein I ja 

) AU!JWertuug, l)lyk.uH"io n, Kriti!. l 
Variable im Extremfall- Extn•mu.ler 

\Ver·t der Funktion- Raud­
bcd in.gungen- Verhältnisse zwi scht~H 
den Variablen im Extremfall- Skizze 

des Funktionsbildes- Textliche 
Zusammenfassung - Kontrol len 

r 
L. 

·j 

9.1. 

-

9.2. 

A 
Zwei rechteckige Schornsteinzüge sollen nebeneinander hochgezogen word cm, 
wobei die Trennwand und die Seitenwände eine Dicke von einheitlich 12 cm I.Ju. 
kommen sollen. Der Innenquerschnitt soll je 360 cm2 betragen. '\V"elche Maf.l (l 
gibt man dem Schornstein, dessen Höhe unberücksichtigt bleiben soll , werm d <:r 
Materialverbrauch ein Minimum werden soll? 

Eine nahezu geradlinige '\Vasserstraße führt yon A nach dem HafenH. Ein Ort 
0 liegt im rechten '\Vinkel zu AH seitlich von A. Die Entfernungen AH sind = 

= 80 km, AC = 40 km. Der Transport von Frachten auf dem Landwege ist 5ma l 
so teuer wie auf dem '\V"asserwege. '\Vo wird man die von 0 nach H zu transpor­
tierenden Waren auf Frachtkähne verladen, damit die gesamten Transport­
kosten minimal " ·erden? 

9.3. Zwei Autobahnen NS und OW schneiden sich in ]{ rechtwinklig. Ein Pkw P 
befindet sich zur Zeit 60 km vor ]{ und fährt mit einer Geschwindigkeit von 
80 kmh-1 in nördlicher Richtung, ein Motorradfahrer M fährt mit 50 klnh- 1 in 

·westlicher Richtung und befindet sich zm· Zeit 40 km östlich von K. Zu 
welchem Zeitpunkt ist die Entfernung (Luftlinie) zwischen den beiden Falu·­
zeugen am geringsten? 

9.4. Über einem .~beitstisch (rund, Radius 50 cm) soll eine Lampe mit der Licht­
stärke I in einer solchen Höhe angebracht werden, daß die Arbeitsplätze am 
Rande des Tisches bestmögliche Beleuchtung erhalten. 
(Die BeleuchtungsstärkeEist definiert als E = I· e- " · cosß, wobeiedie Ent· 
fernung der Lampe vom Tischrand und ß der halbe Öffnungswinkel des Strah­
lenbündels bis zum Tischrand sind.) 

9.5. Wann ist die Fläche eines Kreissektors bei gegebenem Umfang am größten? 
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ß 
{).I. 

{).2. 

9.3. 

9.4. 

R xLt'Clnrtlfunktion: 

;t == ab - 2 · 360 --?- Min. ~ 
l = (2x + 36) (y + 24) - 720 · 

l [ilt'ebeziehung: x · y = 360 · 
V = 360 x-1 (.fast gleichwertig mit x = 360 y-

1
) 

' ' I I 

(
360 ) J. 12960 -- Jfr =$» 

.r1 = (2x+36) -+ 24 -720=-- +48x+864---'>-Min . X X . 

X> 0; y > 0. 

A..,- :!« ~ P 80-x~ 

/ ' !I 
.1-~ - ·-- --- -~- --·- ~ 

Kosten f. 1 km Wasserweg: T 1\L 
Kosten f. 1 km Landweg: 51' M . 

~ ~~/"' /' Extramalfunktion: 
~ K = T (80 - x) + 5 1'8 -'->- 1\'Iin. 

Hilfsbeziehung: x 2 + 402 = 8
2 

(PYTIIAGORAS) ~~~-
8 = yx2 + 1600, also K = T (80 - x) + 5r yx2 

+ 1600 

T const.; x > 0. 

"" <o 

~//' 
,r 

hokm.m~ 
p 

...,_ 
.$0/kr:m/'i 

Extremalfunktion: (Man wählt zweck­
mäßigerweise E = e2 statt e; E hat an· 
der gleichen .Stelle ein Minimum.). 

E = mz + Jc2 nach PYTHAGORAS 

Hilfsbeziehungen m = 40 - 50 t; 
lc = 60- 80 t. 
E = (40 - 50 t) 2 + (60 - SO tf = 

= 5200 - 13 600 t + 8900 t2
• 

(Schneiden sich die Bahnen nicht rechtwinklig, müßte der Cosinnssatz ven,·en­

det werden!) 

"" <9 

Extramalfunktion: 

E = I e-2 cosß--?- Max.; I const. 

Hilfsbeziehungen: 

(1) am zweckmäßigsten cos ß = h: e 
(2) außerdem (PYTHAGORAS) 

e = Vh2+r2 

9.5. Extramalfunktion: A = 0,5 br (b ist Bogen des Sektors) 
(nach Formelsammlung) 

112 

Hilfsbeziehung: u = 2T + b 
b=u-2r 

A = 0,5 r (u - 2T) ='= 0,5 ur - r2 
--?- Max. 

u const; r > 0. · 

9.1. 

9.2. 

9.3. 

A(x) = 12960x-1 + 48x + 864 
A'(x) = - 12960x-2 + 48 
A"(x) = 25920x-3 > 0 (immer Min. für x > 0) 
A'(x) = 0 ~ 48x2 = 12960 :='; x 2 = 270 
X,x = 3 y30 ~ 16,4; Ycx = 360 /3 y30 = 4 y30 ~ :21 ,\). 

( 

Die Lösung vereinfacht sich wesentlich, ''"enn man die ·w andd it·ko vunlnoJ. .. 
lässigt. Das kann jedoch aus logischen Grünelen nicht grundsätz lich OlllJll'o ld il ll 
werden . 

K (x ) = BOr - x1· +51· yx2 + H\00 

TT/ 5r · 2x " 1,..) 0 " n.. (x) = -1· + =- ·r +51',]; ( x - + niO) - ,., 
2 yx 2 + 1600 . 

K "( _ 5r·1600 >O . . ·1\·I· 
x) - (xz + 1600)1.5 Jmmei m. 

TT 5TX 
.L>.. 

1 (X) = Ü ~ T = -:::== Vx 2 + 1600 

5x = yx2 + 1600; x 2 = x2 + 1600; 

x2 = 66,7; x,x = + 8,2 (Das Minuszeichen entstand dmch Quadrieren und 
entfällt.) 

E(t) 
E'(t) 
E 11 (t) 
E'(t) 
rnex 
Jc,x 
Ecx 

= 5200 - 13 600 t + 8900 t2 

= - 13 600 + 17 800 t 
= 17 800 > 0 immer Minimum 
= 0 ~ 17 800 t = 13 600 ~ tcx = 0, 7 64 
= 40 - 38,2 = 1,8 
= 60 - 61,1 = - 1,1 
= e2 = 3,24 + 1,21 = 4,45; e,_, ~ 2,1. 

9.4. E(h) = lh(h2 + Tz) - 1.5 

9.5. 

E'(h) = I (T2 - 2h2 ) (h 2 + 1'2 ) - 2 ,5 

E"(h) = 3 lh (2h 2 - 3r2 ) (h2 '+ 1·2) - 3,5 

{2 
E'(h) =0 ~ r 2 = 2h2 ~- h = - 1· = 0 70711· 2 , 

E 11(h ) =E"(070711·) = 1 ' 1•5 y2'r( - :2r
2
) < 0· 

ex ' (1,5 1·2)3,5 ' 

A(r) = 0,5 1·u- 1·2 

A'(r) = 0,5 tt - 2r 
A 11(1·) = - 2 < 0 immer Max. 
A'(1·) = 0 =-> 0,5 tt = 21·; 

also :i\1aximnm. 

rcx = 0,25tt; b,. = 0,51t. 
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I) 
l).l. Die Innenmaße des Schornsteinschachtes verhalten sich bei minimalem Mate­

r ialverbranch wie 4: 3 und betragen y = 21,9 cm und x = 16,4 cm. Die Außen­
maße a = 68,8 cm und b = 45,9 cm verhalten sich dann wie 3: 2. 
Die auszumauernde Querschnittsfläche beträgt Amtn = 2438 cm2 und ist damit 
etwa 3,5mal so groß wie die 'beiden Öffnungen zusammen. 
Die Maße des Schornsteins entsprechen etwa den gängigen Verhältnissen in der 
Praxis, 'auf durch Mauersteingröße bedingte Gegebenheiten wurde hier keine 
Rücksicht genommen. ' ' · 

9.2. Um geringste Transportkosten zu erreichen, ist der Umschlagplatz 8,2 km von 
A entfernt einzurichten. 

X 

80 
8,2 
0 

Übersicht über einige interessante Fälle: 

I Umschlag Landweg Kosten 
(Wasser) I (Land) I gesamt 

I 
inH 0 . 89,4 0 447 r 

I 
4471' 

inP 71,8 40,8 71,8 r 204 r 275,8 1' 

in A 80 40 80 r 200 1' 280 1' 

Geringfügige Veränd~rungen der Lage von P spielen keine wesentliche Holle. 
Umschlagkosten selbst blieben unberücksichtigt. 

9.3. Die Fahrzeuge haben dann die minimale Entfernung 2,1 km voneinander, wenn 
nach 0,764 Stunden (d. h. nach 45,8 Min.) sich der Motorradfahrer 1,8 km vor, 
der Autofahrer dagegen 1,1 km hinter ( !) der Kreuzung befindet (entgegen der 
Skizze!) ' · 
(Die Aufgabe würde wesentlich erschwert, wenn die Entfernung e selbst mini­
miert würde. Das erforderte die Differentiation von Wurzeln.) 
Ähnliche Aufgabenstellungen können zum Beispiel auch bei der Auswertung 
scheinbarer Bahnen von Himmelskörpern auf astrophysikalischen Platten auf­
treten. 

9.4. Die Beleuchtung ist maximal mit 

9.5. 

" 
\ 
114 

I y2 r · 2 y2 21 y3 ~~- . 
E= ==-- ,wennh:r= y2 :2 gilt. 

2r3 • 3 }"3 9r2 

Für r = 50 cm ergibt sich h f'!::! 35 cm. 
Die Gesetzmäßigkeit benutzt man auch in großen Arbeitsräumen (Schulen) zur 
guten Ausleuchtung aller Plätze. 
Überprüfen Sie das an Ihrem Klassenzimmer. Beachten Sie hierbei bei m ehreren 
Lampen die Beleuchtung der Plätze in der Mitte des Raunies! 

Die Fläche des Kreissektors ist am größten, wenn der Bogen gleich dem dop­
pelten Radius ist. 
Dann ist der Öffnungswinkel (Scheitelwinkel) 114,6° /(Bogenmaß: 2) 

1 
Die Maximalfläche ist Aex = 16 u

2 • 

Die Berechnung unter Einbeziehung des Bogenmaßes führt natürlich zum glei-
chen Ergebnis, ist aber wesentlich komplizierter. t 

II 

i\ 
9.6. Untersuchen Sie, um welchen maximalen Betrag sich eine reell e Zttld ·''• l'ih· di u 

I x I < 1 gilt, von ihrer 3. Potenz tmterscheiden kann. 

9.7. Ein Wasserbehälter hat die Form eines Zylinders Yon 2m Höhe und oin0111 1111!1 111 
angesetzten Kegel von 6 m Mantellinie. 'Vie wählt man die Maße des Bohllll,o•·,. , 
damit das Volumen (Fassungsvermögen) möglichst groß " ·ird? 

9.8. Ein ovaler Sportplatz soll eine Laufbahnlänge von 450 m bekommen. Dio H1·u il Ii 
der Laufhalm bleibe unberücksichtigt. Im Innern liege ein Hechteck fi.i•· oi 11 
Fußballfeld. ·wie " ·ähit man die Maße dieses Feldes, damit es maximale F llir·ll o 
bekommt? 

9.9., Ein gerade gewachsener Baumstamm habe einen Durchmesser von 50 cm. (l)i o 
Abnahme der Stammdicke sei so minimal, daß sie vernachlässigt " ·erd en kann.) 
Aus dem Stamm soll ein Balken maximaler Tragfähigkeit gesclulitten word< 'll, 
dessen Querschnitt rechteckig ist. 
Die Tragfähigkeit eines Balkens ist durch das Gesetz T = ca"b bestimmt, wob 
b die Breite, a die Höhe des Balkens und c eine 1\Iateria lkonstante ist; c > 0. 

9.10. Zum Bau einer Kiste mit Eisenkanten stehen für si\mtliche z"·ölf Kanten Zll · 

sammen 3m 'Vinkeleisen zur Verfügung. Die eine Grundkante der Ki ste m11ß 
aus technischen Gründen dreimal so groß "·ie die andere sein. " ' ie " ·{ihlt. man di o 
Kanten, chimit die Kiste maximales Fassnngs,·ermög:en bekommt·? 

11 1) 



ß 
il.(l. 

n.7. 

J) ( ' ) - r Dl(x ) = X- x3 für xE [0; 1) 
~- - ~ D 2(x) = x 3 - x für x E (- 1; 0] 

Extremalfunktion: 

1 
V = m·2hz +- n1·2hK 

3 

= nr2 
( 2 + ~ hK) ~ Max. 

I 

Hilfsbeziehung: 

I 

-----r~~-]'··2 

s 2 =?·2 +hK 2 (1) hK = Ys 2 r 2 unzweckmäßig; (2) 1"2 =s2 - hK 2 

V = 2rt (36 - hK 2 ) + ~ hKn (36 - hK 2 ) -+ Max.; hK,1· > 0. 

9.8. Extremalfunktion: 

A = 2·rs -+ Max. 

Hilfsbeziehung: 

2nr + 2s = u = 450; 
225 8 

2s = 450 - 2m· vorteilhafter als: 1· = - - -

9.9. 

führt zu A = 450 r - 2m·2 --+ Max.; 

Extremalfunktion: T = ca2b --+ Max. 
Hilfsbeziehung: (PYTHAGORAS) 

s~O;r~O. 

a 2 = d2 - b2 (vorteilhafter als: b = }'d2 - a2 ) 

T = cb (d2 - b2 ) -> Max.; a > 0; b > 0; c > 0. 

9.10. Extremalfunktion: V= abc-> Max. 

1. Hilfsbeziehung: c = 3b 
2. Hilfsbeziehung: 4 (a + b + c) = 4 (a + 4b) = 3,00 

am vorteilhaftesten aufgelöst zu: 

a = 0,75- 4b. 
V = a · 3b2 = 2,25 b2 - 12 b3 --+ Max.; a; b; c > 0. 

/ 

116 

rr it' 

9.6. D 1'(x) = 1 - 3x2 Dz'(x ) = 3x2 - 1 
D 1"(x ) = - 6x < 0 in [0; 1) 
immer Max. 
D/(x ) ,;" 0 
=> 1 - 3x2 = 0. 

1 -v-X= - 3 =0577 3 , 

D 2"(x ) = ßx < 0 in ( - l ; Ol 
immer Max. 
D 2'(x) = 0 
=> 3x2 - 1 = 0. 

1 ;-
X= - 3 )3 = -0,577 

2 ; -Dl (0,577) = D 2 ( - 0,577) = g }3 = 0,385. 

1 
9.7. V(hK) = rt{72 + 12hK + 2hK2 - 3 hK 3 ) 

V'(hK) = 1t (12 - 4 hK - hK 2 ) 

V"(hK) = n (- 4- 2 hK) < 0; maximal immer für hK > 0. 
V'(hK) = 0 ::::> hK2 + 4hK = 12 
hK = + 2 (hK = - 6 scheidet aus). 

9.8. A(1·) = 450r - 2m·2 

A'(1·) = 450 - 4rtT 

9.9. 

A"(1·) = - 4n < 0 immer Max. 
A'(r) = 0 450 = 4m· 

T(b) = cd2b - cb3 

T'(b) = ccl2 - 3cb2 

225 
21"ex = rr = 71 ,6 

s,. = 112,5. 

rr"(b) = - ßcb < 0 immer Max. fiir b,c > 0 
T'(b) = 0 => d 2 = 3b2 

d y3 
bmax = -

3
- (hier : 28,9) 

d y6 
amnx = - 3 - (hi er: 40,8) 

' 

9.10. V(b) = 2,25 b2 - 12 b3 

V'(b) = 4,5 b· - 36 b2 

V"(b) = 4,5 - 72 b 
V' (b) = 0 => 4,5 b = 36 b2

; b =!= 0 
b,x = 0,125; V" (0,125 ) = 4,5 - 9 = - -1- ,5 < 0; 

' also Max . 
c = 0,375; a = 0,75 - 0,5 = 0,25. 

f ; 
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fl.(l. 

9.7. 

Ti!s handelt sich um den abso­
lut genommenen Unterschied 
1.wischen e iner Zahl und ihrer 
dritten Potenz. 
Diese ist an x = ± 0,577 
mit 0,385 maxima.I 
im Bereich (- 1; 1), für 
I x I > 1 werden dagegen 
durchaus höhere Werte er ­
reicht. Die Differenz 
D* = x- x3 ·wäre nur bei 
x = + 0,577 gegenüber der 

I 
D(x)=ix-x3l 

D(x) 

-0.5 

" 

'( -­
X 

Umgebung maximal, dagegen läge bei x = - 0,577 ein lokales Minimum. 

Das maximale Fassungsvermögen liegt bei hK = 2 vor. 1 ) Es felgt 
1' = 4 y2 = 5,657. 

Das Maximalvolumen beträgt 

. ( '>) 1 V max = 1t 88- 2i = 853 1t """268. 

J?as Verhältnis r: hK beträgt hier zu~jillig 2 y2; 1. 
Uber den Materialverbrruch wurden keine Forderungen gestellt. Er wächst mit 
zunehmendem 1·linear an gemäß M = 10 1tr bis zum Höchstwert bei r = 6. 

9.8. Es ergeben sich für die maximale Fußballfläche die Abmessungen 71. ,6 m mal 
112,5 m, was innerhalb der verbindlichen Maße (45 · · · 90 m mal 90 · · ·120m, 
gebräuchlich 70 m mal 105m) liegt. 
Die Fläche (maximal) des Fußballfeldes beträgt etwa 8060 m 2 • 

Das Verhältnis Lärige zu Breite des Fußballfeldes ergibt sich bei unbestimmter 
Bahnlänge u im Maximalfall zu 1t: 2. 
Wäre die Forderung nach maximaler Fläche des Ovals erhoben worden, ergäbe 
sich ein Kreis mit 8 = 0. 

9.9. Es kommt bei der Auswahl de'1 Balkenquerschnitts m ehr auf die Höhe als auf 
die Breite an. 
Im Falle extremer Tragfähigkeit ist a : b = y2: 1. 
Die maximale Tragfähigkeit hängt noch von der Konstanten c ab. Sie ist 

2 ,-
T max = 9 }3 cd3

• 

Maximale Querschnittsfläche ergäbe sich hingegen für einen quadratischen 
Querschnitt. 

10.9. DieMaße der Kiste betragen beimaximalem Volumen 0,125 m; 0,25 m; 0,375 m. 
Die Kantenlängen stehen also im Verhältnis 1: 2: 3. 

Das Volumen beträgt V max = 
2
!

6 
m 3 (d. h. etwas weniger als 12 l). 

Die Materialien für die Oberfläche der Kiste (Holz o. ä.) blieben bei dieser Auf­
gabe unberücksich~igt. 

-----
1) Bei dieser Aufgabe ergibt sich "zufällig" hK = hz für den extremen Fall! 

118 

;\ 

9.11. Ein auszubauendes Dachgeschoß hat als Querschnitt ein glc iuli H!' I, uJII , IIfl"ll 
Dreieck von h = 8 m Höhe und 8 = 12m Grundlinie. Der Querschni t.t, d 111 ' 111111 

zubauenden Räumlichkeiten soll ein Rechteck mit maximaler Q uüi'H<·Iillil 111 

fläche sein. Welche Maße haben die Dachgeschoßräume dann ? 

9.12; Zwei Betriebe A und B befinden sich 4 km und ·11 km von einer HochRpaiiHIIIlKH­
leitung (nach der gleichen Seite hin) entfernt. Die Lote von den Betrieben t~ ll I' 11 io 
Hochspannungsleitung sind 20 km voneinander entfernt. Wo baut man l'i'u· 
beideBetriebe die gemeinsame Transformatorenstation, damit aus kostonLooli ­
nischen Gründen die gesamte Länge beider Zuleitungen von der Transforllut~U · 
renstation T an der ;Hochspannungsleitung zu den Betrieben m inimal w ir1 L ~ 

9.13. Beim Einbau eines Rundbogenfensters (rechteck ige Fläche mit aufgesct;ztO IIl 
Halbkreis) ist aus bautechnischen Gründen zu gewä,hrleisten , daß ein Umfang 
von 8,00 m nicht überschritten werden darf. ·welche Maße hat das Fenster zu 
erhalten, wenn die Lichtausbeute ein Maximum werden soll? 

9.14. ("Duale Aufgabe" zur vorhergehenden!) 
Der Querschnitt eines Abwässerkanals bestehe aus einem Hechteck mit ange­
setztem Halbkreis. Die Querschnittsfläche muß aus wasserwirtschaftliehen 
Gründen (mindestens) einen Inhalt von 5,00 m 2 haben. \Vie wählt man die Maße 
des Kanalquerschnitts, wenn der Materialverbrauch für die Ummauerung (Um­
fang der Querschnittsfläche) möglichst klein gehalten werden muß? 
(Zuweilen wird gefordert, daß zu Reparaturzwecken eine lichte Höhe von 2,00 m 
bzw. sogar 2,50 m vorhanden sein muß!) 

9.15. Ein geschlossener zylindrischer Ölbehälter mit einem Fassungsvermögen von 
180 t soll so konstruiert werden, daß möglichst wenig 1\Iateria.I verbraucht wird 
(Blech). Der wahre Blechverbrauch ist etwa um 20% größer, da Abfälle ent­
stehen. Wie sind die Maße des Zylinders zu ,\·ählen? 

/ II!) 
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H.l L 

!.1.12. 

9.13. 

Q) 
A = xy --+ Max. · 

Nach Strahlensatz (Scheitel bei S) : 

(8 - x): 8 = y: 12 
y = 12- 1,5 x 
od. x = 8 - O,G7 y II 

(h - x ) : 7~ = y : s 

y = s- h x 

A (x ) = 12x - 1,5x2 --+ Max. 

0 < X< 8. 

A(x ) = sx - ~ x 2 --+ Max. 

0 < X< h. 

L = sA + f 8 -+ Min. 
BA = y'x2 + 16 
Sn = jl(20 - x)2 + 121 nach PY'rHAGO ­

RAS 

L(x ) = Jfx2 + 16 + 
+ y' 521 - 40x + x 2 -+ Min. 
0 ~ X~ 20 

A 9--, 

4 

A 

Extre1nalfunktion: A = Anecht cck + Aua1bkrcls -+ lVIax. 
A = 2ar + 0,57tr2 --+ Max. 

Hilfsbeziehung: u = 8 = 21· + 2a + 1tr 

11 

8 - 2a 
Substitution a = 0,5 (8 - 2r - m·) ist gegenüber r = ~ vorzuzi ehen. 

A(r) = 81· - 2r2 - 1tr2 + 0,57tr2 

= Sr - 2?·2 - 0,5;.r2 --+ Max. 
r > 0. 

9.14. Extrem alfunktion hier: tt = 2a + 2r + 1tr --+ Min. 

Hilfsbeziehung hier: 

A = 5 =2ar + 0,5 m·2 

zweckmäßigerweise in der Form 
5 - 0,5 7trz 1 S b . . d 

a = 2r · a s u st1tutwn zu verwen en, 

da sonst Wurzeln durch quadratische Gleichung ,. ( ( r ( . ( I 

entst ehen. 

u(r) = 5r- 1 + 0,5 1tr + 2r -+ Min.; r > 0. 

9.15. Extrerpalftmktion Gesamtfläche = Mantel + 2 Kreisflächen 
A = 27trh + 2Trr2 --+ 1\fin. 

120 

Hilfsbeziehung: V = 1rr2h = 180; 

zweckmä ßige Substitutio~: h = V 
2 Trr 

A( 1·) = 
2 V+ 1t?' z.-+ Min. 
r 

360 , 
bzw. A(r-) = -

1
-. + m·2 --+ 1\fin.; r > O. 

HSL 

9.11. A'(x) = 12 - 3x 
2s 

A ' (x ) = s-hx 

f , 

A 11 (x) = , - 3 < 0, also 1\fax. 
2s 

A11(x ) = -Ti < 0, ul:;o J\ll n\. 

A'(x) = 0 führt zu: 

12 = 3x ~ x., = 4 
2s , 

8 = h X ~ Xcx = 0,5 h 

Yex ==: 12 - 6 = 6. Ycx = 0,5 8 . 

9.12. L' ( x) = 2 x + - 40 + 2x (Ketten re gel beachten ! ) 
2 y'x 2 + 1G 2 y52t-40x + x2 

20 - x X 

L'( x) = 0 führt zu: yx2 + 16 
y521 - 40x + x 2 

und nach d em Quadrieren: 

x2(521 - 40x + x2 ) = (400 - 40x + x 2 ) (x 2 + 1G) 
1 

105x2 + 640x = 6400 Xex = 5 3(andere Lösung negativ, scheidet a us) 

Überzeugen Sie sich an Hand der 2. Ableitung, da ß t a tsächlich ein Mini11111111 
vorliegt. 

9.13. A'(r) = 8 - 4r - 1tr 
A"(r) = - 4 - 1t < 0 (also entsteht Maximum) 
A'(r) = 0 liefert: 

. 8 
J 8 - 4?' ~ 1tr = 0 mit r'cx = 4 + 7t = 1,1 2 

a,x = 0,5 (8 - 2,24 - 3,52) = 1,1 2. 

9.14. u ' (r-) = - 5r- 2 + 0,57t + 2 
u"(r) = 101·-3 > 0 (also entsteht Minimum) 
u ' (r) = 0 liefert: 

51·-2 = 0,57t + 2 mit ?'ex = ,;;::,: = 1,1 8 
I 

a.x = (5- 2,2o) 12,36 = 1.1s; a.x = r'ex· 

(nega tive1· Wert li egt 
D efinitionsbereich) 

9.15. A 1(r) = 2 (- Vr-· 2 + 2Trr) bzw. A'(r-) = -360?·-2 + 4m· 
~"(r) = 2 (2 v,.-a + 27t) > 0 (also Minimum) 
A 1(r) = 0 liefert: Vr- 2 = 27tr bzw. 180 ,.- 2 = 27tr 

3 -

l
'/ V 3-

und r = j ,27t bzw. r = V28, 7 = 3,06. 

9 Koch, Anleitung 

ni ch t i111 

1!.! 1 
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\1.1 1. l)ol' optimale Quersclmitt wird erreicht, wenn die Höhe des D achraums 50% der 
Do.chhöhe und die Breite 50% der Dachbreite sind. Die Querschnittsfläche ist 
rla.nn 50% des Dachquerschnitts. 
Die Höhe der entstehenden Räume ist bautechnisch voll ausr,eichend. 

1).12. 8..4. = 6,67; sB = 18,33. Die minimale Gesamtlänge beträgt Lmln = 25 km. 
Spiegeln Sie den Punkt A (siehe Skizze) an der Hochspannungsleitung, dann er ­
kennen Sie, daß dann die kürzeste Verbindung ATB vorliegt, wenn T am 
Schnittpunkt der Verbindung AB mit der Hochspannungsleitung liegt. Es ent­
stehen ähnliche Figuren. Überzeugen Sie sich, daß die Lage jedes anderen Punk­
tes T ungünstiger wäre. 
Betrachten Sie die Figur S. 120 sorgfältig! Die gleiche Figur tritt für das Re­
flexionsgesetz an einem Spiegel (Optik) auf. Leicht läßt sich zeigen, da ß auch 
für diese Aufgabe gilt: -9:: ATU = -9:: UTB. Der Weg des Lichtes von A über 
den Spiegel nachBist dann am kürzesten, wenri. das R eflexionsgesetz gilt. 

9.13. Im Falle der maximalen Lichtausbeute beträgt der Radius 1,12 munddie Ge­
samthöhe des Fensters 2,24 m. Äußere Breite und Höhe des Fensters müssen 
dann also gleich groß sein. 

9.14. Der Materialverbrauch für die Ummauerung ist am geringsten, wenn die Lichte 
maximale Höhe des Abwässerkanals und seine Breite übereinstimmend 2,36 m 
betragen (s . o. !) . Darf der W ert 2,00 m nicht überschritten werden, so muß 

7tr2 
dieses Ma ß als bestmöglicher Wert angesehen werden. Aus 2 + 4r- 21·2 = 5; 

folgt dann r = 1,13. Der Materialverbrauch ist allerdings et was größer in die­
sem Fall. 

1).15. Im Minimalfall stimmen Höhe und Durchmesser des Behälters überein . Die 
Höhe beträgt hier 3,06 dm, also fast 31 cm. Der minimale Blechverbrauch be­
trägt in diesem Fall BV =Amin + 20% = 1,2 · (118 + 59,3) dm2 

~ 1,2 · 177 dm2 ~ 2,12 dm2 • 

> 
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10. Flächenberechnung durch Integration 

Vbersicht zur Fläcbenbcrcchnung mittels tler Integralrechnung 

Fläclte zwischen J{urve untl x-Acltse 
(keine Nullstellen im Integrationsintenall) 

x, 

I = J f(x )dx ; 
x, 

A = li I-

Fläche zwischen l{urve unll x-Acltse 
(Nullstelle im Integrationsintenall) 

Man setze f(x) = 0 und findet xN . Wenn x 1 < xN < x 2, dann 
sind zwei Integrationen auszuführen. 

XN X2 

I1 = J f(x)dx; I 2 = J f(x)dx; 
x, XN 

A = I Il I + I I2 I . 

Fläche zwischen zwei l{urven 

Durch f(x) = g(x) findet m an die gemeinsamen Punkte (nur 
Abszissen erforderlich). 
Die Integrationsgrenzen sind x1 und x2 • D ie Integration muß 
unterbrochen werden , wenn noch ein weiterer Schnittpunkt 
im Intervall liegt. 

x, 

I= J (f(x) - g(x )] dx 
x, 

y 

Xt 

y 

y 

Xt 

A = I I I· Eine Unterbrechung an den Nullstellen von f( x ), g(x ) ist nicht nöti g! 

Fläche zwisclteu J{un•e Ull(l y-Achse 

Man bilde die Umkehrfunktion (formal: y -<---+ x) h zu f: 

f(x,) 

I = { h(x) dx ; 
j(x,) 

A= III-

9* 

y 

/ I 
1:X) t 

Xt x2 

X 

X 

... 
X 

1:.!:1 
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Diffet·entialquotienten und unbestimmte Grundintegrale einiger wichtiger 
l1'unktionen 

Differentialquotient 

I 
'.Funktion 

I 
unbestimmtes Integral 

f'(x) f( x ) f f(x) dx 

anx•- 1 ax• (n =1= - 1) __ a_ xn+l + 0 

I n+1 

- ax-2 ax-1 = !!:_ aln I x J +0 X 
I 

+0 cosx S1nX - cosx 
- sinx cosx sinx +0 
cos-2x = 1 + tan2x tanx -In cosx +0 
- sin-2x = cotx In sinx +0 
-(1 + cot2x) 

~in2x = 2 sinx cosx sin2x 
1 1 

- X - - sinx COSX + 0 
2 2 

- sin2x cos2x 
1 1 
2x + 2sin x cosx + 0 

sin2x _1_J 
- sin'x sin2x 

- cotx +0 

sin2x 1 
cos'x cos2x 

tanx +0 

ez e"' ez +0 

azJn a az(a > 0; a =I= 1) 
a"' 

+0 ' 
lna 

x-1 ln x xlnx- x +0 
1 

xln 10 
lgx X (lg X - 0,4343) +0 

' 

1 
vx = xO.S 

2 -

2vx 3 x jlx +0 

2x 1 
lx I< 1 In v1 +X 

(1- x2)2 1- x2 1-x -J:-0 
' ' 

l x I> 1 In vx+ 1 +0 I 
x-1 

-2x 1 
(1 + x2)2 , 1 + x 2 arctanx +0 

i 

-x 1 
In i X+ V1 + x2 ! + 0 

(1+x2) V 1 + x'i jl1 + x2 

+x 1 
I X I< 1 +O I (1 - x2) V 1 - x2 V1- x2 

arcsinx 
______ I 

& 

12~> 
I 

·A 
10.1! Berechnen Sie den F~ächeninhalt der von den Bildern der beiden in Aufg. 8.1. go-, 

nannten Funktionen y = x2 und y = vx vollständig eingeschlossenen Fläche. 

10.2. Berechnen Sie das Integral der Fnnl~tion durch h(:t:) = x~ - ! in den Grenzen 
x1 = 0 bis x 2 = 2, und deuten Sie das Ergebnis geometrisch. ' 

10.3. Bestimmen Sie die Fläche zwischen dem Bild der Funktion s(t) = 10 t-1 und der 
. t-Achse im Intervall zwischen t1 = 2 und t2 = 8. 

10.4. Berechnen Sie den Flächeninhalt zwischen d em Bild der Funktion f(x) = sin x 
und der x-Achse im Intervall zwischen 0 und 27t. 

10.5. Die Fläche zwischen der Parabel mit der Funktionshezi eh1mg j(a;) = ax2 und 
der Geraden mit der Gleichung g(x) = c ist zu bereclmen und mit dem mnbe-
schriebenen Rechteck zu vergleichen; a > 0. 

1 

10.6. Das Volumen eines Tunnels mit einem. durch ein Parabelsegment bestimmten 
Querschnitt ist zu berechnen, wenn die maximale (Pfeil-)Höhe 8 m, die maximale 

' Breite 20m und die Länge des Tunnels 1,4 km betragen. 

10.7. Ein geplanter S-Bahnhof erhält ein parabolisches Ge" ·ölbe. Die maximale 
Breite beträgt 50 m, die Höhe maximal 18m, Die Vorderfläche der Bahnhofs­
halle soll verglast werden, wobei wegen der Zughöhe (bis zum Fahrleitungsdraht) 
eine Baufreiheit von 6 m gewährleistet werden muß. vVieviel Quadratmeter Glas 
sind erforderlich? 

10.8. Gegeben ist die Gerade y = g(x) = mx. Auf d ieser Gel'[tden befinden sich die 
Punkte P 1 und P 2 mit den X-Koordinaten x1 und x2 . Untersuchen und vergleichen 
Sie die Flächen zwischen der Geraden und x- bzw. y-:\chse in den Grenzen zwi­
schen den be.iden Punkten. 

l :lo 



ß 
J H.l. Die Integrationsgrenzen sind x1 = 0 und x2 = , 1 

1 1 
I = J [f(x) - g( x )] dx = J (x2

- x0 ·5 ) dx. 
0 0 

2( 0 4) [1 4 ]2 8 8 ' 10.2. I =i x-- 3 d x = 3 x 3
- 3 x 

0 
= 3 - 3 = 0. 

10.3. Im Integrationsintervallliegen keine Nullst cllen. 

8 

I = J 1t0 
dt = 10 [ ln it!J: 

2 

10.4. Im Intervall von 0 bis 27t liegt eine weitere Nullstelle bei x = 1t. Hier muß die 
Integration unterbrochen werden. 

" 21t 

I 1 = J sin x dx I 2 =. J s in x dx 
0 " 

10.5. ax2 = c; x = ± V~. Man b~~timmt di~ Fläche zwischen dem B ild von f und 

der x-Achse im Intervall-.]/~ bi s + V~. 

/
-

1 c +,-
" 

I= .J ax2 dx= [
a ]+V~ 
3x3 

-JI~ -v~ 
10.6. Zur Bestimmung der Querschnittsfläche muß vorher die Methode der unbe­

stimmten Koeffizienten auf f(x) = ax 2 + c angewendet werden: 

/(0) = 8 = c; {(10) = 0 = 100a + 8; 

2 
/(x) = -25 x2 + 8. 

2 
a= -25 

10.7. Wiederum setzt man an: y 2 = 2px (Parabel nach rechts geöffnet, :Scheitelpunkt 
im Ursprung, für die Berechnung im zweiten Teil vorteilhafter) 

x=18; 

625 
2 _ --- x . y - 18 

625 
y = 25 => 625 = 36p => p = 36 

10.8. g(x1 ) = mx1 ; g(x2) = mx2 ; 

~ X 
Ix = Ax = J mx d x = [0,5mx2Jx; = 0,5m (x 2

2 - x1
2) . 

x , 
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10.1. I= 3xa-3xL5 o =3-3= -3, 

1 
A=3 . 

10.2. Im Integrationsintervall hat h(x) e ine Nullstelle. 

x 2 = ~ X 1 <O 2 ,/­
x2 = 3 y3. 

t: 

Man bildet zur Flächenberechnung der Fläche zwischen zugehöriger Ku tT e 11 11d 
x -Achse 

[

1 2 ,/ -

Ir = - xa-~ ]3 r 3 

3 3 X 0 

I [ 1 xa- - x 
9 

_ 4 ]2 
2 = 3 3 .:::... y3 
. 3 

32 , j ­
/Ir/ +/ Iz/ = 27 r3 =2,05. 

10.3. I = 10 ~ ln /t! ]~ = 10 (ln 8 - ln2) = 10 ln ~. 

10.4. Ir = [-cos xn = 2; I 2 = [ - cos x ];" = - 2. 

10.5. I = ~3 _c;__ (J/ c + j/ c ) = ~~~ J/ c . 
- a ( t a , rt 

10.6. Vereinfachung: Es wird nur eine der kongru enten Te ilfläcJ!Cn berechnet, a n­
schließend Multiplikation m it 2. 

10 · 

AQu=2 J ( -0,08x2 +8)dx = 2[- 7~xa+8x]~o 
0 

[ 
80 ] 4 . 

= 2 -3 + 80 = 3. 80""" 106,7. 

10.7. Man berechnet nur den oberen Teil der FJ.:icho (und 11111ltip li ziert anschli eßend 
mit 2) . 

18 

f 25 - [25 y2 - ]18 

I = 6 1/2 x 0
•
5 dx = - 9- xyx o. 

0 

= 300. 

ntx2 

10.8. Iv = Av = f ~- dy = 2~ [y2J;;:~: = 0,5m (x 2
2-x/). 

mx1 
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10. t. D.ie Fläche zwischen den beiden Kurven hat den Flächeninhalt 1/3 . Durch diese 

Fläqhe wird das Quadrat aus den Punkten (0; 0) (1; 0) (1; 1) (0; 1) in drei gleich 
n 

große Teile geteilt. (Wären x• und Vx zugrunde gelegt worden, so wäre der 
n-1 

Inhalt der eingeschlossEinen Fläche n + 1 . Prüfen Sie das selbst nach.) 

10.2. Das Integral I hat den ~Vert 0. Dagegen ist die Fläche zwischen dem Bild der 
Funktion h(x) und der x-Achse im Intervall [0; 2] A = 2,05. 

10.3. 1A = I I I = 10 In 4 = 13,863. 

10.4. Der Flächeninhalt beträgt A = I I 1 I + I I 2 1 = 4. · 

10.5. Der Flächeninhalt A des Parabelsegments ist gleich der Differenz zwischen 

Rechteckfläche und Fläche zwischen Parabel und x-Achse 

Vc 2 Vc 4 J/c . . . .. A = 2c a - 3 c . a = 3 c a . Das ISt em Dnttel der Rechteckflache. 

(Unterscheiden Sie: Das Parabelsegment hat 2/3 der Fläche des umschriebenen 
Rechtecks. Das Volumen eines Parabolkörpers ist 1/2 des Volumens des umbe­
schriebenen Zylinders.) 

10.6. Das gesuchte Volumen beträgt 149000 m 3• • 

V= AQu • l = 106,7 · 1400 = 149000. 

10.7. Zu verglasen ist nur eine Fläche von 326,5 m 2. 

[
25 y2 ]12 

A •• , = 2 - 9-· X Yx 0 = 326,5. 

10.8. Die beiden Flächen sind gleich groß, unabhängig von dem vorliegenden m (d. h . 
dem Anstieg der Geraden). 

m 
Der Flächeninhalt beträgt A = 

2 
(x22 - x12). 
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11. Volumenberechnung von Rotationskörpern- IntcgratioHSllleUaodcm 

Bei der Volumenberechnung mittels der Integration ist besonders zu unterscheiden , ob 
die· Rotation um die x-Achse oder um die y-Achse erfolgt. Die Berechnungen zm Ro­
tation um die x-Achse werden im allgemeinen als leichter empfnnden. 1 ) Bei durch 
y = f(x) vorgegebener Kürvengleichung gilt für die Rotation um tlie x-Achsc: 

"'• 
• v(x) = 7t f [f(x)]2 dx. 

x, 

Bei Rotation um die y-Achse gilt: 
y, 

V 1 .• 1 = 1t j x 2 dy. Beachten Sie dabei di e Grenzen y1 = /(x1 ) nncl y2 = j(x2)! 
VI 

Dazu ist zunächst die Umkehrfunktion x = f{J(y) zn bilden. Diese Beziehung wird 
quadriert. E s gilt dann: 

y, 

v<v) = 7t f [f{!(y)]2dy. 
y, 

Rotiert die Fläche zwischen zwei Kurven um die x-Achse - m an ori entiere sich dabei 
immer an Hand einer Skizze über die Form des entstehenden Rotationskörpers - so ist 
zu berechnen : 

V= 7t /\u1(x)]2- [/2(x)) 2
} dx bzw. V=" l Tu~(x)]" dx - j'(f2(x )p d .1:J 

2

) 

Xt · .1: 1 -~ 1 

Mittels der Integralrechnung können u. a. bereclmet werden 

die Bogenlänge: 
:r .. 

s = { y1 + [f'( x )]2 dx 
:l"t 

die l\fantelfläche: M = 27! Tt(x) v:t+ [f'( x )F dx 
Xt 

:l.':~ 

I x [f(x)] 2 dx 
der Scl1werptmkt von Rotationskörpern : x8 = -"'.:..' ----

:r, 
J [/( x )] 2 dx 

~·, 

und zahlreiche Ausdrücke in der Physik und Technik (Arbeitsintegral, Trägheitsmo­
ment, elektr. Leistung im Wechselstrom). Ein Beispiel für Untersuchungen an einem 
interessanten Rotationskörper mittels der Integralrechnung finden Sie in Aufg. 11 .4-., 
s. 133. 
Schätzen Sie Ihr erhaltenes Ergebnis immer ab! 

1
) Zuweilen läßt die Aufgabenstellung es zu, eine der beiden Möglichkeiten (La.g 

Rotationsachse) auszuwählen. Die Erleichterung an Rechenaufwand bei der Jntogm ­
tion muß dann oft mit erhöhten Schwierigkeiten bei der Aufstellung der zu intog1·i oron­
den Funktion erkauft werden. Hier wird im übrigen die Methode der unbes t imm~on. 
Koeffizienten verwendet (S.101). x, 
2

) Beachten Sie: Dieser Ausdruck darf nicht mit 1t / [/1(x ) - / 2(x)]2dx votwonll HO II, 
'verderi ! x, 

1 ~0 



'\lt i-(Oion lH Hl, von dort (ud' einer (unvollständigen) Übersicht aufS. 124 zusammengestcll-
1 " " ( h •1111d inLog•·alon Jn.ssen sich in vielen Fällen die Integrale mittels bestimmter 
hdtl~ r· •d,lunHIIlll UtO•Io n berechnen. Von diesen Methoden seien besonders die folgenden 

HII ILtllil,: !" 

I. b l llti iLt'll Rubstltutlon t = crx + b 

111\IHJil tllo: (1) Je0·5x dx = Je1 dt · 2 

= 2e1 + 0 = 2e0 •5x + 0. 

,-- 1 ,/-
(2) Jra-bxdx = - b J rt dt 

2 '/ = -- t•+O 
3b 

2 
= -3b(a-bx)~ + 0. 

{ 
a) t = 0,5x 

b) X = 2t 

c) dx = 2 
dt 

d) dx = 2dt 

a) 

b) X 

=a-bx 
a t 

=b-b 
dx 1 

c) dt= - b 
1 

d) dx = -bdt 

li. Integrale einer gebroel~enen Funktion, bei der im Zähler 1lie Ableitung des Nenners 
steht 

Lösung: J ~~~1 dx = lnj f{x) I+ C 

ß .. 1 J sinxdx 11-bsinxdx 1 1 I I 
msp10: b =--b +b = - -bna+bcosx+O. a + cos x a cos x 

JIT. Integration tles Produkts einer Funktion von fJ(x) Ullll der Ableituug g'(:x: ) 

Lösung: J f[g(x)] · g'(x) dx = J /(t) dt 

Beispiel: J sin2x · cos x dx = J [sin x]2 · cos x dx = J t2 dt = ~ + 0 = ~ sin3x + 0. 

IV. Integration trigonometrischer Funktionen 

Man verwende , d ie Substitution: t = tan ; 

Für eine solche Substitution gilt dann immer : 

2t 0 2t 1-t2 

tanx=-
1
--.; SinX=-

1
+ 2 ; COSX= -

1
--. ; 

- t- ' t + t-
2clt 

dx = 1 + 12 

ßeis11iel: f dx 
1-sinx 
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X 
a) t=tan 2 

0 2t 
C) SinX= ---

1 + t 2 

d) x = 2 arctan t 

dx 2 
e)dt~1+t2 ; 

2t 
b) tan x = 1 _ t~ 

~ elf d x= 1 + t2 

\ 
, J 

= f 1: t2 . 1 --1 d~ t 
1 + t 2 

f dx 
Also: 1-sinx 

f 2dt 2 2 l) 
= (1-t) 2 =1-t+O = x-\- O. 

1 -tan -
2 

f 2 (1 + t 2
) dt 

= (1 + t 2) . [1 + t 2 - 2t] 

Häufig lassen sich Integrale auf m ehrere Arten bearbeiten. Zuweilen find et auch dor 
versierte Rechner nicht immer sofort den bequemsten und schnellsten \ lifeg . .li: inig 
Integrale (sogenannte "elliptische'' Integrale ) lassensichsogar nurnumerischanswerton. 
Sie finden sehr viele Integrale mit Lösungsansätzen in dem Buch BRONSTI~l N­
SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik, BSB B. G. Tenbner, Verlagsgesell ­
schaft 1969, in oder Bartsch, Mathematische F ormeln, VEB Fachbuchverlog 
Leipzig 1971. 

1 ) Im Grunde genommen sind die Typen II bis IV Abarten der Snbstitutionsmethocle. 

1:1 1 



J\ 
11.1. Zwischen der ·Geraden y = mx und d er x-Achse li egt im JnLor v u.ll 1.1:1; '''" l 11 11 11 

Fläche, die um die x-Achse rotieren soll. 
Zwischen der Geraden y = mx und der y-Achse liegt im Intern\ 11 I y 1 ; 1h 1 <d 11 0 

Fläche, die um die y-Achse rotieren soll. 
Es gelte: y 1 = mx1 und y2 = mx2• 

Das Volumen beider entstehender Rota tionskörper soll übereins timmen. Ww; 
kann dann über den Koeffizienten m ausgesagt werden? 

11.2. Ein parabolisches Gefäß hat eine innere Höhe ,-on 10 cm. und e inen oberen 1 ich tcn 
Durchmesser von 16 cm. Bestimmen Sie das Fassungsvermögen und die F üll ­
höhe bei halber Füllung. 

11.3. Ein Stativfuß hat eine hyperbolische BegrenztmgskmTe gemäß der Funktion 
2 

y = x . Der größte Durchmesser beträgt 2 dm, die Liinge 3 dm. B erechnen Sie 

das Volumen. 

( ' 
1 * 11.4. Die Hülle 'einer Forschungsrakete besteht aus e inem Rumpf und einem kegel-

. förmigen Kopf. · 
Der Rumpf wird beschrieben durch R otation d er Fläche zwi schen d em Bild der 
Funktion mit der Gle ichung /(x} = 1 - 0 ,5 e - • untl d er ;~-Ach:,;o im Intervall 
[0; 10]. Die Mantellinie d es K egels ist Tangente an di e Kurve im Punkte 
P 0[0; /(0)] . Maßangaben in m . Bestimmen Sie das Volumen der Rakete . 

11.5. Weinfässer haben meist ellipsoidae Gestalt. AlsAusgan gskmTe soll der oberhalb 

der x-Achse gelegene Teil der Ellipse mit d er Gleichtmg : : + ~ = 1 gewä hlt 

werden. Die Fläche zwischen ihr und der x -Achse rotiere im Interva ll [- 0,5 l; 
+ 0,5l] um die x-Achse. Welches Volumen entsteht für a = 5 clm, b = 3 clm und 
l = 8 dm? 

2~ 

* 11.6. . J cos~ dx. Berechnen Sw 1 + cos x 
0 

4 

* 11.7. J dx 
Berechnen Sie x ln x · 

2 

1 

11.8. Ber~chnen Sie J e 2• dx . 

0 

l:l:l 



n 
xll 

11 .1. 'l'ruLr = TC J m"x2 dX=TCm2 [~x3J:: 1n2 
= 3 TC(Xza- xl3). 

. II.~. 

~1; 1 

ZLmächst wird eine zweckmäßige Lage des Koordinatensystems gewühlt. Den 
Ursprung legt man günstig in den Scheitelpunkt einer nach rechts geöffneten 
Parabel, deren Achse mit der x-Achse zusammenfällt. 
Danach wird die "begrenzende" Parabelfunktion bestimn>t (Methode der unbe­
stimmten Koeffizienten): y 2 = 2px. Fur x = 10 ist y = 8. Daraus folgt 2p 
= 6,4; p = 3,2; y 2 = 6,4x. 

h 
V (bis zur Füllhöhe h) = nJ6,4 x dx. 

0 

1.1.3. Man stellt zunächst die Integrationsgrenzen fest: 

f(xd = 1; 
2 

- = 1 ~ x1 = 2; x 2 = x1 + 3 = 5 . 
X1 

5 

Zu berechnen ist also V= TC J 4::. 

2 

11..4. Zunächst ist (f(x)]2 zu bilden: 
[/(x)]2 = 1 - e-$ + 0,25 e- 2$ 

10 

V Ru = TC J (1-e- " + 0,25e- 2") dx = TC [x + e-$ - 0,125 e-2x]~O 
0 . 

= TC [10 + e-10 - 0,125 e-20 - 0 - e 0 + 0,125 e0
] 

,...._, 7t (10 + 0- 0- 0- 1 + 0,125) = 9,125 7t ~ 28,7. 

11..5. Man stellt nach y2 um: 

y2 = - b: xz + b2. Man berechnet das Doppelte des Volumens bei Rotation im 
a 

Intervall [0; 0,5 l] 

0,51 

V= 2rr J (- ~: xz + bz) dx. 
0 

X 
11..6. t = tan 2 ; 

1-t2 . 
COS X= 1 + t 2 ' 

2dt 
dx = 1 + t 2 

2" x=2" 

J cos x dx _ J (1- t 2
) (1 + t 2

) 2dt 
1 + COS X - (1 + t 2

) 2 (1 + t2
) 

0 x = O 

x=21t 

J 
1 - t2 

= 1 + t 2 dt. 
x= O 

11..7. 

4 4 1 

Man formturn in J~ = J ;- dx · 
xlnx lnx 

2 . 2 

Jetzt steht im Zähler die Ableitung des Nenners. 

1.1..8. Man substituiert 2x = t; x = 0,5 t; dx = 0,5 dt. 
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("; 

11..1. Ferner Umkehrfunktion: x = y: m; f(x2 ) = mx2 ; f(x 1) = mx1 

rnx2 

J yz rr [ 1 ]nu·, rrm 
VroLv = TC 2 dY= 2 -

3
y 3 = -

3 
(X z3-x1

3). 
1n rn m.r1 

m:r1 

Beachten Sie bitte, da ß dieses Volumen bei Rotation der Fläche zwischen dol' 
Geraden und der y-Achse um die y-Achse en tst eht. Es handelt sich also nich L 11111 

die Rotation der im ersten Teil betrachteten Fläche ! 

h 

1.1..2. V (bis h) = rr J 6,4x dx = rr [3,2x2 ]~ = 3,2 TChz. 
0 

5 

n.a. J 4dx [ -4]5 V= rr - 2- = rr -- = TC [ -0,8 + 2] = 1,2rr;:::, 3,59. 
X X 2 

2 

1.1.4. Man bestimmt den Tangentenanstieg für x = 0: 

/'(x) = 0,5 e-"; /'(0) = 0,5 = m; ' 

/(0) = 1 - ~,5 = 0,5. 

Schnittpunkt der Begrenzungsgeraden des K egels mit der x-Achse: x 8 = - 1, 
Höhe des Kegels = 1. 

[ 
b2 

]0,51 [ • 0 1 '>5 b2l 3 
] 

11..5. V= 2rr - 3a 2 x
3 + b2 x 

0 
= 2rr -~a2 + 0,5 b2l 

= ~ rrlb 2 [1,5-
0·~~5 zz]. 

X = 21t X = 21t .t = ~1t 

J 1 - t 2 J 2- (1 + t 2
) J dt ·" = ~" 

11..6. -1 2 dt = 1 2 clt = 2 -1 --2- J clt +t +t +t X = O 
x = O x=O x = O 

x-2" 
= [2 arctan t- t + O]x:Q 

4.!. 
11.7. J 1: x dx =[In (In\ xi)H = In 1,3863-ln 0,6931. 

2 

1 X=l 

11..8. J e2$ dx = J e1
• 0,5 dt = 0,5 [e 1]~ =~ = 0,5 [e 2'j~ = 0,5e2- 0,5e0 = 0,5 (o2 - 1). 

0 X= O 

I :Hi 

' 



D 
2 

11.1. Sollen die beiden Volumen gleich sein, so m~ß V1 "=;' V2 gelten. rr; (x2a- x1
3 ) = 

m . 
= 1t 

3 
(x2

3 - x1
3 ), also m = 0 oder m = 1; d. h., die Gerade y = mx muß ent-

weder die x-Achse sein oder unter 45° ansteigen. · I 
Der Fall, daß m nach oo strebt, bleibt unberücksichtigt. Der Fall m = 0 ist 
uninteressant, das Volumen wäre dann ebenfalls 0. 

11.2, h = 10; V (10) = 3,2 rr · 100 ~ 1000. . . V 500 
Für V= 500 (halbe Füllung) folgt 500 = 1t · 3,2 h2 ; h = 32 ~ 7,07. Die 
Füllhöhe beträgt dann etwa 71 mm (und nicht etwa 5 cm!). ' rr 

\ I 

' 
11.3. Das Volumen des Stativfußes be~rägt etwa 3,6 dm3• Der Fuß hat an seiner Spitze 

einen. Durchmesser von 0,8 dm. Nähme man einen Kegelstumpf an, so wäre das 
Volumen etwa 4,9 dm3 • · 

11.4. V Rumor= 28, 7; V Kegel (ohne Integ~ation) = 0,26; Gesamtvolumen der Rakete: 
V = 28,96 m 3 • Die Rakete ist 11m lang und hat einen größten Durchmesser 
von 2m. 

2Zb2 ( 0,125 ) 11.5. Das Fassungsvermögen kann nach V = 3 1,5 - ----;;,2 l2 ermittelt werden. 

Für a = 5 dm, b = 3 dm und l = 8 dm ergibt sich V~ 177 Liter. Wäre der 
Durchmesser einer Seitenfläche gegeben (mit 2c), so ergäbe sich a llgemein: 

V= ~l (2b 2 + c2 ). 

· ( X) X X 1) 11.6. ,2 arctan t-t = 2 arctan tan 2 -tan 2 = x-tan 2 
2" I 

J ·cos x dx 
1+ COS X [ · x]2" = x-.tan 2 0 

= 2rr-O-O + 0 = 2rr. 
0 . 

4 

J dx ln4 2ln2 
11.7. -

1
- = ln(ln4)-ln(ln2)=ln

1
-

2
=ln -

1 2 
=ln2 =0,6931 

x nx n n 
2 

ist eleganter als 
'. . 

4 ' 

J dx 1,3863 
x In x = In 1,3863 -In 0,6931 = In 0,6931 =In 2 = 0,6931. 

2 

1 

11.8. J eh·dx = 0,5 (e2 - 1) = 0,5 · 6,3891 = 3,1945. 
0 

l) Man beachte: 

· ( X) X arctan (tanx) = x bzw. arctan tan 2 = 2 

J36 
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