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Einfiihrung

\

In diesem Biichlein sind aus dem Bereich des Mathematikunterrichts der Fach- und
Oberschulen etwa 140 vollsténdig durchgerechnete Aufgaben enthalten, deren Losung
jeweils in Schritte unterteilt ist:

Teil A: Aufgabenstellung

Teil B: Erste Losungsschritte, meist mit dem Lbsungspla,n, dem Ansatz und
den notwendigen Voriiberlegungen

Teil ¢: Durchfiihrung der weiteren rechnerischen Operationen
Teil D: Fixierung des Ergebnisses, Kontrolle und Formulierung der Antwort.

Hier werden auch SchluBfolgerungen gezogen, Verallgemeinerungen. er-
wahnt und Hinweise auf Ergénzungen gegeben.

. Bei mehrgliedriger Problemstellung werden gelegentlich die Teilaufgaben getrennt in
(B) und (C) bearbeitet.
Neben einfacheren Aufgaben sind auch solche enthalten (Kennzeichnung durch *), die
oin tieferes Eindringen in das Stoffgebiet erfordern. Dem fortgeschrittenen Leser
wird empfohlen, auch selbsténdig von der Aufgabenstellung zur Lésung zu gelangen
und sein Ergebnis mit dem des Teils D zu vergleichen.
Jedem der 11 Abschnitte sind in gedréngter Form Leitsdtze, Verfahrensweisen und
‘Ubersichten vorangestellt, die eine gewisse Hilfestellung fiir die nachfolgenden Auf-
gaben geben sollen. Diese Vorbetrachtungen ersetzen aber dem Leser weder die For-
melsammlung noch das Lehrbuch.
Meist sind hier einfithrende Beispielaufgaben zu finden, deren Durchrechnung sich vor
den Ubungen empfiehlt.
Bereitet dem Leser ein Abschnitt Schwierigkeiten oder stellt er Liicken fest, so ist
dringend anzuraten, den Abschnitt nach einem Lehrbuch zu wiederholen. Eine Auswahl
geoigneter Lehrmaterialien ist im Literatur- und Quellenverzeichnis angegeben.
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1. Formehimstellungen

In Technik, Physik und Mathematik sind gegenseitige Beziehungen zwischen Gréfien
als Formeln bekannt. Es handelt sich um Gleichungen, die entweder Identitidten sind
(fir alle Belegungen der Variablen gelten) oder innerhalb eines bestimmten Defini-
tionshereiches die objektive Realitiat widerspiegeln. Héufig sind solche Beziehungen
ihrér mathematischen Struktur nach gleichartig aufgebaut. Die Bearbeitung der vollig
verschiedenen Gebieten entnommenen Gesetzmaéfigkeiten erfolgt deshalb oft analog.
Ein und derselbe Typ einer mathematischen Beziehung beschreibt und charakterisiert
also dann physikalische oder technische Verhéltnisse aus verschiedenen Sachgebieten.

/

Beispiele:
ITyp: s=wv-1 U=R-T v=1r-o Fg=u-Fy
lA=B.C gleichférmige Omnmsches Dreh- Reibung
Bewegung Gesetz bewegung
sino = nsinf =I-w RT=p-V wu=mwn-d
Brechungs- Lichtstrom Gas- Kreisumfang
gesetz Optik v gleichung
[Typ: a,=aw-7rt E=m:c* = —g— cu? s = »g t*
|
A =B.cC Radial- Gleichung von Schallstdrke = Freier Fall
beschleunigung EINSTEIN
m
F,=~r—-'v2 A = R P = R d> Ay = A, k?
Zentri- Kreisfliche Elektrische Ahnlichkeit
fugalkraft Leistung bei Flichen
; I m E A
g’I‘yp: T=2n-V—g— T=2n-V%— c=‘/—g~ d=a-)2
‘A =B.|C ‘Periodendauer Periodendauer Schall- Quadrat-
! beim Faden-  physikalisches geschwindig- diagonale
pendel Pendel |, keit
, yr- G R, - R, a-b wLy- L
ITyp = B'= = =
Typ: = GG, A A L, + Ly
e B.C Dichte- Kircanorr- ' Brennweite Betrag des Wider-
T DLE bestimmung  sches Gesetz  beim Spiegel — standsoperators
Parallelschaltung”
| Typ: My 1@ Q . myemy I-cose
| 4 _BC-D =g r2 F—4TCS s? =% e = 72
fstem= 72 Anziehung CouLomMB- Magnetisches  Beleuchtungs-
von Massen Gesetz Feld stirke )
[t s T 4 g gy
‘A =B 4+C) {1+ adl) Vod +p4t) Byl + af) d(n—1)
Lingen- Volumen- Widerstand arithmetische
ausdehnung ausdehnung  in Abhédngig- TFolge

keit von der
Temperatur

I =

i

Die Beziehungen (Gleichungen, Formeln) enthalten in den Termen Variablen, die von-
cinander abhédngen.

Die Beziehung s = v . t
(Weg = Geschwindigkeit . Zeit)

kann als Funktionsgleichung

s(t) = w1 [s und ¢ variabel, v konstant]

dargestellt werden.

Bedeutung: Der zuriickgelegte Weg s ist bei gleichférmig geradliniger Bewegung von
der Zeit ¢ abhingig.

Iintsprechend kann man schreiben:

U/(R)=1I-Rund v(r) = o7 und Fp(Fy) = i+ Fy und u(d) = © - d usw. Der Typ
oiner solchen Abhingigkeit wird mathematisch durch die verallgemeinernde Symbolik
f(x) = ... beschrieben.

In der Regel ist in einer Formel eine bestimmte Variable gesucht (unbekannt), die
anderen GroBen sind gegeben. Nicht immer ist jedoch die unbekannte V ariable in Ab-
hiingigkeit von den anderen explizit dargestellt. Dann muf die Formel erst nach einer
bestimmten (unbekannten) Variablen aufgeldst werden.

Das geschieht in folgender Weise:

Sehritt  Prinzip Muster

In einer Batterieschaltung sind n Ele-
mente in Reihe (hintereinander) ge-
schaltet. Jedes Blement hat die Span-
nung U und den inneren Widerstand
R,. Die Gesamtstromstirke ist I. Der
AuBenwiderstand R, ist gesucht.

A Aufgabenstellung
(sachgebietsbezogen)

Aufstellen der Formel et | gV e

(bekannt oder gegeben, evtl. aus TRy R
der Formelsammlung zu entnehmen)

Formulierung der mathema- b g
tischen Aufgabe T B AR,

(Kennzeichnung der gesuchten

Grofle) ist nach R, aufzulosen. -

] Beschreibung der mathematischen Die gesuchte Variable steht als Sum-
Terme mand im Nenner eines Bruches.
(Losungsplan)

Elementare Operationen zur Verein- I(n - R+ R) =n U
fachung

(falls erforderlich, Wurzeln oder
Briiche beseitigen — falls unbek.
Variable innerhalb eines durch
Klammern eingeschlossenen Terms,
Auflosen desselben oft zweckmiBig)

I-n-Bi4+I-R,=n-TU




isolieren der unbekannten Variablen I-R,=n-U —1-n-R,
(Ziel: Terme mit der unbekannten 1.1,
"Variablen stehen isoliert auf einer

Seite der Beziehung)

Division der gesamten Gleichung R : n-U—I:n-R; oar il
durch den Koeffizienten (Beiwert) L I ; ¥

Die im Beispiel genannte Formel
w0
n -R i + Ru

ist nach n aufzuldsen.
(Gesucht ist die Anzahl der in Reihe geschalteten Elemente.)

I =

der unbekannten Variablen
(Zuvor ist gegebenenfalls die unbe- 1.2,
kannte Variable auszuheben / aus-

zuklammern)

. Bessere Gestaltung der gefundenen

Die unter dem Namen ,,Geradengleichung‘‘ oder ,,Linearfunktion‘‘ bekannte
Beziehung A

Y =ay + q@

ist nach x aufzulésen.

R,.=ng——nR, /

Formel I ) 1.8,
oder:
. U
' \ R,=n <"1‘-‘_ Rl)

Deutung und Diskussion Der AuBlenwiderstand kann bestimmb

Fiar die Berechnung des Widerstandswertes eines Drahtes gilt die Formel

l 30y : ' .
R=gp a° wobei g eine Materialkonstante (spez. Widerstand), 4 der Leitungs-

v

querschnitt und ! die Lénge der Leitung ist.
Fir 4 ist mr? einzusetzen. Die Formel ist nach dem Radius des Leitungsdrahtes
aufzulosen.

werden durch die mit der Anzahl der

. Beachten Sie:

Die Formel der Ricamannschen Mischungsregel
mycy (B — t1) = myCy (£ — 2)

ist nach der Mischtemperatur ¢ aufzulésen.

Elemente multiplizierten Differenz 14,
von Gesamtwiderstand und Innen-
widerstand.

1.6.

Bei der Umstellung von Formeln gelten die GesetzméiBighkeiten des Losens von Glei-
chungen, Es diirfen also nur iiquivalente Umformungen vorgenommen werden.

Grundsétzlich darf auf beiden Seiten einer Gleichheitsbeziehung nur die gleiche Opera-
tion ausgefiithrt werden, ; A

Die Gleichung
14+m _a
1—m b

. / .
ist nach m aufzulosen.

1.6,

und zwar:

Addition oder Subtraktion eines Terms,, ‘

Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Term,

Division durch einen von Null verschiedenen Term, Jus
Potenzieren mit ungeradzahligem Exponenten, 1.9,
Radizieren, sofern auf beiden Seiten positive Grofen stehen.

Eine Division durch 0 oder durch einen Term, der den Wert 0 annehmen kann, ist

nicht zuléssig. )

12
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1.8,

Im gleichseitigen Dreieck gilt fiir dieH6he - und die Seitenlinge a die Beziehung:
7
h=2y3

Die Seitenlidnge a soll in Abhéngigkeit von der Hohe i angegeben werden.

Fiir einen Kreis gelten bekanntlich die Formeln 4 = 2 fiir die Kreisfldche und
u = 27r fur den Kreisumfang.'

Losen Sie beide Formeln nach # auf. Durch Gleichsetzung ist anschlieBend eine
Beziehung zwischen 4 und w herzustellen, die von » unabhingig ist.

Die Beziehung
v=Ji+1

ist nach ¢ aufzulosen.

1.9,

Die Formel

g—1

q—1 ;

gilt fir die Summe einer geometrischen Reihe. (Der Quotient zweier aufeinander-

folgender Glieder ist konstant.)
Die Beziehung ist nach der Gliederzahl n aufzuldsen.
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1.1. Die gesuchte Variable steht im Zahler InR; 4 IR, = nU
und in einem Summanden des Nenners (nach Multiplikation
eines Bruches. mit dem gesamten Nenner)

1.2. Die gesuchte Variable ist Faktor in Y — @y = a4
einem Summanden der rechten Seite. oder

QX =Y — Gy

1.3. Es ist zunichst der Ausdruck fiir 4 einzusetzen. Die gesuchte Variablle r steht
dann in quadratischer Form im Nenner eines Bruches.

R=p n—fz Mit wr? multipliziert:

2 wegéh A = m? Rrr? = ol

1.4. Die gesuchte Variable ¢ tritt links- und rechtsseitig als Glied einer Differenz auf,
die mit verschiedenen Faktoren multipliziert ist.

MCiE — MyCyly == MyColy — MyCyl

1.5. Die gesuchte Variable m steht im b(1 4+ m)=a(l—m)
Zahler und im Nenner eines Bruches b+ bm =a—am
in einer Summe bzw. Differenz.

1.6. Die gesuchte Variable a ist Teil eines Produktes, das eine irrationale Zahl ent-
hilt. Es wird mit 2 multipliziert, durch }/3 dividiert. AnschlieBend werden die
Seiten vertauscht.
2h 2 h
— = a; A = ———

V3 V3

1.7. Beide Beziehungen werden durch die Koeffizienten von » bzw. »? dividiert.
A w
=2 el —1
et 27 &

1.8. Die gesuchte Variable ¢ tritt als Summand im Radikanden einer Wurzel auf. Es
mufl ¢ = — 1 gelten. ZweckméBigerweise wird zunéchst quadriert. v* =1t + 1

1.9. Die gesuchte Variable n tritt im Exponenten eines Gliedes im Zihler eines
Bruchs auf. Multiplikation mit (¢—1), Division durch a,.
salg—1) _ .,

ay o

14

1.1, Glieder mit der unbekannten InR—nU = —1IR
Variablen linksseitig zusammen- ’
gefalit. n(U—IR) = IR,
Division durch die Klammer. ; n= By

U—1IR,

1.2, Man dividiere durch a,: s B 20

2 (437
1.8.  Zunichst ist durch Rr zu dividieren. 5 ol
R
Zur Auflésung nach 7 ist die Wurzel zu
ziehen : r = _Fl/ ge
) Y RBr
Es ist aber nur der positive Wert verwendbar.

1.4, Glieder mit der unbekannten Variablen linksseitig zusammentassen.
(M101 + MgCa) t = M1ty + Myeyty
i Mty m%%

M6y ~+ MaCy
L.h.  Glieder mit m linksseitig zusammenfassen.
(a+b)ym=a—b
i b
Ta-+b
.6, Der entstandene Nenner sollte rational gemacht werden (Krweiterung mit /'3).
R B '
y3-y3 3
1.7, Zwei Wege méglich!
(1) Ligksseitig radizieren und # (2) Rechte Gleichung quadrieren und
gleichsetzen. 7% gleichsetzen.
TN 4_._w
T 2n > T 42
A u? g
n 4n? ki
18, ¢ =2—1

Man addiere beidseitig 1. Auch hier ist Logarithmieren angezeigt.

n (q e 1) + a / Sa =t
e T RO k) o WS TS
1 @y
Iis konnen hier Logarithmen einer beliebigen Basis verwendet werden. In der

Regel wird man die dekadischen, Logarithmen (Basis 10) nehmen.




1.1. Die Anzahl der Elemente li8t sich bei Kenntnis von I, U, R, und R, nach
.2 ermitteln
"=T-TR, ; v
Eine Division von Zahler und Nenner " R,
durch I wiirde nur zu nebenstehender B n
Form fithren, die physikalisch wenig T i
aussagekriftig ist.
/ . P 5 Y — Qo ‘
1.2. Die Darstellung in Form eines Quotienten ist moglich z = & 7 aber wenig \
aussagekraftig. Aus der Form a = 4, y — %Eerkennt man, daf} alich/w linear
von y abhéngt. By 1
t : 3 1 i e
1.8. Beriicksichtigt man in der Losung » = Vm, dafl = eine Zahlenkons;mt; _1;11(1 0
eine (bekannte) Materialkonstante ist, so ist die Schreibweise r = ]/ - ] S - A
=¢ V% besser. |
1.4. Die Mischtemperatur ¢ ergibt sich als ein Bruch:
£ M1C1ly + MaCols
T mgey + mace
; Fiir ¢; = ¢, ergibt sich nach Kiirzen ¢ = #; = ¢, (trivialer Fall).
1.5. Die GroBe m ist der Quotient aus Differenz und Summe von a und b:
_a—b :
T a+bd :
VR e T
1.6. Im gleichseitigen Dreieck hingt geméfl a = b h dieSeitenldngelinea
Hohe ab (ist ihr direkt proportional). _ . . .
Der funktionale Charakter 146t sich durch a = f(k) andeuten. Die Schreibweise
ah) = % h ist nur als ,,Abkiirzung‘‘ zu betrachten.!
: 1
1.7. Die Abhingigkeit zwischen 4 und » des Kreises kann durch 4 = e u? oder
u = 2)/Ar dargestellt werden. Die Fliche wichst mit dem Quadrat des Um-
fangs! ’
1.8. tist in quadratischer Weise von » abhéingig.
e ’I)é o 1
1.9. Die Anzahl der Glieder n 148t sich nach der Formel
n :-_log ﬁ_(g:ﬂt.q_l :logq >
ay
bestimmen. Man beachte, daB n € N sein muB. Zuweilen muf wegen. der Unge-
nauigkeit der Tafelwerte etwas gerundet werden.
16

Linige Bemerkungen zum Losungsplan

Boroits bei den Aufgaben des Abschnitts 1. wird der Leser festgestellt haben, da beim -
Liwen mathematischer Aufgaben nichts dem Zufall tiberlassen bleiben sollte, sondern
planvoll und zielgerichtet vorgegangen werden muB. In diesem Biichlein wird in der
Rogel jeweils nur ein Lésungsweg vorgeschlagen. Man tiberzeuge sich jedoch an Hand
lolgender Aufgabe, daB meist mehrere Wege zum Ziel fithren. Jedem dieser Wege
liogt ein gewisser Plan, ein gewisses Programm zugrunde, dessen wesentlicher Inhalt
dio Krreichung eines Teilzieles ist. Nicht nur dem Anféanger fillt es oft schwer, sich so-
lort fiir den elegantesten oder rentabelsten Losungsweg zu entscheiden. Zu einem
Waochsel auf einen anderen Losungsplan wihrend der Arbeit ist nur dann zu raten,
wonn. der eingeschlagene Weg nachweisbar nicht zum Ziel fithren kann. Im dbrigen
wird derjenige stets im Vorteil sein, der den groBeren Vorrat an Losungsverfahren
poareat hat.

Holgpiel:

Dor Ausdruck A4 = _a—b_—— f_b_ soll vereinfacht werden.
Va —Yb  Ya 4o

Lisungsweg 1 (Programm: Es handelt sich um zwei Briiche, die zunichst gleichnamig
#1 machen sind.)

Huuptnenner: (Ya + Vb) (Yo — Vb) = a — b (binom. Form)

oy . 7 - b R
Noch Erweiterung ergibt sich: 4 = (@—b) (Ja+ o lg"’ 54 g Jh
b=

o Vi
Durausfolgt: 4 = B, 2]/6

Liikungsweg 2 (Programm: Die Zihler beider Briiche sind gleich, infolgedessen sollte
(4 = b) ausgeklammert werden..)

1 1
Aunhoben : A= (a—b) (W—mﬁ:)
Gloichnamigmachen: 4 — (a—10) f‘E_’F__‘__Vb()l:I()__V“ —15)
und weiter : A == 2}/17

v

Lilsungsweg 3 (Programm : Die beiden Briiche enthalten irrationale Nenner, die Nenner
nollten also zunichst rational gemacht werden.)

Rationalmachen :

P (a—b) (Ya 4+ yb)  (a—b) (Ya — Vb)
(Ya —yb) (Ya + yb)  (Ya + yb) (Ya — ¥b)

\
Dio beiden Nenner sind gleich groB, nédmlich (@ — b). Im Zihler wird (@ — b) ausge-
hoben und gegen den Nenner gekiirzt. Es bleibt 4 = 2 yb.

2 Koch, Anleitung
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Liésungsweg 4 (Programm: Man erkennt, daB die Ausdr_i}eke in Zéi_hler u_1}d Nenner
Bestandteile der dritten binomischen Formelsind. Esgilt (Ja + Vo) (Ya — Jb) =a —b

' Die beiden Zéhler sind in ein Produkt zu verwandeln.)
4

(Ya + ¥5) (Yo —¥8) _ (a + ¥8) (Yo — Vo)
Y& —15 ya + 16

Kiirzen: A = (}/a_,—}- 1/13“)*; (]/Zl_: Vb—)
und weiter: 4 = 2)/b !

Aufspalten der Ziihier : A=

Losungsweg 5 (Programm: Das Rechnen mit den Wurzeln erscheint unbeql'lem. Man "

fithrt eine Substitution durch: = Ja und v = Y8
Neue Form des Ausdrucks nach Substitution:

' w2 ut—o?
A= —_
u— u—+v

(u—v) () (@—2) (4+7)

U—D w4 v

Umformung der Zahler: A4 =

Kiirzen: 4 = 2v

Die Substitution wird riickgangig gemacht: A = 2yb.

Es gibt noch weitere Losungswege. Alle genannten — doch recht unterschiedlichen —
Methoden fithren zum Ziel. Nachtréglich kann sogar eingeschétzt werden, da dabei
keine grofen Unterschiede im Arbeitsaufwand auftreten.

. Nachdem diese Aufgabe geldst ist, sollte man auf die Deutung des Ergebnisses nicht
verzichten. Zur — kaum vorauszusagenden — Uberraschung hingt A nicht von a ab,
sondern nur von b: symbolisch ausgedriickt durch A = f(b).

Die Werte, die A fiir bestimmte Gréfen a und b annimmt (z. B. fiir @ = 1013,65 und
b = 6,25), lassen sich mit der Darstellung 4 = 2 Jb viel schneller berechnen als in der
Ausgangsform. ‘ "

Bei der Aufgabenstellung sollte iibrigens vermerkt werden, daB sowohl a als auch b
nicht negativ sein miissen!

2. Tinige Bemerkungen zur Mengenlehre

Die Symbolik der Mengenlehre hat sich weitgehend in allen Bereichen der modernen
Schulmathematik durchgesetzt. Sie zeichnet sich durch Kiirze und Abstraktion aus.
Dem Anfinger — der sich die Grundlagen der Mengenlehre mittels der einschligigen
Literatur aneignen sollte — bereiten aber hiufig die elementaren Mengenoperationen
und die Darstellung von Intervallen Schwierigkeiten. Dabei sollte beachtet werden,
daB die Mengen in den Lehrbiichern nicht immer mit den gleichen Symbolen gekenn-
zeichnet werden. i - ; "

\
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(In der folgenden Ubersicht

druckt.)

'werden die an Fachschulen Gblichen Symbole rot ausge-

Name der Menge

Symbole . Folgende Rechen-
nicht in der sonstige operationensind innerhalb
st.apdar- Schul- Symbolik | der Menge unbeschrinkt
disiert mathem. ausfihrbar
1 ublich
5 a
= ,§ é; =] g o
s 1213 |5 | & |88
S| 2|2 |zE| 8 |34
2| & |2 |RE| & |&R
Looro Menge {10 /
linormenge aus 0 j j j
lloment 0 { } o0l Sl s Rk sl s
liinormenge aus 1 j j j j
Ilomeont 1 . o i Ll Rl A i
Ziwolormenge aus 0: 1 je ) j j
don lementen 0 %1 S RSN A
und 1
PPonitive ungerade | U, Un* ] j
Znhlon P Bt ! Pl el
Ponitive gerade Gr+ j j j
Znhlon ' w15 R ol Rl e
Nutfirliche Zahlen | N+ N\{0 ja j j
(ohpo Null) s : o1 el Ll on 8
Natiirliche Zahlen €N, N j j j
mit Null P AR, ¥R TR AR
Gango Zahlen G ©, I jaljalja| n |ja|n
E (gamma)
Uunvo, nogative G- j
Znhlon off Pk e il Rk
'rimzanhlen Pr n n n n n
tobrochene B* pt ja j j j
(pon.) Zahlen : A e
Hutionalo Zahlen R P(rho)®, | ja | ja | ja | ja | ja | n
: K
Nichtrationale I j
Zinhlon N e 5N
Hoollo Zahlen P R, A (delta)| ja | ja | ja | ja [ja ja
R
Komploxe Zahlen Z, K, 3
o

19




Weitere Symbole

Alle Elemente von N sind auch Elemente von G

A ist Teilmenge von B oder gleich B
(A ist echte oder unechte Teilmenge von B)

[Verwechseln Sie diese Zeichen nicht mit < oder =!]

26N 2 ist Element von N
0,5 ¢G: 0,5 ist nicht Element von ¢
N @@ N ist Teilmenge von G

N ist enthalten in G
AC B
Ar=.B;

Beide Mengen sind gleich. Sie enthalten genau dieselben Elefnente. (Die

Reihenfolge der Elemente bleibt unberiicksichtigt.)

Die leere Menge @ und die Menge selbst ist stets Teilmenge einer Menge. Man spricht

von unechten Teilmengen.

Angabe von Intervallen

Moderne Schreib-
weise (Mengenlehre)

herkémmliche
Schreibweise
mit Ungleich-
heitszeichen

Sprechweise

[a; b] oder < a;b>
(c; d)
(m;n]
(— o0; — 2)U (25 o)
(— oo; — 8]U[12;00)

Man beachte, daB einige der genannten Zeichen in verschiedenen Bereichen der Mathe- |
matik zum Teil recht unterschiedliche Bedeutungen haben. Insbesondere beachte man: ¢

(25 3) Koordinaten eines Punlktes (Zahlenpaar) oder beidseitig offenes Intervall
{2; 3} Menge von zwei Elementen ‘
... <4;.-- linke geschlossene Begrenzung eines Intervalls

. 4.+ oder ,,Kleiner-als‘‘-Beziehung.

Fir die Ausfiihrung von Menéen operationen werden einheitlich die SymboleU, M und \
verwendet. (Vgl. Ubersicht auf der folgenden Seite.)
Mittels dieser Symbole werden vor allem folgende Tatbesténde verdeutlicht :

KlﬂK2=S:
F,NF,=M:
L, auch B

ol i s by
20

b
d
n

S Q

AN

=
<z
x

I

2

INe= S
IIA

=g

beiderseits abgeschlossenes Intervall
beiderseits offenes Intervall
linksseitig offenes Intervall

zwei Intervalle zusammengefa3t

dto.

Angabe des Schnittpunkts oder der Schnittpunkte zweier Kurven

Gemeinsame Wertepaare zweier Funktionen (;,Losungen* & und y
eines Gleichungssystems) '
Lésungs- oder Erfiillungsmenge einer Gleichung

Ubersicht iiber die' Mengenoperationen

(Funlet-

A mongon)

@@

a’))

einer Men-
ge auf eine
andere
(Funktion)
ist Teil-
menge des
Mengen-
produkts.

Bosiohungen

AU B =
>BCA

hhildungen von Mengen

AT B =B
= A, Bliegen
,,diskret**

topobon sind zwei Mengen 4 und B.

\

i sl J

:i:‘::u:\::‘l;(lsl.d“»"f aus der Menge 4 in die Menge B liegt vor, wenn eine Vorschrift ge-
domenten aus 4 gewisse Elemente in B zuordnet. Werden dabei alle Elemento

A\B=0
Sdch
ANB =4

> 4, B diskret

§on A und B erfaBt, so spricht man von einer Abbildung von A aut B

|

Hymbolik AUB 4N
3 P B A\ B
P A B
—r e ;
'I"u/m( h Vereinigungs- Durchschnitts- Differenz- Mengen
ng menge menge menge Procigukt;
i3t | ‘
{entweder sowohl in fawar i I
il € ) ! 5 L ! mwar in o, I I Menge
101 : 1‘L . [ A oderin B|| jals auch in B | laber nicht in 7 ¥ l; \“-H
l* smonte, ' oder in beiden | [ B ‘El ]H ];“f;-
R ‘ {lichenZah-
| |
[ Ay [lenpaare |
\‘n.lls jt: '
|cinem Ele-
g | ient von |
| 1 und
| einem von|
| 8 !
Wil | 8 |
7 :
4 durntollung % A B {;J_Ine Ab-
% s ildung




Uborsicht iiber einige Funktionen und deren Bilder

Bei einer eindeutigen Abbildung wird jedem Element a € A ein und nur ein Element 8%y don Abschnitten: Mengenlehre und Kurvendiskussion ' ]

b € B zugeordnet.

Die Abbildung ist eineindeutig (oder umkehrbar eindeutig), wenn dabei auch jedem i
Element b € B ein und nur ein Element a € 4 zugeordnet werden kann. v f(2) Beschrin- Bild der Funktion Harerkimgedl Null. | &
ame der kungen (Kurve) B sttlall- i £,
; (" i
Funktionen | :‘rﬁ:ug:r § len '::;
'Arbeiten Sie von Anfang an mit der mengentheoretischen Definition der Funktion ! i ; ¥
Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung aus der Zahlenmenge X in die i
Zahlenmenge Y, d. h., jedem 2 € X ist ein (und nur ein) Element y € Y zuge- (@) = m, b, x € P y m kennzeichnet | — l
ordnet. / = mr+ b (veell) m=0; b>b.\ ; den Anstieg Ting %
/ /, m < 0 fallend  |Gleich.
e XY i \0emelil- ~'\"§:"" / m > 0 steigend
3 : JAneare / \5>0 AN / m > 1 stirker
Die Menge aller dadurch bestimmten Wertepaare (,; ¥,) ist Teilmenge des Mengen- §l'unktion —t : /&.\ : als 45° an-
produkts X X Y. / % 2 steigend
Ist die Abbildung sogar eineindeutig, so kann auch die Umkehrfunktion (inverse { |m<0;/ W ==
Funktion) gebildet werden. Es ist erstrebensvs ert, eine Funktion in folgender Form zu &y.nden! // [6>0] % hosmalabosd
kennzeichnen : EeIGHgY
% m>1; b<0 den Schnitt-
punkt
—1($,J)IWER/\'L:> 2+1} 1 S, (03 b)
mit der y-Achse
Im Bereich der Oberschulen und Fachschulen ist es jedoch in der Regel iiblich, aus §(x) = A0 ; Al .
ZweckmiBighkeitsgrinden eine verkiirzte Schreibweise zu wahlen; fiir die genannte §e Aa2? 4 Bx| 4, B, ¢, » Y. % i kennzeichnet i (o)
spezielle Funktion zum Beispiel die zugehérige Funktionsgleichung | ¢ . o 3:5' die Offnung quadr.
(:}0’ '-“ ; A > 0 nach Gleich.
' p ! A>0; I oben
(y=) f(x) = = mit dem Vermerk : @ reell. gig- & . 4 < 0 fash
7 ] 2 §
‘ undratische bt i \{?ggf :A< U’:Eﬁf unten
In diesem Biichlein wird diese dem Schiiler vertraute Form der Funktionskennzeich- §'unktion il P % * | 4] <1 ,,flach*
nung verwendet. Die f(x) stellen nur die Funktionswerte dar. / T ) Bikennzeichnet
Beim Graph einer Funktion werden Definitionsbereich und Wertevorrat unmittelbar | / m die Rechts-
zeichnerisch dargestellt und die Abbildung durch Pfeile veranschaulicht. B<0; C<0 < B, Loinles-
Man begniigt sich gelegentlich mit einer V\’extetafel (Wertetabelle), die auszugsweise T lage d. Schei-
einige Zuordnungen angibt. ) telg
Die graphische Darstellung einer Funktion wird im allgemeinen als Kurve bezeichnet. §'arabeln Dideapmaeickusi
Dabeisind die Koordinaten der Kurvenpunkte zugleich die Wertepaare der Abbildung. ‘i S )11 e
In der Schulmathematik ist gegenwirtig statt Kurve auch die Bezeichnung Bild der ¢ en]' tL m;/tt-
Funktion iiblich. ‘ . o
Die geometrischen Eigenschaften der Kurve sind wesentlich durch die Koeffizienten | gerade Y- S
der Funktionsgleichung bestimmt. Eine Ubersicht iiber besonders haufig vorkommende n€N ;
Funktionen und ihre Kurven finden Sie auf den folgenden Seiten. (fir n ='0 e 4 It
Die hier gegebenen Erlduterungen zum Funktionsbegriff entheben Sie nicht der Not- BB O Punkte aufler | aufler
wendigkeit, sich ausfithrlich und eingehend an Hand eines Lehrbuchs mit den theore- nicht defi- 0 (05 0) far | far /
tisghen Grundlagen der Mengen- und Funktionslehre auseinanderzusetzen ! niert) B (Eal(lfsell )n =0) |n=0n=0
1) Statt f wird zuweilen auch F' verwendet. R ist hier die Menge der reellen Zahlen {'n ungerade

Das Zeichen A fordert die gleichzeitige Beriicksichtigung beider Forderungen.

/
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Fortsetzung : 2
= f(x) Beschrin- Bild der Funktion Bemerkungen Null- |2
Jame der kungen (Kurve) / stel- % e
‘unktion len %5
Jame der <3
{urve £ng
54-‘3':
2RS |
o
() =)@ n € N\{0} Ay Gemeinsame 0 0
Vurzel- far < 0 7 Punkte
mktion nicht defi- A T 0(0;0)
) niert 4 E gt ——7" E(1;1)
[rarabel- || n =1 T =z Kurve verliauft
Bhnlich, uninteres- 17 nur im
mr ein Ast!| sant : ersten Qua-
R TRt e dranten
(@) = i ’ﬂ_.e N\{o} by Anniiherung an | keine keine
¥ iﬁ:;hﬁ; ?efoi Ty i du;s1 Koordinaten-
- achsen
: /
s | e /: it
n =0 +‘*/‘ Gemeinsame
o Punkt
unkte
cinfache uninteres- AvngHd E (1;1)
ebrochen- | sant ; -
ationale
“unktion)
| Hyperbeln |
(x) = a® a=0 $0<a\<1'r y i lTechnik: keine 1
' N (a>1) Diampfung (a,uﬁgr)' (a,uﬁg
o |\ soloains S Sl =
xponential- g% N ' Bm]Ogle_'
unktion Tira = 0 'mita>i) N 12 Entwicklung
anz =0 i g=1 Physik:
icht defi- | " ik
nic efi = o radioaktiver
niert el o e i ;’X Zerfall
a=
f(0) =1
e auller a = 0
| :yxponen-i f(i) = a

Hialkurven

Die Kurven zu
a, = aund

1
gy
liegen symme-
trisch zur y-

Achse

Fortsetzung :

i}

- -
e

w f(2) Beschréin- Bild der Funktion Bemerkungen Null- | £
amo der kungen (Kurve) stel- % .
unktion len R
wn
ame =
or Kurve i
fu8
Rt
224
DED
. Periodizitat 2w
t) = sinz | — 1 = f(x) (@) = 04 0
o 1
Inus- s ' o Herl &by ®
= s y Anstieg im Ur-
praan TS €41 s sprung 45°
+1 B Maxima bei
™
_z Z\ n o + 2kn
, 2 2 \\7‘ 2 N, W
s L L T 1mima pel
i Nk 3
" A @ = "L 2k
v A -~ 5 =
o - y Periodizitit 27w
) nicht defi- Pol Pol Pol Bsls (= 0
X - i ! H | o A
tana nll)ellb : =l ! 4505 Braisres kn
\ (Pol} ! | : 2k — 1)
nngens- fiar - L1z : : 9
unktion x = | ‘ : i
| | a) =1
2k — 1) x ! 1# 5 : f(a) i
9 ! : X I I}
_Z T 3z X Bt Vi
‘angens- 2| 2: 2 P
kkurve i ; ¥




A

Die Menge A bestehe aus den Produktivkraften, die Menge B aus den Produl-
tionsinstrumenten einer bestimmten gesellschaftlichen Epoche. Welche Rela-
tion besteht zwischen beiden Mengen ?

Gegeben seien Pr Menge der Primzahlen und U Menge der ungeraden positiven
Zahlen. Bestimmen, Sie PrJ U; Pr N\ U; Pr\U und U\ Pr.

2.3,

In einer Fernstudiengruppe von 39 Studenten gehéren 11 der FDJ, 19 dem
FDGB und 23 der DSF an. Ein Student ist Mitglied aller drei Orgamsa,tlonen,
4 weitere sind gleichzeitig in der FDJ und der DSF organisiert, 7 sind im FDGB
und in der DSF, aber nicht in der FDJ, 2 gehéren nur dem FDGB und der FDJ
an. Wieviel Studenten sind nur in einer Organisation, wie viele in keiner?

Fiir ein Teilverhiltnis 1 folgen aus Berechnungen zwei Bedingungen: a) |4 | =
= 1,5 und b) — 4 =1 < 2. Welche Werte fiir 4 sind moglich?

Ein Gleichungssystem a,& + b,y = ¢,, a,® + byy = ¢, hat die Eigenschaft
@y : by = a,: by, Was kann tiber die Losungsmenge ausgesagt werden ?

2.6.

Eine Parabel verlaufe sehr ,,flach®, sei nach oben geoffnet und schneide die y-

Achse im Scheitel bei (0; — 4). Was kann tiber die Koeffizienten der zugehérigen

cuadratischen Funktion ausgesagt werden ?

2.7,

Gegeben ist f(x) = — 0,6 22 — 2 4 3. Welche qualitativen Aussagen sind
ohne Rechnung tiber den Verlauf ihres Bildes mdglich ?

Eine Gerade schneide die y-Achse bei (0; — 3,5) und falle unter einem Winkel
< 45° gegen die Horizontale. Was kann tiber die Koeffizienten m und b ausge-
sagt werden ?

2.9.

Der Verlauf der Bilder der Exponentialfunktionen f(x) = 22, g(x) = 0,57 und
h(z) = 2-%ist zu vergleichen.

Geben Sie die Intervalle I;; I, und I an, fir die mit « € P gilt: @ + 2> 3;
e+ 7=10;3<<ax—2=<4.




2.1, Pie Produk'tionsinstrumente sind bekanntlich ein Teil der Produktivkrifte.
Uberlegen Sie auch, was noch zu den Produktivkraften gehort.
2.2,  Man notiert sich zunichst die ersten Glieder der vorkommenden Mengen
Pri= {2 3555 75105435175« o)
U ={1:835;7:9:514;13;... i $ 2 ie einzi
Prjmzih], 3;- -} und stellt ferner fest: 2 ist die einzige gerade
2.3. Inder FDJ sind 11, davon 4 auch in D i ; i
e ol ucll in DSF, 2 auch im FDGB und 1 weiterer auch
1 X ; A !
];g 133‘3?!1(31]31?%1(}(1 19, davon 7 auch in DSTF, 2 auch in FDJ, 1 weiterer auch in
In DSF sind 23, davon 4 auch in FDJ, 7 auch im FD i i
i 5 ch im GB, 1 weiterer auch in
Nur in der FDJ sind also 4, nur im FDGB 9, und nur in der DSF sind 11.
2.4. Die Bedingungen lauten a) 2 = — 4,5 und 1 =1,5;b) — 4 =1 < 2.
2.5. Man 16st beide Gleichungen nach y auf:
v a1 ¢ a ¢
Y= —"2 - 2t = IR i ied
Riky by + by g2i 8 by g by *
2.6. Kennzeichen:
a) sehr flacher Verlauf
b) Offnung nach oben
c) der Scheitel liegt auf der y-Achse
d) Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt (0; — 4).
2. : Aus 4 = — 0,5 kann man sofort auf einen ,,flachen‘
A Bk i 55 en‘‘ Verlauf der : J
Offnung nach unten schlielen. R UHR S g el v
2.8. Aussagen iiber den Verlauf der Geraden:
a) die Gerade fillt
b) die Gerade verlauft flach
¢) die Gerade schneidet die y-Achse unterhalb der a-Achse.
2.9. Weger%"der Potenzgesetze stimmen die Funktionen g und % iiberein : ( 1):{ = 2~*
d. h., for alle z€ P ist g(z) = h(z). AT
2.10. Nach Umformung

z >1bzw.z =3 bzw. 5 <z = 6.

G

nl
P

Die Produlktionsinstrumente bilden eine Teilmenge der Produktivkrifte. Die
lotzteren enthalten noch einige Elemente mehr, z. B. den arbeitenden Menschen

selbst!

Pr U U wird alle ungeraden Zahlen einschlieBlich der 2 enthalten.
Pr () U enthilt nur die Primzahlen aufler der 2.

Pr\U Lkann nur die 2 enthalten, weil diese nicht Element von U.
U\Pr enthilt nur einen Teil der ungeraden Zahlen.

2.3,

Menge der FDJ-Mitglieder: J

Menge der DSF-Mitglieder: D

Menge der FDGB-Mitglieder: F

Menge der Studenten in nur einer Organisation (24)
M = J\(DUF)UD\(J UF)UF\(JUD)

Menge der Studenten in keiner der Organisationen, wenn 4 die Menge aller
Studenten: N = A\(F U D U J).

Nur in der FDJ: 4
nur in der DSF: 11
nur im FDGB: 9

nur in einer: 24

2.4.

Die beiden Intervalle lauten: a) I; = (— oo3 — 1,5]; Iy = [1,65 0a)s
b) Iy =[— 4;2).
Gesucht: I = (I; N I3) U (I, N Iy).

2.5,

Auf Grund der Bedingung a,:by = a, : by sind dic J Anstiege gleich. Bs sind
zwei Fille zu unterscheiden:

¢, : by gleich (1) oder ungleich (2) ¢, : .

2.6.

Aussagen iiber die Koeffizienten
a) |[A| <1

by A4 >0 ¢

¢} Biee 0

Ay i b

2.7.

Die +.3 (absolutes Glied) bedeutet: Schnittpunkt mit der y-Achse oberhalb der

a-Achse.
Wegen B < 0 und 4 < 0 liegt der Scheitel links der y-Achse.

2.8.

Aussagen iiber m und b:

a) m ist negativ

b) | m | <tan 45°; |m | <1
¢) bist negativ.

Das Bild von f(x) steigt monoton, das von g(w) fillt. Das Ersetzen von @ durch
(— =) iberfithrt f und g ineinander. .

. Die entsprechenden Intervalle sind:

links offen

links geschlossen
rechts geschlossen

beidseitig offen
rechts offen




|

2.1. Esgilt B C 4. Es handelt sich um eine echte Teilmenge. Die Félle B = 0 und
B = A kommen nicht in Frage!

2.2. Es ergibt sich: ; Eleganter geschrieben:
Pr U = {152; 856575 9; 13-+ 1} Pr ) U= U {2}
PrNU=4%8:5;7;14:18;17;-++} PrN\ U = Pr\{2}
Pr\U = {2}

U\Pr = {1;9;15;21;25;---}
2.8. 24 Studenten sind in nur einer Organisation.
In keiner der drei Organisationen ist 1 Student!
2.4. Tur die moglichen 1 gibt es zwei Intervalle:
[—4; —1,5] und [1,5; 2).
2.6, (1) (Die beiden Geraden| Die Gleichungen sind linear abhéngig,
fallen zusammen. g1 NGy = g1 = G-
(2) (Die beiden Geraden Es ergibt sich ein Widerspruch,
laufen parallel. g1 N g, = 9.

26. Esist0<A4<1, B=0, O=—4

2.7. Es handelt sich um eine flach verlaufende, nach unten geoffnete Parabel mit
zwei Schnittpunkten mit der z-Achse. Die Symmetrieachse liegt links der y-Achse.

2.8. m: —1<m <0
b: b= —3,5.

2.9. Die Bilder der beiden Funktionen verlaufen symmetrisch zueinander, gespiegelt
an der y-Achse, die im Punkt (0; 1) geschnitten wird.
2.10.

Iy = (15 00); Ip=[3;00); Iy=(5;6]

I, Anwendungsaufgaben zu linearen Gleichungssystemen
mit zwei unbekannten Variablen

ns Lisen von Anwendungsaufgaben (eingekleideten Aufgaben, Textgleichungen) be-
roitot dem Anfanger im allgemeinen erhebliche Schwierigkeiten. Das ,,Finden des An-
nitzes* (d. h. der mathematischen Formulierung des Problems) darf nicht dem Zu-
full iberlassen werden. Gibt es schon kein festes ,,Rezept‘‘ zum Ldsen solcher Auf-
giben, so helfen doch systematisches Vorgehen und die Beachtung bestimmter Regeln

noben dem hiufigen Uben weiter. Die Verfahrensweise entspricht im Grunde dem Vor-
gohen bei allen mathematischen Untersuchungen.

Formeln / GesetzmdBigkeiten

={tingabe’ =S
1B \(vergleichbar mj¢ N [
S s
—_ o I
3 5 §§
T 2 &
Dimen- © S§ §§
sions- w8 5T
festlequng NS = 23
o s S8
SN X
«©
Losungder || ©
Gleichung =
oder des o3|/
Gleichungs - g
systems Il
g"é’-. 5 § g
Deutung S S é:
Kritik < & f
Diskussion
SchiuBfolge -

. rungen

Rickkopplung

Riickkopplung

i

Bei einigen Textaufgaben lassen sich speziellere Regeln fiir das Vorgehen angeben, s0
z. B. bei Mischungsaufgaben und Bewegungsaufgaben.

/




A

| Allgemeine Mischungsaufgaben Bewegungsaufgaben

1 Textaufgaben .1, Fir ein elektrisches Aggregat stehen zwei Arten von Rheostaten 4 und B zur

‘ Verfiigung. Zur Feststellung der Widerstandswerte der beiden Rheostatentypen
A Aufgabenstellung dto. b werden folgende Feststellungen durch Experimente getroffen:

(mehrfach lesen, un-

Klare Begriffe kliren) Schaltet man vier Rheostaten vom Typ A und vier vom Typ B hintereinander,

so betriagt der Gesamtwiderstand der Leitung 12 Q.
Schaltet man aber fiinf vom Typ 4 und einen vom Typ B in Reihe, so betrigt
der Gesamtwiderstand 13 Q. Welche Widerstinde haben die Rheostatentypen?

Festlegen der Einheiten. fiir
Lingen und Zeiten. Wahl
eines geeigneten Anfangszeit-
punkts (Standpunktwahl)

In der Regel: ¢ Zeit bis zum
Eintritt des Ereignisses, ge-
rechnet ab Anfangszeitpunkt, -
s Weg des einen Korpers bis
zum Treffen (Einholen), for-
male Skizze

Berechnung der Geschwindig-
keiten beider Korper

B Dimensionsfestlegung | dto.

1.2,  Ein VEB plant eine Monatsproduktion von 4500 Erzeugnissen, die in verschie-
dener Stiickzahl von den Teilwerken M und N hergestellt werden. Wenn aber
das Teilwerk M nur 80 9%, seines Plansolls, N aber das 1,2fache produziert, ver-
lassen nur 4400 Erzeugnisse den Betrieb. Die Erzeugnisse von M bringen einen
Reingewinn von je 40,— M, die von N einen solchen von je 60, — M. Vergleichen
Sie die Produktionsvolumen.

meist ohne Skizze
‘Wahl der Unbe-
kannten

Skizze, Wahl der Un-
! bekannten (Wonach
ist gefragt?)

Aufstellen einer
Tabelle, enthaltend
die Grundstoffe und
die Mischung

Bereitstellen von

ormela i, Clasetues $.8.  Ein GroBbehilter fiir chemische Fliissigkeiten wird von einer Pumpe K allein in

, 80 Min., von der Pumpe B allein in 2 Std. geftllt. Eine halbe Stunde nach Ein- -
satz der Pumpe K fillt diese wegen Motorschadens 20 Min. aus. Als Ersatz lauft
withrend dieser Zeit nur die Pumpe B. Nach Reparatur arbeiten beide Pumpen
gemeinsam. Wann ist der Behdlter gefallt?

Es gilt:
Weg = Geschwindigkeit
mal Zeit

fiir jeden Korper bis zum
Treff- od. Uberholungspunkt
Jede Bewegung erhélt eine

#.4. Die Quersumme einer gesuchten zweistelligen Zahl betrdgt 15. Vertauscht man
Tir ' der Thbelle bAgy die beiden Ziffern, so ist die neu entstandene Zahl um 27 kleiner als die erste.

Formulierung der Aus-
sageformen und Ge-
setze mittels der ge-
wihlten Unbekannten

stehen 2 Glei-
chungen: eine, die
den Preis od. den Ge-

_ eigene Gleichung, beide zu-
sammen bilden ein Glei-

chungssystem.

Wie grof} ist die Summe beider Zahlen ?

3.5,

Um die Tiefe eines Feuerléschbeckens zu bestimmen, wird eine Stange senkrecht

,,Gegenverkehr‘:
s, und s, = Gesamtstrecke

auf Grund gestellt. Sie ragt dann 80 em aus dem Wasser heraus. Neighb man die
Stange, so beriihrt sie 2,40 m seitlich die Wasserobertliche. Die Linge der Stange

halt an Wirkstoffen,
enthiilt, und dié

Mengengleichung minus §; : ist nicht bekannt. Wie tief ist das Ifeuerloschbecken?
,,Gleichgerichteter Verkehr:
81 = 8 N
(Unbedingt Ausgangspunkt
der Zeitrechnung beachten!)
Ansatz Ansatz Ansatz
(Gelegentlich auf
eine Gleich. mit einer
Unbek. zuriickzu-
' fithren, wenn Mengen-
gleich. aufgelost wird)
¢ Lésung der Gleichung | dto. ,,Glegenverkehr*‘:

oder des Gleichungs- Addition der Gleichungen

systems ,,Gleichgericht. Verkehr‘:
Gleichsetzungsverfahren
Probe Probe Probe
D Logische Kontrolle dto. Deutung der Zeitangabe.
Verbale Formu- Feststellen, ob das Treffen
lierung auf der Verbindungsstrecke

geschieht.

1 Koch, Anleitung 33




i 8.1. Einheit: @ Skizze: — :
’ 2, 8 1. DErste Gleichung wird durch 4 dividiert, die zweite wird mit (— 1) multipliziert.

Widerstandswert von 4 : zQ

Widerstandswert von B : yQ J x4y = 3

(KircHHOFF): R = Ry + By + + -+ 4o + 4y = 12 — bz —y=—13
Sz + y =13 | — 4 = — 10 x =25
T TS TG i & 2,6 +y= 3 y = 0,6

3.2, Einheit : St./Monat T i j
1.2, Die erste Gleichung wird mit (— 1,2) multipliziert.

Skizze: — Teilwerk M produziert nach Plan z St.,
.nach Verédnderung 0,8z St. — 1,2z — 1,2y = — 5400
Teilwerk N produziert nach Plan y St., 0,8v 4 1,2y = 4400
nach Verénderung 1,2y St. — 0,4z = — 1000

Der Reingewinn bleibt zunéchst unberiicksichtigt. 4 2500 y = 2000
Ges.: ' xz'+ y = 4500 8.3
0,82 + 1,2y = 4400 ‘ s

Die gesamte Gleichung wird zur Beseitigung der Briiche mit dem Hauptnenner
240 multipliziert. (Achtung! Rechte Seite bei der Multiplikation nicht vergessen.)

3(x — 20) + 2(x — 30) = 2

3.3. Einheit: Minuten Skizze: — ' 55(:" il 22)+ @ 39 i 2:118

Es ist nur eine unbekannte Variable erforderlich. ; z = 172

Die Gesamtzeit fiir das Fillen betragt « Min.

L .4, " = i reite Glei i . T N
K fallt in einer Min, 81_0 s Tichitivere, 99; t 93; & és Die zweite Gleichung wird durch 9 dividiert.
1 4 ] 9 = Y =4l :
B fiillt in einer Min. 15~ des Behilters. e G e /
120 z— y= 3 r=9 y =06

Fiillung durch K dauert (¢ — 20) Min.

Fuall durch B d t (x — 30) Min. ‘ "

fallung dure a,ueI;v g” on )x __1_“30 8.5, Beim Auflésen der Quadrate zeigt sich, daBl die Glieder mit a® sich aufheben.

30 TN 1 (Behilterinhalt) ‘ . Es entsteht also eine lineare Gleichung.
2? 4 160z + 6400 = 57600 + 2*

3.4. Einheit: — Skizze: — Gesetze: — \ | 160 = 51§<2>g

&
Die Zahl heit (10z + y), i
Die neue Zahl (10y -+ x).
z+y =15 (Quersumme)
10z + y) — (10y + ) = 27 (Differenz der Zahlen)

8.5. Skizze: -Einheit : em  Gesetz : PYTHAGORAS

Es ist nur eine unbekannte Variable erforderlich.

Tiefe des Beckens 5 x cm, ]
Stangenlénge : (z -+ 80) cm. ] :
PyYTHAGORAS (z + 80)% = 2402 4 a2

(scheinbar quadratische Gleichung!)
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3.1,

'Es wurden Rheostaten mit den Widerstandswerten 2,5 Q und 0,5 Q verwendet.

Fuhren Sie beide Proben selbst durch! : ;
(Berechnen Sie dazu die Gesamtwidersténde in beiden Reihenschaltungen.)

3.2.

Nach dem Plan produzieren die Teilwerka

M 2500 und N 2000 St.

mit einem Gesamt-Reingewinn von 220000, — M.
Nach der Verdnderung produzieren

M 2000 und N 2400 St.
mit einem Gesamt-Reingewinn von 224000, — M.

Trotz der geringeren Stiickzahl erhoht sich also hier der Gewinn, was durch.die
unterschiedlichen Gewinnsétze der Erzeugnisse bedingt ist. Uberzeugen'Sl.e sich,
daB keine brauchbare Losung (logische Kontrolle!) entsteht, wenn die in der

Aufgabe genannten Stiickzahlen 3500 (Plan) und 4400 (nach Verinderung) be-

tragen sollen.

)

3.3.

Das Fiillen des Behiilters dauert insgesamt 72 Minuten. . .
(Nach 30 Minuten ist der Behélter zu 37,5 9, gefillt. Dann arbeitet B allein, so

daB nach weiteren 20 Min. 54 %% gefiillt sind. Beide Pumpen zusammen fiillen |

5 11 o
nun noch 22 Minuten lang 540" 22 = 54 des Behiilters.)

3.4.

Die beiden Zahlen heiflen 96 und 69.

Beide haben tatsichlich die Quersumme 15. Thre Differenz betrigt 27. 'Diel

Summe beider ist 165. ; i ]
Beim Loésen mehrerer dhnlicher Aufgaben fiir zweistellige Zahlen werden Sie
feststellen, dafl3 die Differenzen immer Vielfache der 9 sind.

3.5,

36

Die Tiefe des Bassins betragt etwa 3,20 m.
Die verwendete Stange ist etwa 4 m lang.

Far eine genaue Tiefenbestimmung reicht das verwendete Prinzip nicht aus.

Uberzeugen Sie sich. davon, dal Verdnderungen der Angabe 2,40 m erhebliche
Unterschiede in der berechneten Tiefe hervorrufen wiirden.

Wire mit zwei unbekannten Variablen (Beckentiefe x cm, Stangenlinge y cm)
gerechnet worden, entstiinde als Ansatz das Gleichungssystem:

y? = 240% + 2%
y = 80 4w

nT,

i,

i,

i,

A

Mischungsaufgaben -

Dio Teesorten INDIA (51 M/kg) und GRUSINIA (36 M/kg) sollen so gemischt
worden, daBl 10 kg der Mischung ORTENTA ohne Verlust fiir 400,— M verkauft
worden kénnen. Wieviel Kilogramm jeder Sorte werden fir die Mischung ver-
wondet ?

IMir ein Gartenfest soll 20 9iger Kirschlikor aus 125 ml alkoholfreier Kirsch-
mirup-lssenz und 1 Liter 95 %igem Primasprit durch Wasserzugabe hergestellt
worden. Wieviel Wasser wird zugegeben? Wieviel Milliliter Kirschlikér erhilt
jodor der 24 Teilnehmer des Gartenfestes?

Hewegungsaufgaben

Dio Kisenbahnstrecke BERLIN-Osth. — BRATISLAVA ist 780 km lang und
Iihrt tiber DRESDEN (km 189), Bad SCHANDAU (km 229), DIECIN (km 251),
"RAHA (km 383). Der , METROPOL* fiihrt ab Berlin 15% und trifft in Bra-
(inlnya 450 ein. Der ,, HUNGARIA® startet dort 1117 und trifft in Berlin 2256 ein.
Wo und wann begegnen sich die Ziige?

liin: Pkw durchfédhrt an einer Kontrollstelle das VP-Haltezeichen und hat eine
Uonchwindigkeit von etwa 80 kimh-1, 5 Minuten spiiter fihrt dem Kliichtenden
ein VP-Krad mit 100 kmh-! nach. Wo und wann wird der Plkw eingeholt ? (Hs
wird vorausgesetzt, daBl er die eingeschlagene Autohahnstrecke nicht verlaf3t.)

Durch einen Berg soll ein Tunnel getrieben werden. Die beiden Ausgiinge 4 und
It liogen in gleicher Hohe und haben eine horizontale Entfernung von 2 km von-
oinander. Der Vortrieb erfolgt gleich schnell, von . aus mit einom Anstieg
1 11560, von B aus mit einem solchen von 1 : 60. Wo wird die Verbindung her-
poutellt werden ?

Iiine I'DJ-Gruppe unternimmt eine Radtour von Leipzig nach dem 40 km ent-
lornton Halle/S. Sie fahren mit einem nahezu gleichbleibendem Tempo von
16 lkmh=! und starten um 11%. Eineinhalb Stunden spiter fihrt ihnen ein Mo-
torradfahrer mit 55 kmh-1 nach. Wo und wann holt er die Gruppe ein?
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3.6.

‘und ¥y kg GRUSINIA

Sorte i,

Wert in M

Einheit: M und kg . Preis je kg " Menge in kg

Es werden x kg INDIA

51z
36y
51x + 36y

INDIA 51 x

verwendet GRUSINTA 36 Y

Skizze: — ORIENTA (40) x4y
Preisgleichung: 51z 4 36y = 400 Mengengleichung: « + y = 10

3.7,

Einheit: ml od. em® Skizze: — Es ist nur eine unbekannte Variable erforder- : Ll
lich.

Es werden

x ml Wasser

zugegeben.

Art

Menge (ml) Alkohol (ml) 9 |

950 W.h,

1000
125
x A8

1125 -2 950

Primasprit
Kirschsirup-Essenz
Wasser

Likor

950: (1125 + @) = 20:100 -

3.8.

Einheit: (z. B. km:‘Min.) Beginn der ,,Zeitrechnung‘“: 11°¢ N
Geschwindigkeiten: METROPOL 780 : 824 = 0,947
HUNGARTIA 780: 699 = 1,116
»Gegenverkehr y:  Entfernung Berlin bis zum Treffpunkt in km
@: Zeit bis zum Treffen in Min. nach 1190
METROPOL: y = 0,947 . (x — 246)
HUNGARIA: 780 —y = 1,116 (x — 17)

o,

Bewegungsgleichungen:

3.9.

Einheit: (z. B. km, Min.) Beginn der ,,Zeitrechnung*“: Durchfahrt des Pkw
Geschwindigkeiten : Pkw 80 kmh™! A 1,333 kmmin™?

VP 100 kmh™* A 1,667 kmmin™?
,,Gleichgerichteter Verkehr*¢ £
y: Entfernung vom Haltezeichen bis zum Einholpunkt in km
x: Zeit von der Durchfahrt des Pkw bis zum Einholpunkt in Min.
Bewegungsgleichungen: Pkw: y=1,333 -z

VP-Krad: y = 1,667 - (¢ — 5)

1,

3.10.

Einheit: m / ;
Vortrieb: von 4 aus 1 m Héhe auf 150 m von B aus 1 m Héhe auf 60 m
Verbindungs-(Treff-)Stelle in  m Héhe iiber 4B und in ¥y m Entfernung von 4
aus. Diese Stelle ist (2000 — y) m von(B —horizontal gemessen — entfernt.

1 : %
Von 4 aus: T4
1
60

von B aus: x = _. . (2000 — y)

3.11.

38

Einheit: km, Std. Zeit wird gemessen nach 1190,

Geschwindigkeiten: Gruppe 15 kmh™!, Motorrad 55 kmh™?! |
Der Motorradfahrer holt die Gruppe 2 Stunden nach 119 y km hinter Leipzig
ein. !
Bewegungsgleichungen: ,,Gleichgerichteter Verkehr‘

Gruppe: y=15.x

Motorradfahrer: y = 55. (x — 1,5)

fiw | 36y = 400 Zweite Gleichung mit (— 36) multipliziert:
- y= 10
flw + 36y = 400 152 = 40 z = 2,667
o — 36y = —360 2,667 4+ y = 10
y = 7,333

BBO | (1125 + ) = 20: 100
DO0 | (1125 4 @) = 1:5 —>4750 = 1125 + o
@ = 3625

Nunoh Ausmultiplikation der Klammern bietet sich das Additionsverfahren an:

y == 0,947 — 233,0

THO gy :::_‘1,116:1: — 19,0

TH0 = 2,063z — 252,0
80000 = 1032
W = 500 y = 0,947 - 500 — 233

.= 240,5

Hior fiihrt — wie iiberhaupt bei Aufgaben des ,,gleichgerichteten Verkehrs‘‘ — das
tlsiohsetzungsverfahren zum Ziel :

1, 0800 == 1,667z — 8,333
0,0082 = 8,333 @ =25
y = 1,333 . 25 = 33,333

Dio orste Gleichung wird zundchst mit 150, die zweite mit 60 multipliziert: a
150z =y y ]
60z = 2000 — y ‘

nnoh Addition: 2102 = 2000 z = 9,562 ‘
§ e 160 - 9,52 = 1428 ‘

Nuoh Gleichsetzungsverfahren :

LB = 55 2 — 82,5 I
40w 82,5 i
W 82,5 : 40 = 2,0625 [
y o A5 - 2,0625 = 30,94 i




Fiir die Mischung werden 22/ kg INDIA und 7'/; kg GRUSINTA verwendet.

3.6. -
Dafiir werden 136, — M (INDIA-Anteil) und 264,— M (GRUSINIA-Anteil) aus-
gegeben und 400,— M fiir die 10 kg Mischung eingenommen.

Vonder billigeren Teesorteist etwa dreimal soviel enthalten wie von der teureren.

8.7. Es werden 3,6251 Wasser zugeschiittet. Von der Gesamtmenge 4,75 Liter sind

. — wie gefordert — 20 9%, d. h. 950 ml Alkohol. |
Jeder der 24 Teilnehmer des Gartenfestes erhilt — bei gleicher Verteilung — fast |
200 ml ,,Kirschlikor‘ mit je insgesamt etwa 40 ml Alkohol.

3.8. Die beiden Ziige begegnen sich etwa 240 km von Berlin entfernt, und zwar |
findet das Treffen etwa 500 Min. nach 1190 statt. 1
Die beiden ExprefBziige fahren etwa gegen 1920 in der Néhe der Grenze DDR~
CSSR aneinander vorbei. ‘
(Nach dem Internationalen Fahrp]anbuch / Strecke B 1, Ausgabe Sommer 1970,
verlif3t der Metropol 1928 Bad Schandau, wiahrend der Hungaria 1932 eintrifft.
Die Ungenauigkeit des Ergebnisses ist durch die Aufenthaltszeiten zu erkléren.)

3.9. Der Pkw-Fahrer wird 25 Minuten nach dem Durchfahren des Haltesignals in
etwa 33 km Entfernung tiberholt werden. J
Es wird allerdings dabei vorausgesetzt, dafl er seine Geschwindigkeit zwischen-
zeitlich nicht erhoht.

3.10. Der Durchstof erfolgt 9 bis 10 m tber der Hohenlinie 4B, und zwar in einer

horizontal gemessenen Entfernung von etwa 1430 m von 4 aus.
Daraus folgt, daf3 bei gleich schnellem Vortrieb der Tunnelbau von B ausw esent-
lich spéter begonnen werden mufl. Bei gleichzeitigem Baubeginn wiirde der
Stollen von A aus ein Zwischenstiick des anderen treffen. '

3.11. Der Motorradfahrer holt die FDJ-Gruppe nach etwa 31 km gegen 13 ein.

\
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I Quandratiseche Gleichungen und Gleichungen hiheren Grades

Fllge Bemerkungen zu den quadratischen Gleichungen

L jedom Fall muB zunichst die ,,Normalform** hergestellt werden: Es wird die ge-
st Gleichung durch den Koeffizienten des quadratischen Gliedes (cinschlieBlich
minon Vorzeichens) dividiert. .

Lol oine quadratische Gleichung mit bestimmten Zahlen vor, wende man die Lo-
winipgulormel an.

Hind die Koeffizienten unbestimmte Variablen (Buchstaben), so empfiehlt sich die An-
wondung der ,,Methode der quadratischen Erginzung*.

ohilt das ,,absolute Glied* (d. h., ist dieses 0), so ist @ »abzuspalten® (auszuklammern).
Iilweder sind zwei Proben durch Einsetzen der Lésungen in die erste (1) Zeile vor-
cunohimen, oder es wird der Satz von Viera angewendet, wobei dann aber zusitzlich
o Lisungsschritte bis zur Herstellung der Normalform kontrolliert werden miissen.

Dhernicht diber typische Fiille

e 76 = — 12

(Losungsformel) L= {3;4)
Tt = 28

(,,reinquadratisch®‘) L= {— 2; 2}
(Elemente der Losungsmenge unterscheiden sich nur durch
das Vorzeichen)

Pt 4 S = 2 (Division durch — 2) L = {0,5; 2}
' 10 4+ 9 =0 L = ) keine reellen
Losungen
e B = — 16 bzw. (x — 4)2 =0 ; L= {4}
(Doppellssung)
ot 2,420 = 1,19 (Koeffizienten sind Dezimalzahlen) L = {0,6935; 1,73355}
i =4 =0 (absolutes Glied ist 0) 8. 0.
. v-(bx —4)=0 L = {0;0,8}
06w —3Bx = —8 (Division durch 0,5 oder
Multiplikation mit 2) I ==
I —x=A4+1 (Methode der quadratischen Ergiinzung)
MU S, <. (m_i Lk Sl
A4 A 24/ 7442 T T 44®
t 2441 L f_y ttA
24 24 | A
e—qx =p (Die Anwendung der Loésungsformel bringt die Gefahr von

Fehlern mit sich!)
24 Q:
(e—3) =+

zhier: = 0,5 (q + V—Lp +_q§)
nicht mit allgemeiner Lésungsformel verwechseln !

Vor der Bearbeitung von Gleichungen héheren Grades sollten Sie unbedingt Sicherheit
im Lésen quadratischer Gleichungen erwerben !
¢
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Gleichungen hiheren Grades:

Stellen Sie zunichst den Grad n (hochster auftretender Exponent von x) fest. Die
Losungsmenge kann hochstens n reelle Elemente aufweisen.

Bei der Losung von Gleichungen von hoherem als dem 2. Grad konnen Sie folgende
Verfahren anwenden.: ‘

1. Wenn ‘das absolute Glied 0 ist, so ist eine Losung ; = 0. Sie kénnen dann durch @
dividieren und anschliefend die iibrigen Losungen suchen.

2. Wenn Ihnen eine Losung x, = o bekannt ist oder Sie haben diese durch Probieren ge-
funden (man probiere vor allem & = 4+ 1 und x = =+ 2), dann dividieren Sie die
Gleichung durch (z — a). Nach dieser Partial- oder Polynomendivision entsteht
eine Gleichung niederen Grades, die Sie weiter bearbeiten miissen.

3. Wenn die Gleichung nur Glieder geraden Grades (durch 2 teilbare Hxponenten ) oder:
s Glieder mit durch 3 teilbaren Exponenten enthalt, so fithrt eine Substitution
22 = z bzw. a® = z weiter. Man erhélt zunichst die Lésungen fir z. AnschlieBend
werden aus der Substitutionsgleichung die Losungen von @ ermittelt.

4. Wenn die Gleichung als ein Produkt zweier, Ausdriicke gegeben ist, welches gleich 0 ist,
so wird jeder Faktor gleich 0 gesetzt und so die Gleichung ,,aufgespalten‘. - .

5. Im fibrigen besteht immer die Méoglichkeit, mittels des Hornerschen Schemas die
Lésungen zu finden (siehe folgende Seite).

Die hier genannten Verfahren kénnen auch miteinander gekoppelt werden.

Das Schema von HoORNER

Die Vorteile der Verwendung des Flornerschen Schemas:

Bequeme Rechnung (nur Addition und Multiplikation; Einsatz des Rechenstabs
mdoglich) '

Schnelles Erkennen des Bereiches, in dem die zugehorige Funktion ihre charakteristi-
schen Eigenschaften hat. i B

Bei der Lésung der betreffenden Gleichung erhilt man im interessierenden Bereich
zusitzlich gentigend viele Werte fiir eine Wertetafel der zugehorigen Funktion.
Nachteile bestehen beziiglich der Beschréinkung auf ganzrationale Funktionen und im
Hinblick auf den seltenen Fall, daB mehrere Losungen zwischen zwei aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen liegen. ]

Beispiel:
335+ at — 482 = 16

Alle Koeffizienten — auch die nicht geschriebene ,,1‘‘ und ,,0¢ fiir nichtvorhandene
Glieder mit einem Exponenten < — sind in der Kopfzeile einzutragen. Fir jedes
,,zu probende‘‘ x ist eine Doppelzeile zu verwenden. Die Zahlen der unteren Reihe
dieser Doppelzeile werden mit dem z-Wert multipliziert und nach Notieren in der
oberen Zeile zum Wert in der Kopfzeile addiert. * gibt y-Wert an. ‘

z | 8 1 0 0 —48 —16|y Bem.
0 l v o . w0 e w110 | * ohne Be-

1 3 4 4 4 —44 rechnung
1 3/ 4 4 4 —44 —60|* =

6 14 28 56 16
2 gAY 14 28 8 0f* Nullstelle
=+ 2

42 .

(325 4 a* 4+ 0x® 4 022 —48x—16) : <m3 - 1

,,\/1»l'z?jchengleiehheit“ (d. h. in der unteren Zeile tiberall gleiches Vorzeichen.) ,,Ober-
halb 2% liegen (x > 0) keine weiteren Losungen. ,

0 saw WRem pme L waee s ama  wslif)
-3 2 —2 2 46
1 g A —2 2 —9 B 30 |* Zwischen 0

und — 1 liegt
eine Losung

Die Lésung muB fléiher an 0 als an — 1 liegen. Man probiere mit — 0,3 oder — 0,4. Man
lindet, daf die Lésung ewischen — 0,3 und — 0,4 liegen mufB. Nach weiterem Interpo-

: 1
lioren, findet man Losung x, =

=
{ 3 1 0 0 —48 —16 Bem.
—6 +10 —20 40 16|
-2 | 38 -5 410 —20 -—8 0 |* |
Die dritte Losung a3 = — 2 ist gefunden. Es konnen nun héchstens noch zwei weitere

L.osungen vorhanden sein.

—9 24) —172 216 — 504
—3 3 —8 24 —72 168{—520

I
* |
|

I);’e Vorzeic‘}}en der. unteren Zeile wechseln ab. Man spricht vom ,,Vorzeichenwechsel .
,,Unterhalb‘ — 3 liegen keine weiteren Losungen (@ < 0).

l?as Intervall (— 3; + 2) ist auch gleichzeitig das ,,interessante’ Intervall der Tunk-
tion f(x) = 3 &% 4 a* — 48 z — 16.

AuBerhalb L.heses a-Bereiches ist der Verlauf des Bildes der Funktion ,,gewohnlich®.
lieso.nderhelten des Kurvenbilds sind nicht zu erwarten. ‘

s liegen nur drei (von moglichen fiinf) reelle Losungen vor. Davon kann man sich
wie folgt tiberzeugen :

Der Atisdruck (3 a® + at — 48 @ — 16) wird nacheinander durch (v + 2), (v — 2) und
(:v -+ —§> dividiert. ‘

Al ZweckmaBigerweise dividiert man gleich durch

(x+2) - (x—2) (m +;> - <:c3 ' % 932——4.”0——%)

3 x?—dax—
3% 2t — 1223 —4a?

+ 1223 +42*—48x —16
1223 4422 —48x—16

4 Man erhélt ei ratisc ruck i
E: dlt einen (quadratischen) Ausdruck, den man nun gleich 0 setzt, um eventuelle

| weitere Losungen zu finden. Diese quadratische Gleichung hat aber keine reellen Lo-
Jsungen mehr: 3 a® 4 12 = 0

rx2 4+ 4=0 L= 0.

4 Die Losungsmenge der oben angefiihrten Gleichung 5. Grades lautet:

- 1
L = g T Il S
{2; 3 2},
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2?4+ 228 + 522+ 22 +4=0

(maximal vier reelle Losungselemente)

§,2,

xt —Ta® —06a2+ 242 =0

(bis zu vier reelle Losungselemente)

3a® — 18a% — 59 4 258 =0

(kubische Gleichung, héchstens 3 reelle Losungselemente, mindestens ein reelles
Losungselement)

27— Tzt —8a =0

(Gleichung 7. Grades, es konnen bis zu 7 reelle Losungselemente auftreten, min-
destens existiert ein reelles Lisungselement)

b,

y=fz) =064 3723 44722 + 21

Es handelt sich ym eine Funktion 4. Grades. Diese kann bis zu 4 Nullstellen
haben. Aufler den Nullstellen der Funktion (Losungen der entsprechenden
Gleichung) soll auch im ,,interessanten Bereich® der IFunktion eine Wertetafel
aufgestellt werden.

1.6.

28 — Tt —142% + 40 = 0

(Bei dieser Gleichung 6. Grades sind bis zu 6 reelle Losungselemente maoglich)

*4.7.

48 2% 4 256 at — 1875 & = 10000

(IBs liegt eine Gleichung 5. Grades vor, die maximal 5 reelle Losungselemente
haben kann, mindestens aber cines. Beachten Sie bitte, daf3 Glieder mit a® und
2? fehlen.)




4.1. Es sind nicht sofort Losungen erkennbar. Das Horxersche Schema liefert fiir
x = 0 den Wert 4. Fur x = 1 ergibt sich:
f @8 8 10 ]
1 3 8 10 14 mit Vorzeichengleichheit.
4.2, Das absolute Glied ist 0. Folglich ist eine Losung #; = 0. Nach Division durch x ‘
bleibt a® — 722 — 6 & 4+ 24 = 0. Durch Probieren mit @ = 4 2; 4 1; — 1;
— 2 findet man schnell 2, = — 2 als zweite Losung.
4.8. Das HornEersche Schema liefert fir
x = 0 den Wert 258, fiir x = 1 den Wert 184,
x =2 ) 92 und fir o =3 0.
Also ist eine Losung @y = 3.
4.4. Das absolute Glied ist 0. Also ist eine Lésung x; = 0. Nach Division durch a
bleibt «® — 7 2% — 8 = 0. Hier bietet sich die Substitution #® = z an, die zu
z* — Tz — 8 = 0 fuhrt.
4.5. Da eine Wertetafel gewiinscht wird, verfahre man sofort nach dem HornErschen
Schema. Eine Nullstelle ; = 0 wird sofort erkannt.
' Bereits = 1 fithrt zu ,,Vorzeichengleichheit‘:
6 43 90 111
6 43 90 111 111
4.6. IBs wird zunichst substituiert 2? = 2z, was zu einer Gleichung 3. Grades in z
fuhrt:
228 — 2% — 142 4 40 = 0.
Durch Probieren findet man schnell z; = 2,
4.7. Das HornERsche Schema sieht fiir positive x wie folgt aus:
@= 48 256 0 0 — 1875 — 10000 |
0 ’ ; ; — 10000
48 304 304 304 — 1571
1 48 304 304 304 — 1571 — 11571
' 96 . 704 1408 2816 1882 |
2 48 352 . 704 1408 941 — 8118
144 1200 3600 10800 26775
3 48 400 1200 3600 8925 + 16775
probiert mit Vorzeichengleichheit
2,3, dann mit: ‘
120 940 2350 5875 10000 |
2,5 48 376 ‘ 940 2350 4000 0
46

4.1.  Das"HornErsche Schema, liefert fiir # = — 1 den Wert 6.
Filt o = ~ 2 ergibt sich: oo B e T i e
1 Qi D — 8 20
Vorzeichenwechsel, denn 0 ist »nichtpositive.
4.2, Die Partialdivision durch (x.+ 2) fihrt auf eine quadratische Gleichung
22— 9r + 12 =0
mit den Lésungen 3,4 = 4,5 4 2,872,
4.3.  Die Partialdivision durch (x — 3) fithrt zu einer quadratischen Gleichung:
3a? — 9 — 86 = 0;
: 2
in der Normalform dazu: 22 — 3o — 28 3 = 0 mit den Lésungen
@y 3 = 1,5 4 5,56.
4.4. Die Losungen der quadratischen Gleichung in z
22 — Tz =8 gind'zy = —'1 und 2 = 8.
4.5. — 24 — 52 20 " — 164
T = —4 6 13 — b 41 — 164 dazwischen
— 30 — 35 — 60 -+ 195 Nullstelle
&= —5 S i 12 — 39 -+ 195
r = — 4,63 — 27,8 —426 — 204 — 2,14
, 6 9,2 4,4 0,6 — 2,14
@ = — 7 liefert Vorzeichenwechsel. b

\ 4.6, Nach Partialdivision durch (2 — 2) kommt man zu 22 — 8z — 90 — 0 bzw

#% — 1,62 — 10 = 0 mit den Lésungen z;; = 4 und 2 = — 2,5.

4.7, ]?ie Fortfithrung des HornErschen Schemas liefert fiir & = — lden Wert — 7917
fiir 2 = — 2 den Wert — 3690 und fitr & — — 3 don Wert - 4697, ’
Eine weitere Lésung liegt also zwischen — 3 und — 2.

' — 120 — 340 + 850 — 2125 10000

— 2,5 48 136 — 340 + 850 — 4000 0

v > A — 240 — 80 -+ 400 — 2000 19375

8 16 — 80 + 400 — 3875 9375

. — 288 192 — 1152 6912 — 30222

- 48 - 32 192 — 1152 5037 — 40222
mit Vorzeichenwechsel. Eine letzte Lisung 1i i

' : : : ing liegt also zwischen — 6 und — 5,

lznv&ir:ffellos néher an — 5. Man probiere mit x — — 5,3 (Wert 4 1500) und dann

— 256 0 0 0
100
. — 5,55 48 f 0 0 0 — 1875 08
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b, Ungleichungen, Wurzelgleichungen, goniometrische Gleichungen

4.1. Diese Gleichung 4. Grades hat keine reellen Lésungen. Die Losungsmenge is'
. L=0. : P - g .
- I"ir das Losen der Aufgaben dieses Abschnittes ist die Einhaltung bestimmter Regeln
: * 7 e unerldBlich. Das Vorgehen richtet sich jeweils nach dem Typ der betveffenden Auf-
4.2.  Alle vier méglichen Losungen existieren: | linbe. Gerade dem Anfinger sei dringend empfohlen, in jedom Falle die notwendigen
e [ 9.0:1 698 - ! § I'roben durchzufithren. Bei den Wurzelgleichungen sind sie ohnehin Bestandteil der
L ={—2;0;1,628; 17,372} g g
Lsung. .
4.3. Diese Gleichung 3. Grades hat 3 reelle Losungen.:
06} I/ngleichungen
L = {— 4,06; 3; 7,06}. ’
I"ir das Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Regeln:
44, z; =2 = — Lliefert @, = — 1 o)
2 W= 8 liefert @y = 2 i . ) . :
Ligek ] . 0: 2 f a) Auf beiden Seiten der Ungleichung kann — wie bei
Die Losungsmenge ist L = {— 1; 0; 2}. &L o Gleichungen — ein beliebiger Term addiert oder sub-
-atelbite trahiert werden, ohne daB die Lésungsmenge sich
4.5. Es liegen zwei Nullstellen vor: x; = 0 und x, = — 4,63. l andert.
: : " autet: @ P
i tetafel fiir den interessanten Bereich der Funktion — 7 = @ = 1 lautet: .
PR el : { w-d' ok b) Auf beiden Seiten einer Ungleichung kann — ebenfalls
x | -7 —6 — 5 — 4 —3 — 2 =4 0 + vra <b wie bei Gleichungen — mit einem beliebigen positiven
x-a-c e S 7 2
‘ f Term multipliziert oder dividiert werden.
Y l 3871 1350 195 — 164 — 153 — 54 —5 0 111“ wenn ¢ >0 1%
4.6. Die Auflésung der Substitution a? = z liefert nur fir z; = 2 die Lésungen z'“' 22
2, = Y2 und 2, = — Y2 und fiir z;; = 4 die Losungen a; = 2 und a, = — 2, wenan-tc; >0'C ,
keine weiteren folgen dagegen aus z;;; = — 2,5. Wit ,
L= {— 2; — 1,414; 1,414; 2}. e)
<b ¢) Die beidseitige Multiplikation oder Division der Un-
i ; i 3 z-a ' leichung mit einem negativen Term ist méoelich es
.7.  Es liegen insgesamt 3 Losungen vor: g g g glich,
= BT e . 1 T a:c>b:ic ; muf} aber dann das Ungleichheitszeichen gewechselt
gl e 5_1_ Ty = — 2_!_ und z, = + 2?, wenn ¢ < 0 werden.
2 3 2 Eine Multiplikation oder Division mit 0 ist unzuliissig,
Bemerkung: Mit etwas Geschick kommt man recht schnell zur Inteypolation der“ d) ‘ ‘
Lésungen zwischen + 2 und 4 3 bzw. zwischen — 5 und — 6. Es sieht zwar zu- d) Werden die beiden Seiten einer Ungleichung ausge-
nichst so aus, als ob die Losungen ndher an 2 bzw. — 2 ldgen. Die Kriimmung z-a<b wechselt (vertauscht), so ist auch das Ungleichheits-
der zugehérigen Funktionskurve lit es aber ratsam erscheinen, zunéchst mit¥f | 5 >z.q zeichen zu wechsel.
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-+ 2,4 oder 4 2,5 zu probieren.

©)
. e) Wird auf beiden Seiten einer Ungleichung der Kehr-
xi“ <i’ wert gebildet, so mufl, wenn die Vorzeichen gleich

Ml S sind, das Ungleichheitszeichen gewechselt worden.
z-a” b ‘
f)
f) Ungleichungen mit gleichem Ungleichheitszeichen diir-
£ea <b ‘ fen addiert oder subtrahiert werden.
e <d

1 Koch, Anleitung

zat+w.-c<b4+d l
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g) W Wurzelgleichungen
g) Das Quadrieren und Radizieren kann beidseitig aus-

Wir unterscheiden zwei Grundtypen:

zra <b gefithrt werden, wenn es sich um positive Ausdriicke 4
z;a3b >0 handelt. g I Wenn in der gesamten Gleichung nur eine Wurzel, die die gesuchte Variable ent-
x2a? < bt halt, auftritt, so ist die Wurzel zu isolieren und anschlieBend die Gleichung (einmal)

zu quadrieren.
Sind zwei Wurzeln vorhanden, so sollte dafiir gesorgt werden, daf8 beide Wurzeln

Yea < Vb

h) ‘ auf einer .Seitg der Gleichung stehen. Bein} Vorhandcnsein_ von z‘wci oder mehr
ey h) Bei Ungleichuhgen mit Absolutbetrigen ist besondere Wurzeln ist ein mg]ll‘facllcs Ql}ﬁdriel‘ell erforderlich. Dazwischen ist sinnvoll zu
r x-a <‘b| Vorsicht geboten. In der Regel sollte dann mit Fall- ordnen und zu vereinfachen (Kiirzen).
Loe-a<b unterscheidungen gearbeitet werden. Die Proben sind bei Wurzelgleichungen unerlilich, da durch das Quadrieren eine
wenn b >0 Beachten Sie dabei: |a| = a, wenna >0 ‘ Gleichung entsteht, die u. U. mehr Losungen als die Losungsmenge der Wurzel-
2. x-a < —b =0, wenna =0 gleichung enthélt.
wenn b <0 = —a, wenna <0. Man iiberzeuge sich an Hand der einfachen Wurzelgleichungen Ju = 3 und Yo =
G (Dem Anfinger fillt es oft schwer zu begreifen, dafl + z — 3 davon, die nach dem Quadrieren beide in @ = 9 tibergehen. @ == 9 ist aber nur
wenn b =0 auch eine negative Zahl, — z dagegen eventuell auch Losung der Wurzelgleichung Y& = 3, da nach Definition die Wurzel einer (positiven)
eine positive Zahl sein kann.) ] Zahl immer positiv ist!

Die einzelnen Schritte beim Losen einer Ungleichung folgen im allgemeinen i_n (191' Beispiel s
gleichen Weise aufeinander (Vereinfachen, Ausklammern, Isolieren usw.) wie bei Glei- . N, g U OB

chungen. . e ; )
! Beachten Sie: Der Radikand muf positiv sein, woraus auf alle Ifille folgt: @ < 3,6

Beispiel: ‘ Ml B: Ordnen/Isolieren:
A @+ @—4)> @—5)(@+2) = -
B: Ausmultiplizieren der Klammern » Quadrieren: 7 — 2z = a* — 42 + 4

22— — 12 > — 3a — 10 Ml ¢: Entstandene quadratische Gleichung lésen:

Beidseitig: Addition von 3 -+ 12 : : ‘a2 — %20 =3

Subtraktion von x? | &y == Xy = — 1
2 = 2 4 I i ? : .
? D: Beide Losungen erfiillen die Bedingung @ < 3,5.

C: Division durch die positive Zahl 2 ) i

s % 1 | Durch die Proben yi1+2 |3

. ; ; ‘ 3=3

D: ;o"};smn jede beliebige (reelle) Zahl gréBer als 1 sein, um die Ungleichung zu er- o VTre | —1

tllen. ol R

Die Lésungsmenge L ist ein beidseitig offenes Intervall L: & = (1; oo), d. h., ol

4, < B < 00, s ; muf} x, ausgeschieden werden.

Probe far Die Losungsmenge ist L = {3}.

x = — 1 (nicht Losung) .« = 2 (Losung) - ¢ i

s Lo 85 Lo B B+ (—2) | (—8)-4 : (ioniometrische Gleichungen

= 10 g 0 40 > —12 Wir unterscheiden folgende Typen goniometrischer Gleichungen:

nicht erfallt’ ) erfallt

) o Die Gleichung enthéalt nur lineare Terme einer trigonometrischen Ifunktion.
(Recht komplizierte Ungleichungen lassen sich zuweilen etwas bequemer 15sen, wenn§ 11 Die Gleichung enthilt nur Terme einer trigonometrischen Funktion, aber in meh-
man voritbergehend statt des Ungleichheitszeichens ein Gleichheitszeichen setzt und reren Gliedern oder in quadratischer Foria (nichtlinearer Form), zuweilen auch
tiir die durch die Losung der ,,Gleichung** abgetrennten Bereiche Giilbigkeit oder Nicht- Terme trigonometrischer Funktionen von unterschiedlichen Argumenten.
giiltigkeit der Ungleichung mittels geeigneter Représentanten des Bereichs unter-# ||
sucht. Fir Anfanger kann dieses Vorgehen nicht empfohlen werden, da es wesentliche
Gefahren in sich birgt, andererseits aber fiir einfache Ungleichungen einen zu grofien
Aufwand erfordert.)

Die Gleichung enthilt Terme verschiedener trigonometrischer Funktionen mit
dem gleichen Argument.

IV Die Gleichung enthilt Terme verschiedener trigonometrischer Funktionen mit
unterschiedlichen Argumenten.
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‘

Die Lijsuélgen goniometrischer Gleichungen kénnen im Winkelma3 oder Bogenmaf3 B Nuoh Multiplikation mit cos:

x x angegeben' werden. Beachten Sie die Periodizitat der trigonometrischen
= T i :
i / 6 ilen beschrinkt man sich auch
i bei der Angabe der Losungsmenge. (%uwel en be
f;:{lll:gltogzrfl die Angabe der ,,Hauptwerte* der Losungen zwischen 0° und 360° bzw.

i d 21" . . . .
?i‘;;‘scd}?:ne(i)n‘zle?lnen '}‘ypen gibt es unterschiedliche Lésungsverfahren, zuweilen fithrt

aber auch eine von der Norm abweichende Methode schneller zum Ziel.

; ! 2
Hinw cos g — cosz sin ¢ =g cosg.

Noch Additionstheorem :

2
min (@ — 30°) = g cos 30° = 0,5773

: ; 30° = 35,26° bzw. 144,74°
Hier ist nur ein Isolieren des trigonometrischen Terms erforderlich. '

B -wur%

Tep Iz ; s 0 = 65,26° 1z, = 174,74°,
Typ II: Man fihrt eine Substitution aus: z. B. sinaz = 2. Es ist dann zunédchst die o
it nichtgoniometrische Gleichung in z zu lt'j.sen. 1 bt B s 3 (lowohnliches Verfahren :
| Kommen Ausdriicke von mehrfachen Winkeln sin 2z, cos 2z, tan 2z, sin 3 Do o T i B
! usw. vor, so werden diese zundchst entsprechend den Formeln des Tafel- s
werks umgeformt: ‘ 9 ki de— 2= 4 Y3 32
z. B. sin2x = 2sinx cosx  tan2x = 1 —tan’a | . y " 1
sl == 6 gl = 4 Sk . : Nach dem Quadrieren ergibt sich 22 — 2z = — 15
cos2x = cost — sin%r = 1 — 2 sin% = 2 cos?r — 1 mit den Losungen 2z, = sing = 0,908
cos3w = 4 cos®xr — 3 cosx usw. ’ 2y = sinx = 0,092,
i i« i ! enden trigonometrischen Funk- ‘ h -
Typ III: i\/'Iane fu:;‘; (fy;lrfe aﬁiiﬁfr’gagg 3;2;?;?&3 man die Beziehungen zwischen #§ Aus den so formal méglichen Lésungen
. i . 1 = » e}
dle;)ril trigonometrischen, Funktionen im Tafelwerk, z. B. Bl — W vy o= 65,25°, 2, = [114,75°], %3 = [5,25°], x, = 174,75°1)
+ J1 — cos®. Man beachte hierbeli\?beﬁ‘,ddaﬁ dlfweeﬁ?:gefgrédf:dfﬁg:gaz nind zwei auszuscheiden, da sie die urspriingliche goniometrische Gleichung nicht erfiil-
te auch negativ sein kénnen. Nac em no : H lon. (Proben !
E‘ejguigaén auszﬁscheiden, die die Wurzelgleichung nicht erfiillen. en. )
Bei den goniometrischen Gleichungen der Form lis bleibt #; = 65,25° und @, = 174,75°.
asine + beosxe +¢c =0 ; Angabe der Losungsmenge (einschlieBlich Periodizitit)
ist der Weg tiber den Hilfswinkel (siehe Beispiel) meist vorteilhafter. ;/: xé {(65,26° 4 % 360°); (174,74° + & 360:)1:] € N} oder
Typ IV: Man fiihre die Gleichung zunéichst auf eine solche vom Typ II oder TIT #§ /: « € {1,1390 2km; 3,0498 42 k| k€ ).

zuriick. Dazu werden vor allem die Additionstheoreme verwendet. ') In den hier angefiihrten Beispielen werden zur Verdeutlichung die Hauptwerte (im
Bereich also von. 0° bis 360°) der Winkel halbfett gekennzeichnet, also z. B.: 51,8°,
Winkelwerte, die auszuscheiden sind, weil sie die goniometrische Gleichung nicht er-
liillen, werden in eckigen Klammern angegeben.

¥

Beachten Sie:

i i i i 3 gesichert sein, dafl dieser

i ividieren durch einen trigonometrischen Term muf} gesi 1 3 3 i
I]iecllrlrt1 (1)) ;‘;inlkann! Vielfach erfiillen mogliche Lésungen nicht dl? Ausgangsglelchung, |
sie sind auszuscheiden. Deshalb ist eine Kontrolle (Proben) unerléaBlich.

Beispiel zum Typ IIL:
3sinx — ]/gcosx —2=0
Hilfswinkelverfahren :

3 2

Man formt umzu sinz — g c0s® = 5.
g BT e
Ma‘n setzb t@ntp = —3—m1t 0 = ¢ <90°; hier ist ¢ =.30°.

sinz — tan @ cos® =5
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Ingleichungen

b, 05+2z=5

he (44 2) (4o — 5) = (2x +'1) (2¢ — 11)

1 1 5
h.8. i <m , wobei z ¢ (—1; —0,5)

h.4. Py 4 , wobei & & (—5; — 0,5)

-
x5

1 2
* 8.8 — 4 —r =05
’ @ +m+1—

Y 5.6. Yo +2<6

*5.7. Die Beziehung | ay — ¢ | < & (wo ¢ eine beliebig kleine positive Zahl ist) tritt bei
der Grenzwertbestimmung von Zahlenfolgen auf. g ist der Grenzwert. Die Formel
ist zur geometrischen Veranschaulichung auf dem Zahlenstrahl nach ay aufzu-
16sen.

Wurzelgleichungen

68 34+ Yr+1=0

5.9.“ x—V—m+2=0

510. 32 —8 —4Yix + 1 =10

Bl YErTA g YR iE e b
20—

VZo—1
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5.1. Subtraktion von 0,5: 2x=5— 0,5
i 20 = 4,6
5.2. Klammern ausmultiplizieren: 16z 4 4a? — 5x — 20 = 4a® — 22x - 22 — 11
Subtraktion von 4x?
11r — 20 = — 202 + 11
5.8. Voriiberlegung: # = — 1 und @ = — 0,5 sind auszuschlieflen, da sonst der Nen-
ner 0 wird. Es sind beidseitig die Kehrwerte zu vergleichen, das Ungleichheits-
zeichen ist zu wechseln.
5.4. DieFillex = — 0,5undx = — 5 sind auszuschlieffen. Es werden die Kehrwerte
verglichen, das Ungleichheitszeichen ist zu wechseln. ‘
5.5. Zunichst werden & = 0 und x = — 1 ausgeschlossen. Llnkssemg wird glelch- |
1
namig gemacht: x(wj—- H= 2 Be1 der beiderseitigen Multiplikation mit x (z 1)
mulB das Ungleichheitszeichen geandert werden, wenn z (z + 1) < 0.
Man unterscheidet deshalb zwei Félle: 4
‘a) wenn z(x 4 1) > 0, also # < — 1 oder  b) wenn z(x -+ 1) < 0, also
m>0gilt:6x+2§m2+w — <2< 0'gilt:
6 4 2 =a® 4
5.6. Wegen der Definition der Wurzel (positiv) gilt # = 0 und, da die rechte Seite von
‘ }/a—: = 6 — z positiv sein muB, & = 6. Zusammengefalit: 0 = 2 = 6.
Dann folgt durch Quadrieren: 2z = 36 — 12z 4- a2
- a? — 13z = — 36.
5.7. TFallunterscheidung:
a)ay—¢g >0 und b)ay —g=0.
5.8. Es folgt zundchst x = — 1.
Nach Subtraktion von 3 folgt Yz + 1 = — 3.
5.9, Y — @ wire nur dann Wurzel aus einer negativen Zahl, wenn 2 > 0 wire. Es
muB also gefordert werden: # = 0, Isolieren der Wurzel: —)— & = — z — 2.
Die Vorzeiclien werden gewechselt (Multiplikation mit — 1).
0510, z = — 0,25 3w — 8 =4}4x + 1 wird quadriert
922 — 48x + 64 = 64x 4 16
922 — 1120 = — 48
8.11. 1. > 0,5 2. 2 =15 )
Dann kann mit der Wurzel multipliziert werden.
20— 1+ Y22 — 45 + 1,5 = 6
Isolieren urnd quadrieren !
2w2——4x—|—15_49—28x+4w2
56

5.1. Division durch 2 (also durch eine positive Zahl): x = 2,25.
5.2. Addition von 20x - 20:
R e 9

31z = 9 Division durch 31 (positiv): v = 31
5.3. 14+ 2>1+ 2

Subtraktion von (1 4+ z): 0 > a.
b4, 22 41> 0,60+ 2,5

Subtraktion von (0,52 4 1): h /

1,60 > 1,5. Division durch 1,5: - |

T
5.5, a)a*— b =2 b) 2% — b = 2
y (@ — 2,5)* = 8,25 (x — 2,5)% = 8,25
al) (@ — 2,5) = 8,25 = 2,872 bl) (& — 2,5) = 2,872
z = 5,372 @ < 5,372
a2) (2,56 — ») = 2,872 b2) (2,6 — ) = 2,872
e =25 — 2,872 = — 0,372 @ = — 0,372

5.6. (@~ 6,5)> = — 36 + 42,25 = 6,25

=65+ 256=29

2y =6,6 — 2,5 =4
57, a)ay —g<e b) —ay +g < ¢

ay < g+ ¢ — gy < g e
Gy > — &

5.8. Ein Quadrieren ist gar nicht erst erforderlich, denn man sicht sofort die Un-

erfullbarkeit, da die Wurzel nie negativ sein kann.
5.9. J— =z =2+ 2 wird quadriert: — & = a2 4 4o 4 4.

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist @ = — 2,5 4 1,5
5.10. In der Normalform lautet die quadratische Gleichung

)
xz——& = a2y mit den Losungen v, = 12, @, = * ;
9 9 9

511, 22% — 24x + 47,56 = 0, in der Normalform

x? — 12x = — 23,75 mit den Losungen x; = 9,5;x, = 2,5. i
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5.1. =« =2,25 oder: ‘ 14 Yz
y . ‘ gag. =t ' 1=3
Die Losungsmenge ist L = {x | x € A; (—oo; 2,25]}. ; }/x
9 . — 1
52, rz=— 613, Yo +—==2
3 o ¥ o

Losungsmenge L = {# |2 € (— oo 9/31l]}.

M s Yr—a— =0
5.8. x <0, aber x ¢ [—1;—0,5] Uberlegen Sie bei 5.3 und 5.4, daB3
L={z|®w€(— o0o; —1) U (—0,5;0) sich ohne diein der Aufgabenstellung W b — 5
genannten Einschrénkungen andere \ b.15. Ya+b+Ya—b= V2a
54, x> 1 Losungsmengen ergeben. ‘ sei nach b aufzulésen!

L= {a|2€(L; o)}

616, Y2 —a + Ja —3 =1

5.5. a) Ausax = 5,372 b) Aus z = 5,372

od. x = — 0,372 od. @ = — 0,372
und xz< —1od.z >0 und —1<z<<0
(toniometrische Gleichungen
folgt:
w2 b8 dud" @ Yy und — 0372 =% <0 5.17. sinz — 0,5 = 0

Losungsmenge in Intervallschreibweise:

,1 o 1
= {w |2€ (= co; — 1) U[— 0,372; 0) U [5,372; + co)}. g 6-18. sin*z—5 =0

5.6. Der Fall (1) scheidet wegen & = 6 aus. 5.19. sinx - cosx = 0
Aus dem Fall (2) bleibt |
als Losung: 0 =2 =4 " Beachte: x = 0! . 5.20. sinz — 2 sing — 8 = 0

Losungsmenge als Intervall: L = {[0; 4]}.

: : 5.21. sinz - cosw = 1
5.7. Losungsmenge: Ly: ay > g — &3 Ly: ay < g + e

Andere Schreibweisen: ¢ — ¢ <ay < g + ¢

oder ay € (g — €3 9 + ¢).

Auf dem Zahlenstrahl handelt es sich um die sogenannte ,,e-Umgebung von g*‘.

5.22. 3sinx = 2 cosw

5.8. Die Losungsmenge ist leer L = @.
) Kein reelles « erfallt die Gleichung.

59, =z = —1;2,= — 4 (beide iibrige;}s, wie gefordert, negativ). |
Trotzdem ist nur (— 1) Losung! Uberzeugen Sie sich, dal — 4 die Gleichung
nicht erfallt. L = {— 1}.

5.10. Proben (12)36 — 8 |47
(4/9)%—8:}:4-—3— L = {12}.

5.11. Proben (9,5) fithrt zu 5 ]/54_:_ 72, also nicht Losung.
(2.5) V4 + Y1 [6:74 L= {25}
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5.12, '1.1:20_ 2.2 <1 — also [0; 1)
1+Vz=38 -3}z — also 2z =1

5.18. 2 >0 B4 1=2Yr wird quadriert

’ 2? 4 2z 4+ 1 = 4

514. z = a VY —a =yb wird quadriert

; '—a= b

5.15. Bedingungen:b = —aund b = + a, also b € [—a; + a]
a+b+4+a—>b+ 2Ya® —0% =2z (nach Quadrieren)
2 Ja® — b2 = 0 fithrt zu a® — b2 = 0,

5.16. 1. = 2 und 2. x = 3 beide nicht gleichzeitig erfiillbar. Formal ergibt sich:
2—x+x—3+2]/—-x2+5x-—6=‘1.

5.17. sinz = 0,5

5.18. sin®c = 0,5 mit sine = - 0,5 Y% — - 0,7071.

5.19. Zwec‘l’iméiﬁigerweise spaltet man in zwei Teile auf:

(1) sinz = 0 und (2) cosz = 0.

Typ IT Substitution sina = z
Es entsteht eine quadratische Gleichung
2* — 2z — 3 = 0 mit den Losungen z;=3undz, = — 1.

Typ III cosz = + Y1 — sin’z -
sing 1 — sin®x = + 1 wird quadriert, sin?% = z filhrt zu z(1 — z) = 1.

Typ III cos®» = 1 — sin% fithrt zu:

3sin® = 2 — 2sin2
Substitution sinz = 2.

018, Beim Quadrieren entsteht 4o = 1; & = 0,25.

WAl @® — 22 + 1 mit der Doppellésung 2; = @, = 1 oder durch Substitution
}/;= 2;2 4+ 271 = 2;2 = 1 und damit ebenfalls x = 1.

bd, o =a + b

h1b. a* = b® bringt die beiden Losungen b = 4 a.

H.16. Nach dem Quadrieren entsteht — @? + 5z — 6 = 4 oder @ — 5x + 10 = 0
ohne reelle Losungen.

.17, Hauptwerte: 2y = arcsin 0,6 = [30°] = —

73 c\j a

@, = arcsin =0,5[150°] = .

ol

h.18. Hauptwerte ¥ = arcsin (4 0,7071)
z = 45°; 135°; 225°; 815°

H.19. (1) liefert die Hauptwerte z = 0°; 180°; 360°,
(2) liefert die Hauptwerte @ = 90°; 270°.

5.20. Auflésung der Substitution: .

z; = sinx = 3 nicht erfiillbar, da sinaz = 1.

2y = ging = — 1.
xz = 270°.
621, 22 —z= —1 Bequemer kommt man zum Ziel, wenn man

statt sina - cosw = 1
schreibt: 1/, sin2v = 1

z = sin?x = 0,5 + }/—— 0,75

ohne reelle Liésungen in z. sin2¢ = 2.

522, 222 4 3z = 2
2% 4 1,5z = 1 mit den Lésungen
2, = sin@ = — 2 nicht erfullbar.
2y =sinax = + 0,5

z = 30°; 150°.




5.12. Probo : 1405 3 ] h.28. cos2x + cosz = 0
1—0,5 ) ‘
3 =13 L = {0,25}

4
' 5-‘-"4-§sinx 4 Q2cosx —1 =0

5.13. Probe: 1 + 1|2

Loésungsmenge: {1} { 025, sin2x = 2 sinw
514, L = {a + b} .8 5.26. cosx — sinw = — 1
(Nicht verwechseln mit {a; b}!) ‘
: o e -
) ———e 2 tanz + 1

(51}
et
ot

. Beide Werte werden bestétigt, die Losungen sind iibrigens die gerade noch zu- ‘
lassigen Grenzen des Intervalls [— a; 4 a]. L={—a;+ a}

h.28. tanz = 2 sinw

5.16. Aus mehrfachen Griinden ist die Losungsmenge leer.

s . ‘ 5.29. cos3z = — 0,52
L=0 |
. . 5.30. 3 cos®x - sin?x + 2 sinx cosx = 4
Okés W {37?0 Yo 36005’7r1 80° & b 360°,| £ € Nudur 1 Die Gultigkeit dieser goniometrischen Ungleichung soll untersucht werden.
xE{F:};2k7r;~g—i2k7r{kEN} 4

5.18. x € {45°; 135°; 225°; 315°, simtlich 4+ & 360° | k€ N}
[ 3w bw

W& po g g SR %,sémtlich:& 2kn[k€N}

5.19. xG{:i: k%‘kEN :
@€ {+ k90° | LE N} |

5.20. Aus sinz = — 1 folgt:

@€ {270° + k 360° | k € N}
@€ {1,5n + 2kn|k€EN).

5.21. L =@ Kein reelles « erfullt die Gléichung.

5.22. w€ {30° 4 &k 360°; 150° 4 k 360° | k€ N} p ! i
T 5m 1 k|
xE{F:{: 2]»7‘:,Fj:2k1r‘kENJ
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5.23.. Fiir cos2x kann bekanntlich eingesetzt werden: | o
£ - Yoo

; . 2 cos?x -+ cosx = 1, Substitution cosx, = z 22 - 0,5z = 0,5
cos2x = cos?r — sin?x = 2 cos?x — 1. : i ' >
: . .- mit den Losungen 2z, = cosax = — 1 2, = 180°
- 1 ‘ 2y = cosx = 0,5 a, = 60°; 300°
5.24. Typ III 4 sinw + 6 cosx — 3 = 0; cosx = + ¥1 — sin* f

ferner Substitution sin z = z fithrt zu ; 5.24, Oder: sinx 4 1,5 cosa = 0,75

4z + 6 Vi T 2® — 3, also nach Isolieren und Quadrieren — 5222 + 24z = — 27 | sinz 4 tan ¢ cosz = 0,75 @ = 56,32°

mit den Loésungen z; = sinz = 0,9877 und 2, = siny = — 0,5262 | sinz cos ¢ + cosx sin @ = 0,75 cos ¢

@y = [80,9°] @, = 99,1° 2z, = [211,7°] x, = 828,3°. | sin (z 4 @) = 0,4159 =z, + ¢ = 24,58°

Nach einer Probe scheiden z; und x5 aus. 2, + @ = 155,42°

5.25. Aus (1) folgt «
Aus (2) folgt «

0°; 180°; 360°
0°; 360°

5.25. 2sine cosx = 2 sinz e
sinz cosx = sinx { (1) sinz = 0

. 5 —— ot 0 R
sing (cosw — 1) = 0 = (2) zlonsfc i i 5.26. Oder: — sina + cosa + 1 = 0
/ ' sine — tangcosx = 1; @ = 45°
sin (@ — @) = cos 45° = 0,5 /2

5.26. - y1 — sin®x = sinw — 1 b | A YT )
1 — gin?z = sin?x — 2sinx + 1 / i
9 ginfr — 2 sing = 0 = 2sinw (sine — 1) > 1 sine =0 2.sinw =1 1 ‘o ‘ :
@y = [0°] (erfiillt nicht die Gleichung) ‘ 1 5.27. E}); :3;11?; = (2> x=0°; 180°
o o L o— o Al i & =
Lo = 90 X3 180 / | { S 63,430; 243’430

= 1 4 tan%y 1 5.28. cosz = 0,5

5.27. Gem#B Formel (iiberzeugen Sie sich!) ist 4
_ 1 @ = 60°, 800°

cos®x
fir cosz == 0.

Damit folgt: 1v+ tan2e = 2 tanx 4+ 1 : |
oder tan%y = 2 tanx; tanz (tanz — 2) = 0. : | 5.29. Substitution v = z fithrt viel schneller zum Zicl:
: i cosz = — 0,52 2= 185°; 225°

@ = 45°; 75°

5.28. (1) sinz = 0 (z = 0°; 180°) Kommt man nicht auf diesen Weg, so |
(2) Fir sinz == 0; sollte man bei gon. Gln. mit Termen § 2 . ’
dividiert durch sina: mehrerer trigon. Funkt. tana, cote durch § Btk g}fﬁ;wx mork ) _2*"2:12‘7" cosx = 2
1 sinx, cosz ersetzen. . Subls tij tc_os _a’21= X
= 2. sin & . ‘ ulk ution: 2z = 2
coS & = 2sinw sinz + cosz = 2
cos® ; s ot
< ac(L —~2)=O 1 ist nattarlich immer erfillt (d. h. fiir alle Werte von 2 bzw. @), denn es ist
cos & ‘ | sinz =1
i cosz =1
* oy 4 i T
5.29. Der Losungsweg cos3z, = 4 9_05390 — 3 cosz (Additionstheorem) L | addiert: sinz -} cosz = 2.
4 cos’z — 3 cosw = — 0,512 ]

fithrt auf eine Gleichung 3. Grades und ist hier viel zu a,ufwendig.

5.30. Man subtrahiere zundchst von der Ungleichung cos?x + sin*x = 1 |
und erhalt: ;

2 cos?x -+ 2sinz coswy = 3. |

Statt cos?xz wird 1 — sin?z geschrieben.

\ g = i
64 £ 5 Koch, Anleitung
] : 65
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6.2, wC {60° 4 &k 360°; 180° 4 & 360°; 300° 4 % 360° | k€ N}
[ 5
€ {ﬂ; o+ 2km 3 m H 2km; ?ﬁi 270Wlk€N}
’ - {99.4° 4+ &k 360°) g { {1,7296 4 2kw}
.2, @€ \ 1398 30 1k 360°) Z€ \ (5,7300 + 2k}
dabei immer: k € N
Die Methode mit dem Hilfswinkel ¢ ist rentabler.

5.25. w€ {+ k180° |kE N} .
@€ {4 kn |kE N}

5.26. x€ {180° &+ & 360°; 90° 4 k 360° | k€ N}
€ {m + 2km; 0,57 4+ 2kw | k€ N}

5.27. 2 = {0° &+ & 180°; 63,43° - & 180° | k€ N}
@ = {0 & km; 1,1747 & kn | k€ N}

5.28. = = {0°; 60°; 180°; 300° samtl. 4 & 360°\[Ic€ N}
foe Bovpes P2 ‘
x 10, §iT g , samtl. 4 2kn IcENJ

I

5,29, x = {45° 4 & 360°; 75° 4 £ 360° | k€ N}
o i , 9% e N\
T = 4 + 2 kmw; 12 + 2kn LGNI

5.30. Nun konnen aber sinz und cosz nicht beide gleichzeitig ihren héchsten Wert 1

einnehmen, so dafl man die Ungleichung sogar noch allgemeingiiltig verschérfen

kann.
Es gilt far alle # nicht nur 3 cos®z 4 sin’ + 2 sinz cosz =4,

sondern sogar 3 cos?x -+ sin%v 4 2sinz cosz = 2 + V2.

Versuchen Sie nun selbst, noch eine untere Grenze des angegebenen Ausdruckszu

finden.
Untersuchen Sie insbesondere, ob der Ausdruck immer positiv sein muf}.

In der Tat finden Sie, dafl
2 — }/2_5 3 cos2r -+ sin%r 4 2 sinx cosx ist.
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6. Folgen, Grenzwert, Stetigkeit

Ligenschaften von Folgen

Folgen sind Funktionen, bei denen der Definitionsbereich nur die Menge der natiir-
lichen Zahlen (hier meist ohne die Null) oder eine Teilmenge davon ist:

(an)lanzf(n) n€N.

Eine solche Folge (hier werden nur Zahlenfolgen betrachtet) kann auf die eine oder
andere der folgenden Arten dargestellt werden : ;

a) tabellarisch (Darstellung der ersten Glieder)

il A s e S ST

Ay | & a a3 ay ag
b) verbal (in Worten)

c) analytiseh-rekursiv durch eine Verbindungsbeziehung zweier aufeinanderfolgender
Glieder einschlielich der Angabe des (oder der) Anfangsgliedes(r).2)
Vgl. die Folgen (b,) und (c,) auf S. 74.

d) analytisch-independent: Angabe des allgemeinen n-ten Gliedes a, durch eine Glei-
chung in n.

e) graphische Darstellung: Dabei entstehen im Koordinatensystem »isolierte‘‘, d. h.
nicht durch einen Linienzug verbundene, Punkte.

Folgende Eigenschaften von Folgen interessieren vor allem:

I die Monotonie

Dazu ist zu un(tersuchen, Ob @yyy > a, bzw. a,,; < a, fiir alle n gilt.

Bei a,,, = a, spricht man von monoton steigend,
bei a,,; = a, spricht man von monoton fallend.

Zuweilen wird auch zwischen ,,streng monoton steigend‘ a, ., > a, und nur (einfach)
monoton steigend a,,,; = a, unterschieden.
Die Untersuchung erfolgt durch einen Vergleich zweier aufeinanderfolgender Glieder.

/ { positiv

/
(Die Differenz) a,,; — a, muf} \ ety far alle » sein.

IT die Art des Steigens oder Fallens

Dazu untersucht man die Differenzen d = a,,, — @, zweier aufeinanderfolgender Glie-
der und den (Quotienten g = ot

. . n . . . .
Mit den Differenzen untersucht man die absoluten, mit den Quotienten die relativen
Zu- bzw. Abnahmen. (Diese Begriffe werden vornehmlich in der Okonomie verwendet.)

') Bei der tabellarischen Angabe ist die Fortsetzung der Folge immer ungewifl. Je
mehr Glieder gegeben sind, desto sicherer kann man eine naheliegende GesetzmaBig-
keit erkennen.

*) Der Leser beachte die Analogie zum Beweis durch vollstindige Induktion (Schluf
von n duf n + 1 und Anfangsfall).
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Iut o konstant, so liegt eine arithmetische Folge vor:

ormel fiir das n-te Glied

der Partialsummenfolge

ay=ay -+ (n—1)d

N Yok

2

Ubersicht iiber den absoluten und den relativen Verlauf von Folgen

(Beschreibung statistischer Entwicklungsreihen)
Giiltig far Zahlenfolgen, bei denen alle a, > 0

Summe der Glieder der Folge (Reihe) oder n-tes Gliel ‘

l mit zunehmen- q Mit zunehmen- Entwicklung
( demn - - - demn - - -
rird groBer >1 q wird gro3er starker
w L;lr(l);:ssigl). . wachsende als expo-
Zunahmen wachsende abs. rel. Zunahmen nentiell
ik g bleibt gleich exponentiell
gleichbleib. (geometrische
4 rel. Zunahmen Irolge,
q wird kleiner
fallende
rel. Zunahmen
d | bleibt gleich =1 q wird kleiner linﬁ.aa1~ .
|glei‘chlfleib.g fallende (arithmetische
abs. Zunahmen rel. Zunahmen Folge)
| d | wird Kleiner >1 q wird Kkleiner
(degressiv) fallende
fallende rel. Zunahmen
abs. Zunahmen
l ird grofer 0 < g <1 |gq wird kleiner
gL wlxvca(lz}:;;ll;deg wachsende
Abnahmen | abs. Abnahmen rel. Abnahmen
| d | bleibt gleich 0 < q <1 |q wird kleiner arithmet.
gleichbleib. wachsende linear
v abs. Abnahmen rel. Abnahmen
| @ | wird kleiner 0 <q<1]|q wird kleiner
fallende wachsende
abs. Abnahmen rel. Abnahmen
i ¢ bleibt gleich exponentiell
Sl gleichbleib. gedampft

068

abs. Abnahmen)

rel. Abnahmen

q wird grof3er
fallende
rel. Abnahmen

Ist ¢ konstant, so liegt eine geometrische Folge vor:

n-tes Glied Summe. . ..

B s 1__ n
Sp=ay q—‘! =ay ____._q_

ay = al‘]"_l Gl il 1 — q
Bei einer arithmetischen Folge liegt ein linearer (geradliniger, gleichmiBiger) Anstieg
vor, bei einer geometrischen Folge ein exponentieller. Tn Wirtschaft und Technilk

wird in der Regel eine geometrische Folge angenommen, wenn nur Randwerte vor-
liegen.

ITI Grenzen und Grenzwert

Informieren Sie sich zunichst an Hand eines Lehrbuchs iiber die Definition des

Grenzwerts, und machen Sie sich mit der anschaulichen Erlduterung desselben ver-
traut!

Kann festgestellt werden, daB eine Folge gewisse Werte mit keinem Glied unterschrei-
tet, so heilt der hochste dieser Werte untere Grenze, die obere Grenze ist der kleinste
der Werte, die nicht iiberschritten werden. .

lim @, heiBt Grenzwert der Folge g und braucht weder mit unterer noch oberer Girenze

N—»00

libereinzustimmen. Grenzwert der Folge (a,) und Grenzwert der Partialsummenfolge

(8,) stimmen in der Regel nicht iiberein. Konvergenz der Folge («,) nach 0 (also Exi-

stenz des Grenzwertes lim a, = 0) ist aber cine Voraussetzung fiir die eventuclle Kon-
N—rco

vergenz der Partialsummenfolge lim a5

N—rco

Nullfolgen

sind Zahlenfo]gen'mit dem Grenzwert Null. Dazu gehéren u. a.

(%) ; (%5) (%‘jj) ; <<é)">; (g") fir || <1 ; (-Vl-n:> (’l'“',{_1)  (Yn3 i)

(na") fiir |a| <1

Méglichkeiten zum Vermuten des Grenzwertes
(1) auf Grund der tabellarischen Aufstellung geniigend vieler Glieder

(2) auf Grund des Vergleiches mit anderen Folgen oder des Zuriicktithrens auf Null-
folgen

(3)  Liegt ein Bruch vor, in dessen Zihler und Nenner Potenzen von » auftreten, so
vernachlissigt man im Zihler und Nenner alle Glieder mit Ausnahme jeweils
desjenigen mit dem héchsten Exponenten von n.

(3a) Ist der (hdchste) Exponent von n im Nenner grofier als der (héchste) im Zihler,
so liegt eine Nullfolge vor.

.

(3b) Entsteht bei der Division ein von n unabhéngiger Wert, so konvergiert, die
Zahlenfolge gegen diesen.

(3c) Ist der (héchste) Exponent von 7 im Nenner kleiner als der (héchste) im Zihler,
s0 existiert kein endlicher Grenzwert, die Folge ist divergent.
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Nachwels des Grenzwertes

Iir kann erfolgen, indem man zeigt, daB die Folge (a, — g) Nullfolge ist,
daB also | ay — ¢ | fiir alle n > N kleiner als eine beliebige positive (sehr kleine) Zahl &

18b.

Arithmetische Folgen und geometrische Folgen mit | ¢ | > 1 sind immer divergent,
geometrische Folgen mit | ¢ | < 1 konvergieren gegen Null.

Musterbeispiele

n
() = <2n po 11)
Weitere Darstellungsmaoglichkeiten

tabellarisch:

1, % A, B B
SHar My —Heer s =8 o8

7. 8. 9.
F s + s
rekursiv:
Uye1= u",...‘—l,i_____
99 4 4n? —40n

: 11
e )

verbal: wenig sinnvoll

Monotonie

Nicht monoton, da w; < uy, aber
ug > ug; allerdings ab 6. Glied
streng monoton fallend.

Art des I'allens
(ab 6. Glied)

d = Up 1Ny

RO VDRI Tl

T om—9 on—11
orilll

09 - dn® —40n =4

fir n =6.
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(@) = (243;162;108; 725 ...)

independent:

v, =243 - (%)"—1

rekursiv:

2

Un+1 =§'”n

und v, = 243

verbal: Folge der mit 243 multiplizierten

Potenzen von 3

streng monoton fallend, denn

Vpo1—Vy = —81 (‘g')”ﬂ <0 f

_ néamlich 1

2\n 2\n-1
= 243 <§) — 243 (—3—>

2\n-1/2
=948 (N T i
()" ()

2

& =Bty = B <_)"'1

3

d wird mit wachsendem n kleiner, also ,
fallende absolute Abnahmen i

2\n
243 (g) o !

9= n+1:vn='—'—2’ il

d | wird mit wachsendem »n kleiner,
also fallende absolute Abnahmen

q = Ups1: Uy
it _2n—11
2n—9 n
2n2 —9n—11
2n2—9n
11
n?—9n

<1 firn =6

=1

Mit wachsendem n nihert sich ¢
wachsend der 1:

fallende relative Abnahmen

Grenzen, Grenzwert

0.G. = Uy =196

wG =y = —25

Wegen (3b) Grenzwert vermutet bei
g = 0,5. Zum Nachweis wird

n i 11
Gy =00 = (?zn_ 1 0’5> & (411, 92

gebildet, das ist aber eine Nullfolge.

. Die Partialsummenfolge divergiert.

)

also gleichbleibende relative Abnahmen,
gleichbleibende Quotienten g.

Es liegt eine geometrische Folge vor (ex-
ponentielle Dampfung).

0.G. = v, = 243

u. G. = Grenzwert 0

Da eine geometrische Folge mit | ¢ | < 1
vorliegt, ist der Grenzwert 0.

Grenzwert der Partialsummenfolge:

4 ANk @
i B -—=729(1ﬂ(3>>
e

| v

lim s, = 729 (1 —0) = 729

N0

Grenzwerte von Funktionen, Unstetigkeitsarten

Da bei Funktionen der Definitionsbereich nicht nur auf die natirlichen Zahlen be-
schriinkt bleibt, kann auch ein Grenzwert lim f(x) (auch fii ein v,€N) neben lim f(x)

interessieren.

XXy X200

Gebrochen rationale Funktionen bestehen aus Zihler- und Nennerfunktion:

Z
9@) = Tk

Es konnen folgende Fille auftreten:

a) Z(w) =0  N(z;) +0
b) Z@,) =0  N(m) =0  Nullstelle
o) Z(wy) =0 Nz =0
d) Z(@) =0  Nzy) =0

Normaler Funktionswert

Uneigentlicher oder unendlicher ,,Grenzwert, Pol
Unstetigkeit, Liicke, Grenzwert untersuchen!

Im letzten Fall ist das Bild der Funktion an dieser Stelle unterbrochen. Gegebenenfalls

muB ein ,,Ersatzwert* definiert werden.
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Waoeitere Moglichkeiten der Unstetigkeit:

... an nicht definierten (,,nicht erkléarten‘‘) Stellen, z. B. f(x) = }/.-o;—fﬁr x < 0,
kann keine Stetigkeit vorliegen.-
||

... an ,,Sprungstellen‘, z. B. bei f(x) = ~— an z = 0, mit unterschiedlichen ,,Grenz-
worten' 4

... und vor allem bei trigonometrischen Funktionen, z. B. bei f(x) = tanx an
w = [90°] = 0,5 &.

Tir die Stetigkeit an einer bestimmten Stelle ist erforderlich:

I die Definiertheit der Funktion an dieser Stelle f(z,)

11 die Existenz des Grenzwerts an dieser Stelle lim f(x)
X—>rTy
I1I die Ubereinstimmung beider f(x,) = lim f(z).
LTy

(Vergleichen Sie hierzu auch Aufg. 6.7. bis 6.9.)

Fir die Differenzierbarkeit an einer Stelle ist die Stetigkeit dort unbedingte Voraus-
setzung, auBlerdem die Existenz eines eindeutigen Differentialquotienten !

Ubersicht iiber besondere Fiille der Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Funktion tiberall stetig, Verlauf periodisch, Nullstellen bei
v =4 kn, kEN '
Maxima bzw. Minima f(xy) = + 1 bzw. — 1

— 1 = f(z) = + 1, tiberall differenzierbar

¥
3
2 Verlauf der Funktion periodisch, an @ = + 0,5 w; 4 1,5 m usw.
1 nichtstetig und nicht differenzierbar, Nullstellen bei'w = -+ km,
k € N, keine Extrema, an den Polen nicht differenzierbar
/
4
Flx)=yx Fur @ < 0nicht stetig, da dort nicht definiert. In der Umgebung
24 . von & = 0 nicht tiberall definiert, namlich nicht fir « < 0.
1 An 2 = () nicht differenzierbar.
I ik i

x = 1 ist eine Liicke, dort zundchst weder stetig noch differen-
zierbar. Existierender Grenzwert an x = 1 erméglicht die zu-
satzliche Definition f(1) = 2, womit Unstetigkeit behoben.

Berechnung des Grenzwerts kann nach DE L’HosprraL erfolgen.

1 X
—] g =l

An 2 = 0 unstetig, da dort nicht definiert. Kurve nihert sich
von links und rechts zwei verschiedenen Punkten an. Unstetig-
keit nicht hebbar. Obwohl Tangente dort vorhanden, nicht dif-
ferenzierbar, da nicht stetig.

4
flx)=1x

Uberall stetig.

Aber an x = 0 nicht differenzierbar, dort liegen verschiedeno
Tangentenanstiege fiir die Kurve vor.




Ubersicht iiber einige Folgen und deren Eigenschaften
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6.1,

Als Werbung far den Zoo einer GroBstadt will die Deutsche Post eine Tiermotiv-
serie von 7 Postwertzeichen mit dem kleinsten Wert 5 Pfg. und dem groBten
2,— M herausgeben. Die Werte sollen annéahernd eine geometrische Folge bilden.

T
Die Jahresproduktion eines Betriebes betrug 1965 230000 M und 1971 345000 M.
Welche Produktion ist fur 1972 zu erwarten? Wie grof ist annehmbar das ge-
samte Produktionsvolumen von 1965 bis 1972 (einschlieBlich)?

6.3. Ein Sortiment Négel fir eine Haushaltspackung soll 9 verschiedene Sorten (in
einer geometrischen Folge der Langen) enthalten. Der kleinste Nagel ist 8 mm
lang, der grofite 8 em.

6.4. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Folge

10n
(@) = (nz __20) >
\
6.5. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Folge
n? + 100
(@) = (:‘lnz 2l 50> :

6.6. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Folge
(a,) = ((— 1)") und der Folge
(B) = ((— 0,5)").

6.7. Die Stetigkeit der Funktion
) = l%l fiir alle z € P\ {0} und f(0) = 1
ist an den Stellen z; = 0 und @, = 2 zu untersuchen.

6.8, Die Stetigkeit der Funktion

) il
g(x) = x—~-w - fir alle z € P\{0} und g(0) = — 1
ist an den Stellen x; = 0 und z, = 2 zu untersuchen.
Die Stetigkeit der Funktion

6.9.

x+V—w
—
und 2, = 2 zu untersuchen.

h(x) = fir alle reellen @ < 0 und 2(0) = 1 ist an den Stellen @, = 0
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61, a;,=258 a, = a,q" !
a; = 5¢9% = 200
q® = 200:5 = 40 q = 1,848
6.2. Kine geometrische Folge darf angenommen werden.
a, (1965) = 230 TM
a, (1971) = 345 TM a, = 230 ¢® = 345
¢® = 1,500 q = 1,070
6.3. a,=38 a, = a;g"!
ayg = 8.q¢%= 80
q® =10 q = 1,335
6.4. n 1 2 3 4 5. 6 74 8
a — 0,53 —1,25 —-273 —10 + 10 + 3,75 2,42 1,82
9. 10. 12. 15.
1,49 1,25 0,97 0,74
6.5. 1 2 3. 4 5 6 Ty 8
— 21 — 2,5 — 3,4 — 6,4 — + 6,2 3,0 2,2
9. 10. ©20.
1,62 1,3 0,67 5. Glied nicht definiert, ab 6. Glied streng mono-
ton fallend. )
Obere Grenze 6,2 und untere Grenze — 2,1.
6.6. ‘a, —1; 1; —1; 13 d
1 i i+
By — 08 028  —%; g5
Die erste Folge ist nicht konvergent, sie ist nicht monoton.
Die zweite Folge ist auch nicht monoton, aber konvergiert gegen 0.
6.7. An beiden Stellen ist die Funktion definiert:
f(0) = 1 und f(2) = 1.
6.8. An beiden Stellen ist die Funktion definiert:
g(0) = — 1 und ¢(2) = 0.
6.9. An der Stelle z; ist die Funktion definiert mit 2(0) = 1.
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An der Stelle , = 2 und in der Umgebung ist die Funktion nicht definiert
(x < 0). :

6.1. @ =25;a,=5-1,848 = 9,24;
@y =5-3,420 = 17,10; a, = 5. 6,325 = 31,63;
a5 = 5- 11,70 = 58,50; ag = 5- 21,65 = 108,25; @, — 200
6.2, ag(1972) = 345-1,070
oder = 230 - 1,0707 = 369,1
1,0708—1
8g = 230 - 0070 = 2349
6.8. a;=28; a,=8-1,335 = 10,7; a; = 81,3352 = 14,2
a, = 19,0; a; = 25,3; a, = 33,7;
@, = 45,0; ag = 59,9; a, = 80.
Die logarithmische Berechnung ist empfehlenswert.
6.4.  Ab 5. Glied streng monoton fallend.
d (ab 5. Glied) — 6,25; — 1,33; — 0,60; — 0,32,
q (ab 5. Glied) 0,38; 0,65; 0,75; 0,82;
d <0, ¢ <1 unt. Grenze a, = — 10, ob. Grenze as = 10.
Grenzwert nach (3a) vermutet zu 0.
6.5. Nach (3b) Grenzwert vermutet zu 0,5. Zum Nachweis bildet man (a, — g) =
n® + 100 62,5
TN ko oo RIVY, O ST T )i
(2?22 — 50 "5) (72.2 — 25)
Das ist aber eine Nullfolge.
d (ab 6. Glied) — 3,2; — 0,9; — 0,48; ...
q (ab 6. Glied) 0,48;0,7; 0,775 . . . .
Die Partialsummenfolge kann nicht konvergicren.
6.6.  Die Partialsummenfolge von (a,) wurde von einem Ménch Guino Grannr 1750 in
Paris fehlerhaft gedeutet mit
(L = (im b (L= ) on = 2
(2) (= )y = Ay = 0. Sie kann gar nicht konvergent
sein.
Der Grenzwert der zweiten Folge ist 0, da es sich um cine geometrische Ifolge mit
| ¢ | < 1 handelt.
6.7. An @, = 2 existiert ein endlicher Grenzwert lim sy ==l ;
T2
An x; = 0 existiert kein einheitlicher Grenzwert.
Von rechts her (pos. ) strebt die Funktion der 1 zu, von links her der — 1.
6.8.  Anzunda,existiert je ein endlicher Grenzwert. lim g(x) = Ound lim g(x) = — 2
-2 0
6.9. Ana; = 0 existiert ein endlicher Grenzwert lim fi), = i,

=0
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6.2,

6.8,

6.4,

6.5.

6.6.

6.8.

Dio Sorie besteht aus den Markenwerten (in Pfg.)
h/10/15/30/60/ 110/ 200. 4

Dor Wert 1,10 M wird aus praktischen Griinden besser durch 1,20 M ersetzt
worden. Der gesamte Satz kostet 4,30 M bzw. 4,40 M.

3

[ir 1972 ist eine Produktion von 369100 M zu erwarten. _

Dag durchschnittliche Wachstumstempo betragt 107 9,. Von 1965 bis 1972
wurde ein Gesamtproduktionsvolumen von etwa 2,35.10° Mark errechnet.
Beachten Sie: Im Bereich des Anfangs- und Endwertes (also um 1965 und um
1971) werden die berechneten Werte den wahren am nidchsten kommen.

Die Sortimentsauswahl sollte so gestaltet werden, daB vor allem viele Sorten
kleinerer Nigel angeboten werden.

Die Langen betragen zweckmiBig (in mm):
8/11/14/19/25/ 34/ 45/ 60/ 80.

Eine arithmetische Folge hitte die Werte 8 /17 /26 / 35/ 44 / 53/ 62/ 71 / 80
ergeben, was unginstiger ist.

Es handelt sich um eine ab 5. Glied (streng) monoton fallende Folge mit f&l}en-
den absoluten Abnahmen und fallenden relativen Abnahmen. Der Quotient
aufeinanderfolgender Glieder nahert sich der 1. Untere Grenze ist — 10, obere
Grenze - 10, der Grenzwert ist 0. Die Konvergenz erfolgt sehr langsam.

Es handelt sich ab dem 6. Glied um eine streng monoton fallende Folge mit
fallenden abs. und rel. Abriahmen. Untere Grenze ist — 6,4, ob..Grenze ist 6,2.
Der Wert fiir n = 5 ist nicht definiert. Grenzwert ist 0,5. Die Partialsummenfolge
divergiert.

Beide Folgen nicht monoton. Die erste ist divergent, die zweite konverg_iert als
geom. Folge gegen 0, auch ihre Partialsummenfolge ist konvergent mit dem
Grenzwert — 1/,.

An z; = 0 scheitert die Stetigkeit an dem Nichtvorhandensein eines einheit-
lichen Grenzwerts. '
Wegen f(2) = lim f(z) = 1 ist die Funktion an z, = 2 stetig.

xr—2 1

An g; = 0 scheitert die Stetigkeit an der Nichtiibereinstimmung von

9(0) = — 1 =lim g(x) = — 2.
-0 i
An x, = 2 liegt Stetigkeit vor: g(2) = lim g(z) = 0 (Nullstelle).

2

6.9, Ana; = 0 liegt wegen (0) = lim h(z) = 1 Stetigkeit vor. An x, = 2 liegt keine
0

&=r . - .
Stetigkeit vor, weil diese Stelle auBlerhalb des Definitionsbereichs liegt.

A

10,

Ein Arbeiter verdiente 1963 6420,— M, im Jahre 1970 dagegen 7764,— M. Der
Verdienst erhshte sich jahrlich um den gleichen Betrag. Wieviel hat der Arbeiter
insgesamt vom 1. 1. 1963 bis zum 31. 12. 1970 verdient?

(.11, TFar die Entwicklung der Welthevélkerung (in Mrd. Menschen) liegen folgende

Angaben vor: 1910 1925 1940 1955 1970

1,62 1,86 2,20 2,73 3,62
Des weiteren wird der Energiebedarf in der Welt in Mrd. ¢ Steinkohleneinheiten
(SKT) angegeben 1900 1920 1940 1960

1,1 1,4 2,0 3,6

Untersuchen Sie die Eigenschaften beider Entwicklungen, und zichen Sie Schlu-
folgerungen!
(Angaben z. T. entnommen: URANTA 10,1966, S. 16)

6.12. Die Amplituden der Schwingungen eines Fadenpendels wurden fiir jede Periode

(volle Schwingung) gemessen (in ¢m) und ergaben: '

1. 2. 3. 4. 5. 6.

100 82 67 55 45 37

Beschreiben Sie diese Entwicklung.

Versuchen Sie, eine entsprechende GesetzmiBigkeit analytisch anzugeben.

6.18. Beim radioaktiven Zerfall versteht man unter der Halbwertszeit die Zeit, in der
eine bestimmte Menge eines radioakt. Isotops durch Strahlung auf die Hilfte
reduziert wurde. Sie betrdgt fiir das Isotop *'Pb (f-Strahlung) 36 Minuten.
Untersuchen Sie die Zerfallsfolge, und stellen Sie fest, wieviel von dem Stoff
nach 4 Stunden noch vorhanden ist.

6.14.

In der DDR gab es 1971 Miinzen mit den Werten 1; 5; 10; 20; 50 Pfg. und
1,— M, 2,— M; 5,— M.Y

Untersuchen Sie die Eigenschaften der Miinzfolge, und zichen Sie SchluBfolge-

rungen.

Seit 1972 werden auch 10-M- und 20-M-Miinzen verwendet.
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6.10. Es liegt eine arithmetische Folge vor.

ay (1963) = 6420, —
ag (1970) = 6420 + Td = 7764

Td = 1344 d =192
6.11. Energiebedarf und Bevélkerungszahl entwickelt sich annehmbar monoton stei-
gend.
Energiebedarf : d 0,3 0,6 1,6
: g 1,27 1,43 1,80
Bevolkerungszahl: d 0,24 0,34 0,53 0,89
q 1,15 1,19 1,24 1,33
6.12. Es handelt sich um eine fallende Folge.
d — 18 — 15 — 12 — 10 — 8
q 0,82 0,82 0,82 0,82
Also liegen fallende absolute Abnahmen und gleichbleibende relative Abnahmen
vor.
6.18. Der Zerfall erfolgt nach einem exponentiellen Gesetz bzw. einer geometrischen
Folge.
Man setze an: a; = 100 (%) aqp == 50 (%)
86 Lot
Ayy = ay @8 ?** = 0,5 q = 0,56 = 0,981
lg g = 0,9917—1
6.14. Man kénnte natiirlich zunéchst die absoluten und relativen Verdnderungen (Zu-

nahmen) untersuchen:

d + 5 10 30 50 100 300

q 50 20 20 25- 20 20 2,5

Es liegen also wachsende absolute und wechselnde relative Zunahmen vor.

Schon hier wird deutlich, daf der Schritt von 1 Pfg. auf 5 Pfg. gegeniiber den
anderen zu groB ist! Uberlegen Sie, was das bedeutet!

C

6.10.

6420 + 7764

3 8 ="7092 .8 =56736

8y =

6.11.

Beide Folgen weisen eindeutig steigende absolute und relative Zunahmen auf.

Die Entwicklung erfolgt also stirker als exponentiell. (Es ist empfehlenswert,
die Entwicklungen in einer Graphik darzustellen.) Man erkennt sofort, daf} die
Weltenergiebedarf

Quotienten Weltbevelke Fangszahl = @ standig steigen. ;
Die Quotienten @ betragen etwa: 1910 1940 1970
0,77 0,91 1,22

Man erkennt, dafl @ etwa um 1945 den Wert 1 annimmt. Zu diesem Zeitpunkt
wiiren also etwa je Weltbewohner 1 t SKE bereitzustellen gewesen.

6.12.

Es handelt sich — wie physikalisch verstindlich — um eine exponentiell gedimpfte
Entwicklung!

Man kann also ansetzen: 4, = A4,"*
z=1In(4,: 4, =In0,82 = — 0,201 ~ — 0,2;

oder man setzt eine geométrische Folge an:
A, = A" mit ¢ = A,: 4, = 0,82.

6.13.

Die Zerfallsfolge (in Minutenabsténden) gehorcht dem Gesetz:
a, = 100 . 0,981"-1,
Nach 4 Stunden sind 240 Minuten vergangen.

@gqy = 100 - 0981290  Iga,,, = 0,0080
g = 1,02 :

. Die Abweichungen sind im Anfangsbereich besonders starlk.

6 Koch, Anleitung

Um die Unterschiede besser beurteilen zu koénnen, ist es zweckméaflig, eine
(zwangsweise) geometrische Folge mit @, = 1 und agz = 500 anzusetzen.

ag = a,q%; q7 = 500; q = 2,43.
Danach wiirden sich folgende Glieder (und gerundete Werte) fiw die Munzfolge
ergeben:

Glieder 1 2,4 5,9 14,3 34,9 84,7 205,9 500
gerundet 1 2 6 14 35 85 206 500
. Ist-Wert 1 5 10 20 50 100 200 500




$.10. Der Verdienst erhoht sich jahrlich um 192,— M (das entspricht monatlich

16,— M), beginnend mit monatlich 535, — M (1963). Insgesamt wurden in den
8 Jahren 56736,— M verdient.

6.11. Auf Grund einer graphischen Darstellung kann fiir das J ahr 2000 abgeschiitzt
werden.:
Weltenergiebedarf tber 90 Mrd. (man rechnet mit 29 Mrd. t SKE).
Weltbevolkerung = itber 5 Mrd. (man rechnet mit 7 Mrd. Menschen).

Der Bedarf je Welthewohner diirfto sich bis dahin auf den funffachen Wert vom
Beginn des Jahrhunderts gesteigert haben. Bei einer genaueren Abschittzung
der Weltbevolkerungszahl mite die dnterschiedliche Entwicklung des Bevol-
kerungszuwachses in den emzelnen Erdteilen beriicksichtigt werden (Asien!).

Die Entwicklung kann dargestellt werden entweder durch 4, = 100 Grhsy

(wie in der Physik und Technik ublich)

6.12.

oder durch A, = 100 - 0,827}
(wie in der Mathematik tiblich).

Die Zerfallsfolge gehorcht dem exponentiellen Gesetz a, = 100 - 0,981 !

oder a, = 100 - ©—0,0191n-+0,0191
Fiir die Zeit nach 4 Std. ergibt sich (nach beiden Formeln), daf noch 1,02 %, des

Stoffes vorhanden sind. ‘

6.13.

s fallt auf, daB zwischen den Werten 1 Pfg. und 5 Pfg. eigentlich ein Zwischen-
wert fehlt. Deswegen ist kaum von einer guten geometrischen Staffelung zu
sprechen. Uberzeugen Sie sich davon, daf die Einfihrung der 20-Pfg.-Stucke
vorteilhaft war und die Einfithrung von 2-Pfg.-Miinzen eine bessere Angleichung
an eine geometrische Folge bréchte.

6.14.

Zum Vergleich seien die Miinzsysteme von 2 anderen Léndern angegeben

SU 1 2 . 5 10 15 20 (50) Kopeken
CSSR 5 10 25 50 100 Heller

TR
A

.

A

6.15. .E;ng lqu; 10 Gli‘edern bestqhendo Folge hat das Anfangsglied a, = 1wl il
da.B esle' ﬁlo = 38,1114. Bgstnnm_en Sie die Summe der 10 Glieder e don Pl
sich a) um eine arithmetische, b) um eine geometrische Folgo hndoli ! '

6.16. Jemandem werden zwei Angebote zum Sparen gemacht:

a) Je 1000,— M sollen pro Jahr 50,— M i
: ) ahr 50,— M als Zins rutgeschrieben wor
Zinsen werden nicht weiter verzinst. e e
b) 1000,— M Einla 1 ich jahrlick i 1
o ge sollen sich jédhrlich auf 103 9 des vorherigen Standon or

Beurteilen Sie die beiden Angebote.

*6.17. Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion

sind zu untersuchen.

6.18. Vergleichen Sie die Folge (a,) =

mit der Funktion f(z) = @+ 1
x

n—f-l)

I

6.19. Untersuchen Sie die Funktionen f(v) = i und g(x) = 2 1
v W) =&t

! we=2 }
auf Un it inweis: Er6 i e
stetigkeiten. (Hinweis: Erortern Sie vor allem die Verhiltnisse an @ = 2.)

o

6.20. %‘regeb(.an ist die Funktion f(z) = x(x + 2) «€ P.
ergleichen Sie die Eigenschaften der Funktion f(x) mit denen der Funktionen

xd—dx .
gw) ==——5- firo €P\ {2} und g(2) =8
sowie
way e B e PR ;
oD @ \ {2} und R(2) = 6.

6.21. ist ei
1 gigﬁben ;st eine Folge (a,) durch a; = 3 und a;,, = a; + (& + 3). Weisen Sie
werde?ﬁﬁ:edﬁfz hI< I())lge I})a,ch. Weisen Sie nach, daBl die Folge auch dargestellt
. : . = 2n% 4 n. Weisen Sie nach, daB3 es sich weder el
arithmetische noch geometrische Folge handeln kann. B

6*
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6.15, a; =1 ayy = 38,44
arithmetisch: 38,44 = 1 + 9d
9d = 37,44 d = 4,16
i AT
geometrisch: 38,44 = 1. ¢° q = 138,44 = 1,50
6.16. Beim ersten Angebot handelt es sich um eine arithmetische Folge mit @, = 1000

und d = 50.
Beim zweiten Angebot liegt eine geometrische Folge mit a; = 1000 und ¢ = 1,03

Vor. ¢

6.17.

Die Nennerfunktion N(z) = 2* — 32z + 2 hat Nullstellen an # = 1 und @ = 2
und kann dargestellt werden als N(z) = (v — 1)(x — 2). Die Zihlerfunktion
Z(x) = 2% 4+ 222 — z — 2 hat Nullstellenanz = 1,2 = — 1 und ¢ = — 2 und
kann dargestellt werden als Z(z) = (v 4 1) (x — 1) (z 4 2).

- 6.18.

Zuniichst werden Wertetabellen aufgestellt :

nit. "8 8 4 @ |—8.e —1 0

- 1 1 1 9 nicht 1
G |2 g e e S R Y U e

eed0,50001 2

Fir alle € N\ {0} stimmt die Wertetabelle der Funktion mit der der Folge
uberein. Die Folge fallt monoton. Untere Grenze der Folge ist 1, obere Grenze 2.

6.19.

Unstetigkeiten liegen bei beiden Funktionen nur fiir x = 2 vor.

1
0 Sy i Sy
f(2) = - unbestimmty  g(2) =20 nicht definiert.

6.20.

f(z) ist Gberall stetig. g(x) und h(x) sind an der Stelle x = 2 beide unstetig. Es
ergibt sich dort formal ein Wert 0 : 0.

Eine weitere Untersuchung an dieser Stelle ist unter Zuhilfenahme der zusitz-
lich definierten, Werte ¢(2) und (2) erforderlich.

. a) Es muf} néchgewiesen werden a, ., > a, fur alle n € N.

b) Es ist zu zeigen, dal (b,) die gleiche Rekursionsformel und das gleiche An-
fangsglied wie (a,) hat.

¢) Es muB3 an (a,) oder (b,) nachgewiesen werden, da a,,; — a, und a,,,: @,
beide nicht unabhéngig von » sind.

6,15, ' drithdetisohis’ ' 1 gypi= %94—4 10 = 197,2
510
geometrisch : S10 = 1%%—-% = 113,32

Der Wert bei der arithmetischen Folge ist auch ohne \'01‘]1(}1:in‘e Bost,imnnmg von
d berechenbar. ‘ b

@y = 1000 + (n — 1) 50 = 950 + 50 h n— . ’
a: m A 1,83”_1 ) =+ 50n (nach n—1 Jahren) bzw. (geomotusch)

.nach arithm. geom. nach arithm

Jahren Jahren o
/A 1050 1030 1—5 1750 8
: L : 155
2 1100 1061 20 2000 18)(;:
5 1250 1159 25 2250 2005
8 1400 1266 30 2500 2499
10 1500 1344 35 2750 2815
12 1600 1426 50 3500 4385
6.17. 2z =  2;Z(2) &= 0; N(2) =0 Der Differentialquoti
’ i 1a. ¥ ) 3 e
A A 7 Yo A a1110 1:n lautet :
G=— L2~ 1) =0 N(— 1) $0  poy= 2702+ + 1258
= — 2;4(—2) = 0; N(—2) +0 ity -

6.18. Der Grenzwert der Folge ist lim a,= 1. Fiir die Funktion ergibt sich der Greng.

- N—»00

wert lim f(x) = 1.Im Gegensatz zur Folge ist hier auch lim f(@) = 1 bildbar. Die
Pr—+00 b OO ;

" Folge {m,t 1.(eine Nu]‘]stelle, die Funktion die Nullstelle m; = — 1. Einen Pol findef

man fir die Funktion: xp = 0. Kurvenbild der Funktion ist eine Hyperbel. Dio
Asymptoten sind die y-Achse und die Gerade g(z) — 1. :

6.19. limzf(ac) existiert mit /(2) = 4. Die Unstetigleit von f(x) ist hebbar,
x>
Man vergleiche f(1,9) = 3,9 und f(2,1) = 4,1.
D@gegen ist ¢(1,9) & 0,001 und ¢(2,1) &~ 1000.
Hier liegt offenbar eine Sprungstelle vor. (Vergleichen Sie das Bild auf Seite 107)
6.20. Mit Ausnahme des zusétzlich definierten Wertes stimmen die Funktionen g( v)
und A(x) miteinander iiberein. Beide stimmen, wenn = 2, auch mit f(x) in iud;».-
Weise uberein. Als Grenzwert ergibt sich lim g(x) = lim h(x) = s‘ Ghrd
gleich f(2). -2 .u—>2) iR 1, ARFeas
6.21. a) a,,; > a, gilt, wenn 4n 4 3 > 0, also n > — 0,75

b) b"+1 3 bbnl 2(3‘-}1 223+ o R i i e Anyq = @y und
€) Gyiy — @, = 4n + 3 = h(n)

Upyy: @y = (202 4 5n 4 3): (202 + n) = k(n)
Der Quotient hat den Grenzwert 1.

Hh
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016,

Dio Summe der ersten zehn Glieder unterscheidet sich wesentlich, je nachdem es
wich um eine arithmetische (197,2) oder eine geometrische (113,32) Folge/Reihe
handelt. Zum Vergleich einige Glieder: '

2. 5. 8. 10.

arithm. 5,16 17,64 30,12« 38,44
geom. 1,5 5,06 17,08 38,44

6.16.

Bis zu 33 Jahren Laufzeit ist das erste Angebot giinstiger. Bei etwa 17 Jahren
ist der Unterschied am gréBten. Bei 33 Jahren unterscheiden sich beide Angehote
im aufgelaufenen Kapital nur um 3,— M; a) 2650,— M, b) 2653, — M. Bereits
nach 50 Jahren ist Vorschlag b) um 25 9, tiberlegen. Die vergleichende Beziehung
10000 - 1,031 = 950 -+ 507 ist nur graphisch oder durch systematisches Pro-
bieren zu lésen. b

6.17.

Es liegt tiberall auler # = 1 und & = 2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit vor.
Anz = 2liegt ein Pol. An x = 1 liegt eine hebbare Unstetigkeit. Dort mii3te der

Funktionswert lim f(x) = f(1) = — 6 zusitzlich definiert werden. Die Differen-

=
zierbarkeit kénnte durch f/(1) = — 11 zusétzlich gewéhrleistet werden.

6.18.

Jede Folge ist eine Funktion, der Definitionsbereich der Funktion ist aber grofler.

Der Pol bei 2 = 0 tritt bei der Folge wegen 0 ¢ N \{0} nicht in Erscheinung. Der

Grenzwert fiir n bzw. x nach oo ist der gleiche, ndmlich 1. Obere und untere

Grenze existieren bei der Funktion nicht, wohl aber bei der Folge.

6.19.

Zur Untersuchung der Unstetigkeit ist das Verhalten in der Nihe von @ = 2 zu

iberprifen :

£(1,9) = 3,9; f(2,1) = 4,1; aber g(1,9) &~ 0,001; g(2,1) &~ 1000. Die Unstetigkeit

anx = 2ist bei f(x) hebbar, bei g(z) liegt dort ein Pol vor.

In allen Punkten auler z = 2 stimmen die drei Funktionen iiberein. Die Stetig-
keit an @ = 2 wire noch gegeben, wenn
a) g(2) = 8 bzw. h(2) = 6 definiert ist,

b) lim g(z) = 8 bzw. lim k(x) = 8 existiert und

z—+2 r—2 |

! g
c¢) der definierte Wert mit dem Grenzwert tibereinstimmt. Das ist bei g(x) der

Fall, nicht aber bei h(x).

86

Die durch Rekursionsformel gegebene Folge (a,) stimmt mit der analytisch-inde-
pendent gegebenen (b,) total tiberein. Die Folge ist (streng) monoton steigend.
Es liegt weder eine arithmetische noch geom. Folge vor. Die Entwicklung liegt

»zwischen beiden‘ bei wachsenden absoluten und fallenden relativen Zunahmen.

7. Funktionsuntersuchungen, KKurvendiskussion

Durch eine ,,Kurvendiskussion* (besser: Funktionsuntersuchung) werden alle wesent-
lichen Eigenschaften der betreffenden Funktion f bzw. ihres Bildes erfaBt. s besteht
die Moglichkeit, ein vollstandiges ,,Bild‘ der Funktion im Definitionshereich zu erhal-
ten, indem man den Definitionsbereich, die Pole, 'die Nullstellen, die y-Werte der
Schnittpunkte mit der y-Achse, die Anstiege in diesen Punkten, die lokalen Extrema
und die Wendepunkte sowie das Verhalten im Unendlichen untersucht. Oft wird aber
nur das Erkennen eines Teils dieser Eigenschaften fiir die aveiteren Untersuchungen
hendtigt. Fir den Anféinger empfiehlt sich dagegen immer, eine vollstindige Kurven-
diskussion durchzufiihren:

Eigenschaften eines beliebigen Kurvenpunktes
Kurven- Funktions- | (Kehrwert Abszisse Ordinate | Anstieg Kriinmung
oigenschaft merkmal |[des tan ¢
Funktions-
wertes) .
: SR ! | | | \ , \
el |z ! ) | | (2 V177 () | \ g1
}m)‘ _ i) | F) | |17 | |12
Unstetigkeiten Unstetig- 1= d’) Bei ganzrationalen Funktionen keine Pole
und Pole keits- und | |- 2y
Polstellen ' [zy] == = = -
Schnittpunkt \ [ J . Anstieg = b
mit der — — =0 ?‘I(U) | dort f/(0)
y-Achse ; 7
Schnitt- Nullstellen : : Anstieg
punkt(e) — f@y=0 | |=0 | dort = —
mit der —> 2y . k )
x-Achse
Extrempunkte Extrem- = flx) =0 | Hxy) 1=0 ( [ <20 Max. -
stellen - Ty i ) | == 0 kein |
Nachy
“ weis |
\ >> 0 Min. |
\ i
Wendepunkte Wende- —_ Pi) =0 flxy) Wende- = 0| " | Existenz,
stellen - Ty tangenten- ‘ wenn
anstieg +=0
f ()

1) Praktische Handhabung bei gebrochenrationalen Funktionen.
Es sind die Stellen zu suchen, wo kein endlicher Grenzwert existiert.



Béispiel: Kurvendiskussion der ganzrationalen Funktion
Y = f(x) = 0,04 x* — 2* + 0,96

Ableitungen: gy’ = f'(x) = 0,16a® — 2z
y" = f'(z) = 0,482 — 2
ylll —_— /Ill(x) = 0,96x

Schnittpunkte mit den Achsen

’ Algorithmus der
Funktionsuntersuchung
w . ﬁ(Kurvendiskussion)g

Liegt eine ganzrationale
Funktion vor?

X =
\ =
| Definitionsbereich 4 rl\%:ﬂ" S;iy=0 0,04zt — 2% + 0,96= 0 | #? = z substituieren
Unstetigkeiten & Laskon : 0,0422 — 2z 4 0,96= 0 !
i T Asymptoten 1 9 24 :
s Schnittpunkt. 2 b p—
| Al I ; T || miy 5:;/;:’;;:1“0 s s & (2)5 %5 06
-—+——|. f@) =0 I—»——{ Nullstell |_+_'7 SCﬁh“Euukm ] fp =gk / %+ 4
i )i ullgholion | mi¢derazAchse 95 923
. =gty
zl=:z:2_= 24 2y = @t =
x1=]/24; :v2=——}/24; oy = 43 vy = —1

vermutete
Extremstellen

f'(x) =0 521(4,899;0); S,y (— 4,899;0); S,5(1;0); 8p4({— 1;0)

Sy: v =0; f(0) = 0,96; S,(0; 0,96)

f"(zg) == 02 ) Lokale Extrempunkte
i) i y =0 0,162% — 2z = 0
(0,622 — 2) =0 Ty =0
F'(xe) > 01 25 5 &
- i 22 = 5 %2:7}/2
vl - Yll B e
O i |
I Minimum l I Maximum l i 45 2 V
y'+0 - [ (0) = — 2 < 0 = Max.
/"(—:;11/2_> =4 > 0= Min. ‘
Hze) R, ;
_’ J) f“(—-z_}/z) = 4. i % 0=Min,
‘ H(0;0,96); T,(3,54; — 5,29); Ty(— 3,54; — 5,29)
& 7 B vermutete
- > e Wendestellen Wendepunkte : |
v y' =0 0,48 2% — 2 =0
50 5 =
R g
ww) + 01 ) =1 A o 10
" BB
2 By = - W /6 1
4 0 g
PETRI S e r—— | A S R
) 7\ \ /o
y T .
Esempfiehltsich, zu Beginn der Untersuchung dié 1., e n o (T}/G) <l
2.und 3. Ableitung der Funktion bereitzustellen. Die ﬁSjY& (Graphy) der Wi(2,0415 — 2,51); W,(— 2,041; — 2,51)
Untersuchung auf etwaige Unstetigkeiten (nicht bei LV F{‘é“;}’“‘"} i : ’ : .
: urve” | Anstiegswinkel in den Wendepunkten

ganzrationalenFunktionen) ist sofort vorzunehmen,
um gegebenenfalls die Darstellung der Funktion
vereinfachen zn kénnen.

11(2,041) = — 2,72 = tanay,; ay; = 110,19°
f(— 2,041) = 2,72 = tanay,; @y, = 69,81°
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Verhalten im Unendlichen
lim g == lim (0,042 — a:® 4 0,96)

Worhoo s oo " 0.08
w=lim (0,04 ——; _;4_> Tk
F e ] x* @X >0
= 0,04 « lim @t = £ oo
X+ too
Bild der Funktion ¥

y=004 x%-x%+095 His

Beispiel: Kurvendiskussion der gebrochenrationalen Funktion

_ _Zx _ x*—4 N(z) =222—2=0
y=1") = NGy = a2 B el s e i Pele
Definitionsbereich :
gEPN\ {—1;+ 1}
Ableitungen
20 (202 —2) — (v*—4) 4 122
F o $4 — s
Sl S @aT—2)° (@2?—2)?
L 13 (20°—2)t — 12 -2 (22— 2) 4 |
L 7222 4 2 4 Kettenregel beachten
= T (2 —2)

« 1440 (202 —2)® — (7202 -+ 24) 3 (202 —2)°
Y =" (@) = — a3y 7

57623 4 5762 Kettenregel beachten
T (222 —2)t s

90

Schnittpunkte mit den Achsen

8 Z(xg) =22 —4 =0 a2=4
2y =2 oy = —2
N(xy) = 222 — 2.0 N@2)y=06—2440
N(—2)=6—2+0 8.1(25 0), S,o(— 2;0) ‘
x% —4 eclf
S iws=0,ys=co = = ;2
v s Ys 2:”%__ 2 9 2 Sv (05 )
Extrempunkte /
o 12z 5
Y = ["(wy) = =0 @p=0 yp=/f(wy)=2

(23;125 — 2)2

und N(0) = 4 == 0
y” = f(0) = 3 >0 (Min.) T(0;2)

Wendepunkte keine, denn f/(z) = 0 ohne reelle Losungen.
Asymptotengleichung  Nebenrechnung

2@  x®—4 i 5 1 —3
s e U e s ek T 7
2 (@t —1)
=
1 —3
y—g(m)+7(w)~§+2—m‘g“_‘§
1
Yy =g(x) = 3 (Asymptotengleichung)
Bild der Funktion i p |
o Xk I '
Y=2x72 | ]
! |
! I
5 e
2Ok
Asympftote y=05 : i :
b U2 o e o e i
[l Ve <
Sx2 : : Sx1 X
1
| |
|
} 1
| |

01



7.1. ' Untersuchen Sie den Verlauf des Bildes der Funktion
y=fx) =2a"—2.
7.2. Untersuchen Sie die Eigenschaften der gebrochenrationalen Funlktion
L ) !
y=f(x) = ?:1:2—25 , und skizzieren Sie den Verlauf ihres Bildes.
7.3. Die Funktion f(z) = 23 + #? + ax mit ¢ > 0 soll einen Horizontalwendepunlkt
haben. Bestimmen Sie den Anstieg der Funktion in ihrer grofiten Nullstelle.
7.4. Charakterisieren Sie die Eigenschaften des Bildes der Funktion
% —8
y=f(=) e
7.5. Untersuchen Sie die Eigenschaftén der Funktion
x?—4
y=f(z) = L
und beschreiben Sie den Verlauf ihres Bildes.
7.6. TFihren Sie eine Kurvendiskussion zur gebrochénrationalen Funktion

§=8(l) =

durch.

s
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7.1, s liegt oine ganzrationale Funktion 3. Grades vor. !
f(x) = Su? 7 (x) = 6z " (x) = 6
J0) = —2 : :

(@) = 0fihrt zu 23 = 2; zy = 1,26.

7.2.  Es liegt eine gebrochenrationale Funktion vor. ‘
N(x) = 322 — 3 = 3 (% — 1). o
Durch N(z) = 0 erhdlt man Polstellen fiir x = + 1 '

48 16z — 432x% — 144
/ - - 1 o
Vol =g ~s@—nr '@ =—@a_3p
Dritte Ableitung nicht erforderlich, f(0) = 3.°

7.3. Esliegt eine ganzrationale Funktion dritten Grades vor.

F@) =3+ 2 +a J'(@) = bx + 2
f(x) =6 f(0) =0
fle) = Ofihrtzua® + 2% + ax = 0. @y, = 0;2y,3 = — 0,56 £+ 0,56 Y1 —4a.

7.4.  An der Stelle x = 0 erkennt man sofort einen Pol. Nullstelle wird durch

Z(@) = 0; 2% = 8; xy = 2 gefunden.
L 22%4-8 — 16z + 2z* ‘ —16 + 223
f’(a') = xz > f”(w) = —m4— oder f”(.’l’,‘) 2 xa "
7.5, Z(x) = 0 fihrt zu 2 = 4; 2y, = 4 2.

N(x) = 0fuhrt zu #2 = — 4 ohne reelle Losungen, also keine Pole. f(0) = — 1.

; 162 ‘ —48x2% 4 64

7 i . ’7 S st e !
Po =o' ="y ‘

1922 — 768 ‘

177 _—

e ="y

7.6. Da die Nennerfunktion den Wert 0 nicht annehmen kann, liegen keine Pole vor.

Einzige Nullstelle ist ¢y = 0. s(0) = 0.
—2 4 23— 24¢
’ iom i U S 17 TR, L
=y Oy
— 6¢4 -+ 962 — 96
177, —
T =T
94

7.1,

f/(x) = 0 fithrt zu 322 = 0, also z = 0.
f7(0) = 0, also kein echtes Extremum.
/(x) = 0 fahrt zu 6z = 0, oy = 0. ‘
f77(0) ungleich 0, f(0) = — 2, f(0) = 0, also Horizontalwendepunkt.
7.2, f/(x) = 0 fihrt zu 482 = 0, 2 = 0.
— 144
7(0) = g 51k 16/3 > 0; Minimum.
. [(x) = 0 fithrt zu 4322% = — 144 ohne reelle Lisungen.
73. f/(x) = 0 fuhrt zu 322 4 22 + a = 0,
oA e R
&€ = §' 4+ —-—-?3— o
f’(x) = O fithrt zu 6z = — 2, o = — 1/3.
(4 =6 40
3,
P e i 11 ploich:0-sei
ol R —-,o;—}- a soll gleich 0 sein,
alsoa = 1/3, f(— 1/3) = — 1/27.

‘4. f(x) = 0 fihrt zu a® = — 4; a = — 1,59.
f7(x) = 0 liefert
Wendepunkt fiir a,= 2.

7.5. f/(x) = 0 fihrt zua = 0 (y = — 1), Minimun.
f(x) = 0 fithrt zu @ = + —§~ 13
f(+315)=—os

3
B S
f (—§ ]/3 ) = — 0,5 aus Symmetriegriinden.
7.6. s'(t) = O0fihrtzut= + 2
8"(tg) = + 1/16
1
s(ts) =+
8’(t) = O0fahrt zuty, = O und 2 = 12, also
by = + 3,46; ty, = — 3,46. ’
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Das Bild der Funktion ist sténdig steigend. Tm Punkt (0; — 2) liegt ein Horizon-
talwendepunkt. Der Schnittpunkt mit der z-Achse hat die Koordinaten (1,26 0).
Es handelt sich um das 2 Einheiten nach unten verschobene Bild der allgemeinen

Es liegen .zwei Polstellen 2, = + 1 vor, ferner zwei Nullstellen zy = + 3. Die
y-Achse wird vom Bild in (0; 3) geschnitten. Dort liegt ein Minimum. Eine Asym-

(Bw2 —3)

Die Forderung nach dem Horizontalwendepunkt verlangt ¢ = 1/3. Dann be-

== 2—7 ein Horizontalwendepunkt, was man auch

an der Doppellssung der quadratischen Gleichung fiir vermutete Extremstellen
erkennt. Extrema. liegen nicht vor. Die Kurve verlduft durch den Ursprung.

Polstelle xp = 0. Die Kurve nihert sich agymptotisch dem Bild der Funktion
y = a® (Asymptotengleichung). Ein Minimum liegt im Punkt (— 1,59; 7,55).

Das Bild der Funktion hat als obere Begrenzungsger;a,de die Asymptote y = 1.
Schnittpunktemit der z-Achseliegen bei xz = 4 2, die y-Achse wird im Minimum
(05 — 1) geschnitten. Wendestellen liegen bei # = 4 1,155; y5 = 0,5. Die

Das Bild der Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung. Es steigt nicht
iiber den Maximalwert - und sinkt nicht unter das Minimum (— 2; — 0,25). Ein

Wendepunkt ist der Ursprung. Zwei weitere Wendepunkte existieren fiir z =
= = 3,46. Die Kurve néhert sich beidseitig der ¢-Achse (Bild auf S. 107).

7.1,

kubischen Normalparabel.
8.

ptote ergibt sich durch (2 — 9) : (322 — 3) = % 4+

Asymptotengleichung: y = %(Bild: siehe S. 107).
7.3.

1
findet, sich im Punkt (——3— 3
f

7.4.

Der Wendepunkt liegt auf der 2-Achse (2; 0)

(Bild: siehe S. 107.)
7.5.

Kurve ist symmetrisch zur y-Achse (Bild: siehe S. 107).
7.6.
96

7.7, Diskutieren Sie den Verlauf des Bildes der Funktion
f(x) = 0,75 a* 4 a® — 32% 4 1,25.
7.8. Eine gebrochenrationale Funktion ist gegeben durch
P
y=f(x) = m .
Untersuchen Sie den Verlauf des Bildes dieser Funktion.
*#7.9. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion y = f(x) = (ba?a-f g
a,b,c€ P;
b und ¢ nicht beide gleich 0, a = 0.
7.10. Geggbeﬁ ist die trigonometrische Funktion y = f(v) = sinx -} cosx
im Intervall 0 = o = 2.
Untersuchen Sie ihre Eigenschaften.
7.11. Ein technisch-physikalischer Vorgang wird durch die Funktion (¢ = 0)
y = f(t) = e~ " cos ¢
beschrieben.
Untersuchen Sie die Eigenschaften des Verlaufs des Bildes dieser Funktion.
= A
7.12. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion y = f(z) = Ja + —==
= %8 4 x5 fiir & > 0. &

7 Koch, Anleitung 97




C

% f(0) = 1,25 /() = 84 + 30 — 6z 7.9 @) =0>2p =0 Ppy =1 Xpy = —2
(@) = 922 + 6z — 6 f(0) = 1,25 f(1) =0 f(—2) = — 6,75
f7 (@) = 18z + 6 Max., weil f/(0) < 0. Min., weil /(1) > 0. Min., weil //(— 2) > 0,
Lésungen von f(x) = 0: =x; = 1 (durch Probieren), F'(w) = 0= gy = 0,655 ay, = — 1,22,
obenfalls vy, = 1; 23 = — 0,61; oy, = — 2,72, :
— N e 7.8, (@) =0>wp=3; ys = 2; §/(3) = — 1/9; Max.
i il i iy =0 @) = 0 = wy=6; f(6) = 16/9
7.8, f(o) =24 —F f(x) =48 () W
f'(=) K (x + 3)° (m+3)4f/‘_ 1(6) = — 8/81
9—z f(0)=0
: [(w) =144 (x + 3)8 Nullstelle ¢y = 0 2 » ; 1
' Polbei x = —3 729, [/ (v) =0, = Sk B =g Max.,weil /N<b> 20
_ bx — 2¢ i e A ,,26 . =.?”.
7-9. fl(x) = a(gq—b—bxx)—ﬁ q f”(m) = 2abm /”(m) =0 = Ly = I) ’ Yw 9be
3¢ —ba " f(0)=0 Pay) = — _._“_é
i b =tal¥ (c+ bx)® Nullstelle =0 270
! Polbei & = — - ‘
R 710, f/(x) = 0 = sinz = cosa Qpy = 0,25 7 (45°)
= tana = 1 gy = 1,25 © (225°)
7.10. f/(x) = cosz — sinz f(2gy) < 0Max. yp = Y2
/() = — sinz — cosw J(@gg) > 0 Min, yp, = — y2
f""(x) = — cosz + sinz () = 0 = sinz = — cosx = tany = — 1.,
f0) =1 f(x) = 0= sinz -} cosx = 0 (dividiert durch cosz)

Die Nullstellen sind also gleichzeitiz Wendestellen.
tanaz = — 1 (cosz == 0) (s. Abschn. 5.) 19:Senls n s glol itig Wendestellen

fithrt zu den Nullstellen zy; = 0,757 (135°) und 2y, = 1,75 7 (315°)
im angegebenen Intervall.

7.11. Der erste Faktor kann wegen e - 0 fiir endlicho z nicht gleich Null werden,
deshalb keine weiteren Nullstellen,

7.11. f/(t) = — e~% (0,1 cos ¢ - sini) Extrema:
/() = e~ (— 0,99 cos t + 0,2 sin?) ) =0 01 cost = — sint
() = =01 (0,299 cos ¢ + 0,97 sin t) t = (174,20°) A 3,04
f(¢) = 0 an allen Stellen, wo cost = 0 Minimum bei ¢ — 3,04 4+ 2 kr
f0) =1

Maximum dagegen fiir 6,18 + 2kxn

unter Berticksichtigung der Periodizitiit.
712, f(@) = 054715 — 0,515

(@) = — 0,25 =15  0,752~%5

(@) = 0,3755-25 — 1,875~

f(0) nicht definiert [f(x) nur definiert fiir > 0]
f(x) = 0 nicht reell 16sbar.

Aus f(t) = 0 ergibt sich 0,99 cost — 0,2 sin¢ mit Losungen fiir
(78,6°) 1,371 -+ L.

712, f/(x) =0 fithrt zu z = xl/f; @p =1
(1) = 0,5 >0 Minimum
1) =2
f’(x) = 0 fithrt zu 2 = 8

L B
1(8) = 5 J5.
Vel
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. ; . : 5 boi
; i funktion f(x) schneidet die y-Achse bei 1,25. Nullgtellen liegen
i ]1)?33)’11)%1;1)61‘ E-‘u(;l éiluné‘.(-) 2,72. In der Doppelnullstelle liegt eine Extremstelle

(Minimum). Ein Maximum liegh bei @ = 0, ein Min.imum bei © = — 2. Wende-
punkte existieren fiir & = 0,55 und = — 1,22 (Bild s. S.107).
7.8. Dio zugehorige Kurve besteht aus zwei Teilen, die durch den Pol bei x = — 3

i i iz = 3 ein'Maximum
t sind. Die Kurve geht durch den Ursprung, hat" bei = i
%zt;eﬁ x1= 6 einen Wendepunkt. Fiir # nach + oo nihert sich die Kurve der

x-Achse (Bild s. 8. 107).

7.9. Esliegen qualitativ dieselben Erscheinungen wie bei der Funktion Aufgabe 7.8.
vor.

i i i i Kurven. Schnittpunkt mit
10. Es entsteht eine Uberlagerung zweier sinusartiger Ku
g d:r y-Achse (0;1). Schnittpunkte mit der x-Achse bei 0,75 © und 1,75 =, das

sind gleichzeitig Wendepunkte. Extrema liegen bei (0,25 m; }/Q_) und (1,25 m;
— ¥2) (Bild 5. 8.107).

7.11. Die cos-Kurve liegt innerhalb der durch das Exponentialgesetz gegebenen Be-

%riznégﬁﬁi'ttpunkte mit der z-Achse sind die gleichen wie bei der cos-Funktion.

Extrema liegen bei 3,04 und 6,18 + 2 kr (Bild s. 8. 107).

7.12. Ein Schnitt mit der z-Achse liegt nicht vor. Die Kurve hat beiz =1,y = 2ein
i Minimum und an der Stelle # = 3 einen Wendepunk®t (Bild s. S. 107).
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8. Schnittpi'obleme - Methode der unbestimmten Koeffizienten

I Zu untersuchen sind die Verhéltnisse beim Schnitt zweier Kurven miteinander. An
diesen Stellen miissen die Ordinaten beider Kurven, die Funktionswerte, und damit
die Wertepaare beider Funktionen tbereinstimmen. § = K, (] K,.1). Zu diesemn
Zwecke wird gleichgesetzt:

f(z) = g(x). Das fithrt zu einer Gleichung, deren Losung(en) die x-Koordinate(n)
des Schnitts liefert.2) .

Gilt auBlerdem f/(xs) = g¢’(ws), so liegt eine Beriithrung vor, was man oft auch an der
,Doppellosung‘‘ der obigen Gleichung erkennen kann. [f/(x,) = ¢’(%,) allein sagt
nur etwas aus iiber die Parallelitit der Tangenten.] Der Schnittwinkel der beiden
Kurven ist definiert als Winkel zwischen den Tangenten an die beiden Kurven im
Schnittpunkt. Er kann berechnet werden nach Bestimmung der Anstiege f/(xg) und
¢’(xg) nach der Formel:

147 (ms) - 9’ (w5)

IT Oft ist in der Praxis zwar der Charakter (Typ) der Funktion oder Kurve bekannt,
gesucht sind aber die Koeffizienten innerhalb der Kurvengleichung. Dazu sind nur
die Koordinaten einiger Kurvenpunkte gegeben.

In diesem Falle setzt man die Funktionsgleichung allgemein mit unbestimmten

Koeffizienten der Glieder an und findet fiir jeden Punkt, der gegeben ist, eine Glei-

chung. Alle diese Gleichungen bilden ein System, das nach den unbestimmten (un-
" bekannten) Koeffizienten aufzulésen ist.3) ‘

tan ¢ =

Musterbeispiel zur Schnittpunktuntersuchung:

A Gegeben sind die Funktionen
y = f(x) = 2a® 4 622 4 62 + 2 BE P
¥ =gm) = 3 + 1)} -4 BE P

Berechnen Sie die Koordinaten der gemeinsamen Punkte beider zugehériger
Kurven, und bestimmen Sie den Schnittwinkel.

B Aus f(x) = g(x)ergibt sich 20 = — 32% mit den Lésungen x; = x, = 0; f(0) = 2;
x3 = — 1,5; f(— 1,6) = — 0,25. Die Doppellssung «, = z, 1iB3t eine Berithrung
vermuten. i

C F(x) = 62% 4+ 12x + 6; ¢’(x) = 6z 4 6.

Esfolgt f/(0) = 6; g’(0) = 6; f/(— 1,5) = 1,5; g’(— 1,5) = — 3. Die Gleichung
f(x) = g’(x) liefert x; = 0 und &, = — 1.

1) Exakt bedeutet hier § = K; N K,:

{(wss ys)} = {(@39) |y = fl@)} N {3 9) |y = g(x))

%) Grundsétzlich werden die beiden Kurvengleichungen zu einem Gleichungssystem
zusammengefafit. Dieses Gleichungssystem mufB3 dann gelost werden. Hier wird das
dabei am héufigsten verwendete Verfahren angefiihrt.

3) In der Statistik gibt es iibrigens auch Methoden, nach denen die ungefihren Koeffi-
zienten ermittelt werden kinnen, wenn mehr als gentigend viele Punkto bzw. Werte-
paare gegeben sind. Auf diese Methoden wird hier nicht eingegangen.
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Dio Schnittwinkel betmgén’ 0°beiz = 0— f)hne Verwendur}g der Forr;nelf— (]cal?(;
rithrung) und (nach der Formel) 127,9° bei iee s 1.,5: B91 o = —':i at;{en‘
Tangenten der Kurven parallel ! Skizzieren Sie ]etzt‘ selbst die von beiden Kurven
('aingoschlossene ,,nierenférmige** Fliche (vgl. das Bild auf S. 107 rechts unten).
Musterbeispiel fiir die Anwendung der Methode der unbestimmten Koetfizienten:

Tine Parabel (mit der Symmetrieachse parallel zur y-Achse) verlauft durch die
Punkte

Pi(— 2; — 1); Py(2; 3) und Pg(4; ZU

Ansatz einer quadratischen Funktion:
f@) = A a® - Bx - o

P, 4A—2B+
P, 4A+2B+

C=—1
0 3
P, 16A4+4B+C 2

i

Losung dieses Gleichungssystems fir A, B und C:
= — 0,25 B=1 0'='2,

Die zugehtrige Funktion lautet:

flz) = — 0,25 2% + = -+ 2. _ : :
Die Parabel ist relativ flach, nach unten getffnet, schneidet die y-Achse ’un

kt P, (0; 2) und hat den Scheitelpunkt im I’unkt Pge " o

g:%i{eger: (2 Nl)lllstellen der Funktion (zwei Schmbtpun‘kte der Kurve m_llt der
x-Achse) vor, die durch f(x) = 0, also durch — 0,25 2% 4 & = — 2 zu finden
sind: Py (— 1,464; (o und Py, (5,464;0).

A

8.1. Die Bilder der Funktionen f(x) = 22 und g(x) = ]/’b_ schneiden sich im Intervall
[0; 1] genau zweimal. Untersuchen Sie die Schnittwinkel. Wo laufen die Tan-
genten beider Kurven parallel ?

8.2. Die durch die Gleichungen 2* 4 y* = 25 und (x — 2)* 4 y* = 65 gegebenen
Kreise sind beziiglich ihrer gegenseitigen Lage zu untersuchen.

8.3. Bestimmen Sie die Winkel, unter denen sich die Kreise mit den Gleichungen
x? 4 y? = 100 und (x — 14)* + (y — 2)? = 100 schneiden.

8.4. Unter welchen Winkeln schneiden sich die Parabel mit dor Gleichung
f(x) = 0,42® — 2x - 1,5 und dio Gerado mit dor Gleichung g(z) = — @ — 1?7

8.6. Die Kurve einer Exponentialfunktion nach dem Gesetz f(x) = e4% gehe durch
den Punkt mit den Koordinaten P (4; 7,39). Untersuchen Sie den Tangenten-
anstieg in diesem Punkt.

8.6. Gegeben ist eine Funktion durch die Gleichung

4 y = f(x) = aa® + cx + d (w,a,c,d reell).

Das Bild der Funktion schneidet die -Achse im Punkt P; (0; 4). Die Kurve hat
in diesem Punkt P; den Anstieg m; = — 3. Der Punkt Py (1; y;) ist Extremum.
Bestimmen Sie die Koeffizienten a, ¢ und d.

* 8.7. Gegeben sind Funktionen durch eine Gleichung der Form y = f(z) = ax? -}
+ b+ ¢ (x,a,b,c reell) ¢ > 0. ket
Die erste Ableitung einer Funktion dieser Form lautet y’ = f/(x) = 6x + 2. Die
vom Bild der Funktion, der y-Achse und der Geraden mit der Gleichung & = 2
sowie der z-Achse eingeschlossene Fliche hat den Iliacheninhalt 16 FE. Wie
lautet die Funktion? ‘

8.8. (Gegeben sind zwei Geraden.

Ersto Gerade: lauft durch die Punkte P;(1; 1) und P, (10; 11).
Zweite Gerade: liuft durch P;3(4;4) und hat den Ansticg tanf = 1,05.
‘Wo und unter ‘wclchcm ‘Winkel schneiden sie cinander ?
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8.1, Man stellt zuniichst die Schnittpunkte fest:
f(@) = gla) > a? = Yo >at=2
@y =05 wy = 1; f(0) =05 f(1) =1
V@) = 2x; g¢/(x) = 0,6 2705,
8.2, Beide Kreisgleichungen werden gleichgesetzt oder in einem Gleichungssystem
zusammengefat. :
a? + y? = 25 y: =25 —uw P
(@ — 2+ y* = 65 gl 8 (i 20
(@ — 2)2 — 2% = 40 25 — a? = 65 — (x — 2)
i i i p? y? = 100
8.8. Schnittpunktbestimmung e A PO i T
y = — Tx 4 50 wird in die erste Kreisgleichung (bequemer!) eingesetzt :
x? 4 2500 — 7002 4 4922 = 100 = 22 — 140 = — 48
8.4. Man bestimmt zunéchst die z-Werte der Schnittpunkte
0422 — 20 + 1= —0—1>22 — 102 = — 25 :
x; = x, = 5 (Doppellésung, also kann Berithrung vermutet werden).
;5.' Man setzt nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten an:
f(4) = 7,39 — 7,39 = ot4
—In 7,39 = 44 = 2,0001 => 4 = 0,5.
8.6. Aus P, folgt sofort d = 4.
Man bildet f/(x) = 3ax? + ¢ 1 (x) = 6ax
1/(0) soll gleich — 3 sein, also: ¢ = — 3.
8.7, f(z) = ax® + bz 4 ¢
f(x) = 2ax 4+ b = 62 + 2
Also b = 2und 6 = 2a, => a = 3.
88. gury=max4+n Py 1=m; +n
© Py 11 = 10my + m,
ny = 0,1 my = 0,9
g2t My = 1,05, also y = 1,062 + n,
Py: 4 = 4,20 + n,
g1: Yy =09z + 0,1 g,: y = 1,052 — 0,20
104

81. f(0)=0 p)=2

9’(0) nicht definiert, Tangente ist y-Achse,
9’'(1) = 0,5; f/(z) = 9'(@) > 2w = 0,52-05; ==10
1
B i oy P g
41t = iz > = 16 = @ = 0,3959.

82, a=_—_9 (Parallele zur y-Achse). Daraus kann noch nieht geschlossen werden,
daB die Kreise einander schneiden. Vielmehr ist Y* =25 — 81 = — 56 ohne
Lésungen.

83. a; =6, @y = 8. Bestimmung der y-Werte erfolgt zweckmiBigerweise mittels
der Schnittgeradengleichung:

Y1=8; Y= J100— 272, y=——=2
J100 — 2
Yo="=-0;  gyiigr V—~w2+28;v:_§g; A j—ar-{-i-L:
) —w? 4 282 — 96
84 /() = 0,20 — 9 i () R
g'@) = —1 9'(5) = —1

8.5.

Im gemeinsamen Punks existiert eine gemeinsame Tangente,

f(x) = e0:52 f(x) = 0,5 052 (Kettenregel beachten?)

e B N L S R O

8.6.

e e st o g

/(@) = ax® — 3z + 4
f (%) = 3aa® — 3 gleich Null gesetzt :
1

g

2

€T ==

Das liefert nur dann eine Lésung @; = 1, wenn a — {,

8.7, f(@) = 3a% 4~ 2% + ¢c. (Wegen ¢ > 0 liegt im Intervall [0; 2] keine Nullstelle t)
J (822 + 22 4 ¢) do = [+ + 22 4 ca)?
0
=84442=16
c=2

8.8. Schnittpunktbestimmung

¥y=209 a4+ 0,1
¥ = 1,052 — 0,2
il e

xg = 2;

Ys=1,9; m; = 0,9; my, = 1,05.

8 Koch, Anleitung
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5.1,

% !
Der Schnittwinkel im Punkt O (0; 0) ist 90°. (Die Tangentenrichtungen sind
1
; P

zugrunde zu legen!) Im Punkte P (1; 1) ergibtsich tan ¢ =———-~2T == 0,76;

@ == 36,87°. 1< 2.7
An der Stelle z = 0,3959 laufen die Tangenten parallel.

(Uberpriifen Sie das selbst. Die Kurvenpunkte an dieser Stelle stimmen aber
nicht iiberein.) : ' e

w
w

Die Kreise schneiden einander nicht! Der eine Kreis liegt vollstdndig im anderen.

8.8.

Die Tangentenanstiege im Punkt (6; 8) werden untersucht :

1. Kreis: tang, = —==—075 ¢ =— 36,87° (fallend)

4
5 h= 53120
Die Tangenten stehen senkrecht aufeinander. Die Kreise schneiden einander in

den Punkten (6; 8) und (8; — 6) orthogonal.

o

2. Kreis: tan ¢, = % e

\

Die Gerade ist Tangente an das Bild von f(x),
der Berithrungspunkt ist B (5; — 6). Die Tangente fallt unter 45°.

Die Exponentialfunktion heiflt f(x) = e°-52,
Der Tangentenanstieg im Punkt P ist f/(4) = tang =e* = 7,39; ¢ ~ 82,2°,

8.6.

Die Funktion lautet f(x) = «® — 32 + 4.
Die beiden Extremstellen sind xp; = 1; ¥z, = — 1;
f(1) = 2 Min.; f(—1) = 6 Max.

8.7.

Die Funktion lautet f(x) = 32* 4+ 22 4+ 2.
Das Bild der Funktion ist eine Parabel. Der Scheitel (Minimum) liegt im Punkt

g

Der Schnittwinkel im Punkt S (2; 1,9) wird bestimmt:

1,056 —0,9 0,15

T L0048 — T~ 20778

tan ¢ =

@ = 4,42°. (Beachten Sie: Bei einer zeichnerischen Losung ergeben sich wegen
des anndhernd gleichen Anstiegs Schwierigkeiten beim Ablesen des Schnitt-

punkts.)
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Hinweis zu Seite 107:
Versuchen Sie, sich typische Bilder von Funktionstypen einzuprigen !
(Beachten Sie auch die Tafeln 1 bis 3 auf S. 23 bis 24!)

1

!

Ubersicht iiber die Bilder einiger Funktionen

y 3
——

(7.2.)

1 Asymptote y=1

2N AT
=11 Minimum yg =1 (7.5.)

a3t . Max
02 Ol
o1 . ¢

sitt= ey

<

v =370 =2 Ty 7 2 il
y ‘ 01 &L
" f(Xj W -02 Unterschiedliche Eintej —
o M o 2 '" lung der Koordinaten —
4 W 0, in -03 achsen beachten! (7
5 .6.)
Fol
v, £ g
/4 5 N I X | Ll
-2 ) i 2 Z’K—%
-4 ; § 7 fix) = 24x
et el T T
71.) g 172345577
| o
[}
Flx) =sinx + cosx ! < (7.8.)

——

\
\
i
¥‘9(x}=3(x+n’-7
\}

\ )
i =2 +6x
| +6x+2

|

1 (8.102)
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9. Extremwertaufgaben

In der Technik, Okonomie und vielen anderen Gebieten spielen Problemstellungen
eine grofle Rolle, bei denen Verhéltnisse unter optimalen Bedingungen erdrtert werden
miissen. Das Ziel dieser Erorterungen besteht darin, gewisse Grof3en entweder zu minis
malisieren (Kosten, Zeiten, Kraftaufwand) oder zu maximalisieren (Gewinne, Herstel-
lungsmengen). Handelt es sich dabei um lineare Funktionen und mehrere Variablen, so
wird die Linearoptimierung eingesetzt. Bei Extremwertaufgaben lif3t sich das Problem
auf die Abhéngigkeit von nur einer Variablen zuriickfithren.

Extremwertaufgaben bereiten Anfingern vor allem Schwierigkeiten wegen des ,,An-
satzes‘ der Extremalfunktion, weniger wegen des anschlieBend notwendigen (meist
recht einfachen und formalen) Differenzierens. Die Verschiedenartigkeit der Sachbe-
ziige und die Unterschiedlichkeit der verwendbaren Funktionen und gegebénen Neben-
bedingungen lassen ein ,,allgemeingiiltiges Rezept‘‘ nicht zu. Es ist zunéchst notwendig,
sich im ,,Ubersetzen‘* verbaler Aussagen in die mathematische Symbolik zu tiben.

Des weiteren sollte man sich dann beziiglich

— der Aufstellung der zu extremierenden Gréfle (Wonach ist gefragt? Was soll extrem
werden ?)

— der Angabe der Hilfsbeziehungen oder Nebenbedingungen aus der Aufgabenstellung
und

— der Formulierung der zu extremierenden Funktion in Abhéngigkeit von nur einer
Variablen

an ein systematisches zielgerichtetes Vorgehen halten.

Die folgende algorithmische Beschreibung gibt dazu Anhaltspunkte.

Beispiel zum Losen einer Extremaufgabe:

A Autgabenstellung: Ein Baubetrieb benstigt pro Jahr 1200 Wandplatten fir die
Blockbauweise, die je Stiick 30, — M kosten. Die Lieferungen sollen gleichmiBig
in n Teilen zu je = Stiick erfolgen, wobei jede Lieferung 80,— M Transport-
kosten verursacht. I'ir die Lagerung der bereitzustellenden Exemplare ent-
stehen jiahrliche Kosten. Diese betragen k, = 2,4 - & Mark. |
Wieviel Lieferungen sind zu planen, damit moglichst geringe Gesamtkosten
entstehen ?

B Extremalfunktion (Skizze nicht erforderlich)
K =Fky + ky + k3 = 1200 - 30 + 80 -n + 2,4 . & — Min.!
Hilfsbeziehung n - 2 = 1200
z = 1200 n—1
Extremalfunktion in Abhéingigkeit von nur einer Variablen
K = K(n) = 36000 + 80n + 2,4-1200n~! — Min.! 3

C Differentiation

K’(n) =80 — 2880 n—2

K" (n) = 4 5760 n—3 Da n auf alle Falle > 0, ist fiir alle n K"/ (n) > 0.
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.

=

=

ssSchliisselgleichung*

K'(n) = 0 o

80 — 28802 = 0 = 80 = —

e
n? = 36
n = 6 fuhrt zum Minimum !

K"(6) = 5760: 216 = 26,67 > 01)

D Lisung Fir n = 6 bzw. & = 200 werden die Gesamtkosten minimal. Die mini-
malen Gesamtkosten betragen (in M):
K = 36000 + 480 + 480 = 36960

Zum Vergleich seien angefiihrt die Kosten bei

n= 1: K =36000-4 804 2880 = 38960
n= 5: K =36000-+ 400 - 576 = 36976
n= T7: K=36000-4 560 + 411,14 — 36971,4
n=12: K = 36000 + 960 - 240 = 37200

Man erkenpt, daB eine Abweichung in der Wahl des n nach oben (mehr Liefe-
rungen!) nicht so stark kostenerhshend wirkt wic die Verringerung der Anzahl
der Lieferungen.

Die Einsparung gegentiber dem Fall einer emzigen Licferung pro Jahr betrigt
etwa 5,1 9.

1 Hu_ar eriibrigt sich die Berechnung von K’/(6), da weiter oben schon fir alle nicht-
nega.tlvep n die zweite Ableitung als positiv erkannt wurde. Die Berechnung der zwei-
ten Ableitung fiir die Extremstelle muf3 jedoch erfolgen, wenn cine allgemeine Aussage
obiger Art nicht moglich jst. e
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Al

Aufgnbe

IB\

Extremalfunktion, <

Hilfsbeziehung

C

Differentiation, <
Schlisselgleichung,

,»Nachweis*

Ergebnis, .
Diskussion

110

Aufgabenstellung

l . Bkizze (falls sinnvoll) |

1

a

JExtromaltunktion |
(Was sollextremwerden ?)

uch Zielfunktion

Hilfsbeziehung nach
einer Variablen
auflosen
(giinstige Substitution
auswihlen)

) Einsetzen in die
Extremalfunktion >

1

Extremalfunktion
in Abhéangigkeit nur
von einer Variablen?

Hilfsbeziehung oder
iNebenbedingung)
(geometrische Gesetz-
maiBigkeit, Verwendung
von zusdtzlichen,
Angaben aus der’
Aufgabenstellung,
stereometrische Formel)

. l nein ja

i"' und 2. Ableivung bilden } I

1

1. Ableitung
gleich Null setzen

1

Entstehende Gleichung —
zuweilen ,.Schliisselgleichung*
genannt — 16sen

| 1rwn =01 ]

nein ja

| ') = 0}

Kein ,,Extremum*

Untersuchung von
» Randfallen im Sinno

l Minimumi

I L‘;Muxlmumf I der Aufgabe

focad

1 1

den Variablen im Extremfall - Skizze

| Auswertung, Diskussion, Kritik/
Variable im Extremfall - Extremaler
Wert der Funktion - Rand-
bedingungen — Verhéltnisse zwischen

des Funktionsbildes — Textliche
Zusammenfassung — Kontrollen

Y

ng | Stopp

A

9.1. Zwei rechteckige Schornsteinziige sollen nebeneinander hochgezogen werden,
wobei die Trennwand und die Seitenwéinde eine Dicke von einheitlich 12 em he-
kommen sollen. Der Innenquerschnitt soll je 360 cm? betragen. Welche Maflo
gibt man dem Schornstein, dessen Hoéhe unberticksichtigt bleiben soll, wenn der
Materialverbrauch ein Minimum werden soll ?

9.2. Eine nahezu geradlinige Wasserstrafle fithrt von A4 nach dem HafenH. Ein Ort
C liegt im rechten Winkel zu AH seitlich von 4. Die Entfernungen AH sind =

=80 km, AC = 40 km. Der Transport von Frachten auf dem Landwegeist 5mal
so teuer wie auf dem Wasserwege. Wo wird man die von € nach H zu transpor-
tierenden Waren auf Frachtkidhne verladen, damit die gesamten Transpors-
kosten minimal werden ?

9.8. Zwei Autobahnen NS und OW schneiden sich in K rechtwinklig. Ein Pkw P

befindet sich zur Zeit 60 km vor K und fahrt mit einer Geschwindigkeit von

80 kmh-! in nérdlicher Richtung, ein Motorradfahrer M fdéhrt mit 50 kih-! in

“westlicher Richtung und befindet sich zur Zeit 40 km ostlich von K. Zu

welchem Zeitpunkt ist die Entfernung (Luftlinie) zwischen den beiden Fahr-
zeugen am geringsten ?

.

9.4. Uber einem Arbeitstisch (rund, Radius 50 cm) soll eine Lampe mit der Licht-
stdrke I in einer solchen Hohe angebracht werden, dal die Arbeitsplitze am
Rande des Tisches bestmogliche Beleuchtung erhalten.

(Die Beleuchtungsstirke F ist definiert als £ = I -e~2- cosf}, wobei e die Ent-
fernung der Lampe vom Tischrand und # der halbe Offnungswinkel des Strah-
lenbiindels bis zum Tischrand sind.)

9.6. Wann ist die Fliche eines Kreissektors bei gegebenein Umfang am groBten?
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.1,

9.2.

[k tromalfunktion:
A
A = ab — 2. 360 — Min. i
A = (20 + 36) (y + 24) — 720 » % 360 cm?
Hilfsheziehung: & - y = 360 | A Ak,
y = 360 x~* (fast gleichwertig mit & = 360 y~1)
| A il
i o
A = (20 + 36) (599 & 24>—‘ 720 = 12260 + 480 4 864 — Min.
x e
x>0;y>0.
80 -
AeBa b 0% % Kosten f. 1 km Wasserweg: r M.
r R P T Kosten f. 1 km Landweg: 51 M.
S3 %7 v
i /:n’ Extremalfunktion:
e K = r (80 — @) + 5rs — Min.

Hilfsbeziehung: @* 4 40% = 52 (PYTHAGORAS)
s = Ja* + 1600, also K =7 (80 — ) + 5r ya* 4 1600
# const.; & > 0. ‘

9.4,

9.5.
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Txtremalfunktion: (Man wihlt zweck-

der gleichen Stelle ein Minimum.),

B = m? + k? nach PYTHAGORAS

Hilfsbeziehungen m = 40 — 50 ¢;

E = 60— 80¢.

E = (40 — 50 1) + (60 — 80 )? =

= 5200 — 13600 ¢ -+ 8900 ¢*.
(Schneiden sich die Bahnen nicht rechtwinklig, miifite der Cosinussatz verwen-
det werden!)

|

Extremalfunktion:
‘; B B = I e~2cosp — Max.; I const.
i
< | & Hilfsbeziehungen:
! ' (1) am zweckméBigsten cos B="h:e
E (2) auBerdem (PYTHAGORAS)
| ) —
S e = IRt
E = LR — M;JX
i (hz + 7~2)1,5 2
r>0; h>0.
Extremalfunktion: A = 0,5br (b ist Bogen des Sektors)
(nach Formelsammlung)
Hilfsbeziehung: w=2r-+>b
b=u—2r

A =057 (u—2r)= 0,5 ur — 12 — Max.
wconst; r > 0.

e g

maBigerweise B = e? statt e; K hat an’

s A T T

|
S p—— ‘
9.1. A(x) = 129602 4 482 + 864
A'(w) = — 1296022 + 48 ‘
A (z) = 2592022 > 0 (immer Min. fir @ > 0)
A'(@) = 0= 482 = 12960 = a® = 270
Bop =3 VB0 R 16,4 yuk =860 /'8 130 = 4780 a5 21D
Die Losung vereinfacht sich wesentlich, wer ie ’
die. ) " m man die Wanddicke mnol
i e . i ‘ nddicke vernnch.
Werdgen' as kann jedoch aus logischen Griinden nicht grundsitzlich empfohlen
9.2. K (x)=80r—ar+ 5r Ja? + 1600
5r - 2
[{/ )= — 7 b LT LN e A UL b 5 s & =0,5
() ¥ 2 }/:1"2 1600 2 P bra (a4 1600)-05
5r - 1600
K'"(x) = (2% 1600)15 >0 immer Min.
K/ (2)=0>71=———-—t 57‘:0__
Va2 - 1600
Bo= Va? +1600; «* = a2+ 1600;
2% = 66,7; == Ti i
ear::sféntj{)— 8,2 (Das Minuszeichen entstand durch Quadrieren und
9.3. E@) = 5200 — 13600 ¢ - 8900 #?
B’(t) = — 13600 + 17800¢
E’7(t) = 17800 > 0 immer Minimum
E't) =0=17800¢= 13600 = ¢, — 0,764
My, = 40 — 38,2 = 1,8 :
By =60 —61,1 =—11
B, =e¥= 324+ 1,21 = 4,45; e, ~ 2.1,
9.4. Ebh) = Ihh®+ r?) 15
E/(h) = I (1% — 2h2) (h% + r2) -2.5
E'(h) = 3 Ih (2h® — 312) (R 4 #2) —3:5
E/ h e _ 2 V—?"_
(R)=0=>72=2hr2=> R =1 = 0,707Lr
B, = B (0,7071r) — L LOV2r (=20
(1’ ,.2)3,5 2
also Maximum.
956. A@r) = 0,5ru — 2
A’(r) = 0,5u — 2r
A”(r) = — 2 < 0 immer Max.
Ay = 05 0,5 w = 2r;

Tex = 0,25 u; bex = 0,5 w.
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0.1,

Die InnenmafBe des Schornsteinschachtes verhalten sich bei minimalem Mate-
rialverbrauch wie 4 : 3 und betragen y = 21,9 em und x = 16,4 cm. Die Aullen-
maBe a = 68,8 cm und b = 45,9 em verhalten sich dann wie 3 : 2.

Die auszumauernde Querschnittsflache betragt Ay, = 2438 cm? und ist damit
etwa 3,56mal so groB wie die beiden Offnungen zusammen.

Die MafBle des Schornsteins entsprechen etwa den géngigen Verhéltnissen in der
Praxis, auf durch MauersteingroBe bedingte Gegebenheiten wurde hier keine
Ricksicht genommen.

-

o

T

9.2. Um geringste Transportkosten zu erreichen, ist der Umschlagplatz 8,2 km von f
A entfernt einzurichten. ¥
Ubersicht tiber einige interessante Fille: ‘;

x Umschlag | Wasserweg | Landweg | Kosten '7.

i (Wasser) | (Land) | gesamt }

80 in H 0 89,4 0 447 r 447 » '

8,2 in P 71,8 40,8 71,87 204 r 275,8 r Y
0 in 4 80 40 80 r 200 r 280 »
Geringfiigige Verénderungen der Lage von P spielen keine wesentliche Rolle.
Umschlagkosten selbst blieben unberiicksichtigt. B
'.

9.8. Die Fahrzeuge haben dann die minimale Entfernung 2,1 km voneinander, wenn i
nach 0,764 Stunden (d. h. nach 45,8 Min.) sich der Motorradfahrer 1,8 km vor,
der Autofahrer dagegen 1,1 km hinter (!) der Kreuzung befindet (entgegen der
Skizze!) ; ;
(Die Aufgabe wiirde wesentlich erschwert, wenn die Entfernung e selbst mini- g
miert wiirde. Das erforderte die Differentiation von Wurzeln.) ‘
Ahnliche Aufgabenstellungen koénnen zum Beispiel auch bei der Auswertung
scheinbarer Bahnen von Himmelskérpern auf astrophysikalischen Platten auf-
treten.

9.4. Die Beleuchtung ist maximal mit
E =I y2r 21/3 =2IV3 ,wenn h : r = }/2_:2 gilt.

218 .3Y3 9r?
Fiir r = 50 em ergibt sich 2 &~ 35 cm. 7
Die GesetzméaBigkeit benutzt man auch in groflen Arbeitsrdumen (Schulen) zur
guten Ausleuchtung aller Plitze.
Uberprufen Sie das an Threm Klassenzimmer. Beachten Sie hierbei bei mehreren
Lampen die Beleuchtung der Plétze in der Mitte des Raumes!

9.5. Die Flache des Kreissektors ist am groten, wenn der Bogen gleich dem dop-
pelten Radius ist. '
Dann ist der Offnungswinkel (Scheitelwinkel) 114,6° (Bogenmalf3: 2)

Die Maximalfldche ist 4., = 16 u?
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Die Berechnung unter Einbeziehung des Bogenmafes fithrt natiirlich zum glei-
chen Ergebnis, ist aber wesentlich komplizierter.

A

9.6,

Untersuchen Sie, um welchen maximalen Betrag sich eine rveelle Zahl @, fiie dio
| % | < 1 gilt, von ihrer 3. Potenz unterscheiden kann.

9.7,

Ein Wasserbehilter hat die Form eines Zylinders von 2 m Hohe und eineimn unton
angesetzten Kegel von 6 m Mantellinie. Wie wihlt man die MafBe des Behiilters,
damit das Volumen (Fassungsvermégen) moglichst grof3 wird ?

9.8.

Ein ovaler Sportplatz soll eine Laufbahnlinge von 450 m belkommen. Die Broito
der Laufbahn bleibe unberiicksichtigt. Im Innern liege ein Rechteck fiir oin
FuBballfeld. Wie wihlt man die MaBe dieses Feldes, damit es maximale Iflicho
bekommt ?

9.9,

Ein gerade gewachsener Baumstamm habe einen Durchmesser von 50 em. (Die
Abnahme der Stammdicke sei so minimal, daB sie vernachlissigt werden kann.)
Aus dem Stamm soll ein Balken maximaler Tragfihigkeit geschnitten werden,
dessen Querschnitt rechteckig ist.

Die Tragfahigkeit eines Balkens ist durch das Gesetz T' = ca®b bestimmt, wobei
b die Breite, a die Hohe des Balkens und ¢ eine Materialkonstante ist; ¢ > 0.

9.10.

Zum Bau einer Kiste mit Eisenkanten stehen fiir simtliche zwolf Kanten zu-
sammen 3 m Winkeleisen zur Verfiigung. Die eine Grundkante der Kiste muld
aus technischen Grimden dreimal so grol wie die andere sein. Wie wihlt man die
Kanten, damit die Kiste maximales Fassungsvermdogen bekommt?
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0.6, D) = [ Dy(x) = @ — ® far 2 € [0;1)

D@) =\ D) = a3 — @ fir @€ (— 1;0]
0.7. Extremalfunktion:

V = wnr2hg 4 —13— nr2hyg

1
= qr? (2 + 3 hy | — Max.

Hilfsbeziehung: =

so=1r2+ hg? (1) hgx= ]/32——— r? unzweckmiBig; (2) r?=s*— hg?

V = 21 (36— hg?) —I—% hgw (36— hg?) — Max.;  hyg,r >0.

i s
N g L
: ] - ,/ 7
9.8. jxtrezma,lfurll\lgmon: ! I//;A[Fuéfallfildy ;/ ¥
= 2 , LGS S A 2
4 = 2rs > Mox N\ T LT
Hilfsbeziehung : e R TR .
) 225 s

2rr + 28 = u = 450;  2s = 450 — 2nr vorteilhafter als: » = o e

fithrt zu 4 = 450 » — 2m® > Max.; s =0; r = 0. '
9.9. Extremalfunktion: 7' = ca®h — Max.

Hilfsbeziehung: (PYTHAGORAS)

a? = d% — b? (vorteilhafter als: b = yd* — az)

T = ¢b (d* — b*) — Max.; a>0;b>0;¢>0.
9.10. Extremalfunktion: V = abc — Max.
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1. Hilfsbeziehung: ¢ = 3b

2. Hilfsbeziehung: 4 (@ + b + ¢) = 4 (a + 4b) = 3,00
am vorteilhaftesten aufgelost zu:

a = 0,75 — 4b.

V=a-32=225b%— 1203 - Max.; a;b;c>0.

C

9.6, Dy(@),= 1 — 32 Dy(x) = 3a* — 1
D'(x) = — 62 < 0in[0;1) D,”(x) = 6x < 0 in (— 1;0]
immer Max. immer Max.
Dy/(x) = 0 Dy(@) = 0
>1 — 322 =0. = 82% 1= .

Ly Lz
z=5 3 =0577 p=—z |3 = —0571
2 LA
Dy (0,577) = Dy (—0.577) = ¢ V3 = 0,385.
1

9.7, V(hg) = n(72 + 12hg + 2hi* — 5 hi?)
Vihg) = m (12 — 4 hy — hg?)
V" (hg) = © (— 4 — 2 hg) < 0; maximal immer fiir 2y > 0.
Vi(hg) = 0= hy? + 4dhg = 12
hx = —+ 2 (hg = — 6 scheidet aus).

9.8. A(r) = 450r — 2mr?
A’(r) = 450 — dmr
A (r) = — 4n < 0 immer Max.
A'(r) =0 450 = 47

Dl = HEY = 71,6
T
8 = 112,5.

9.9. T(Ob) = cd® — cb?
T(b) = ed* — 3cb?
T7(b) = — 6¢b < 0 immer Max. fir b,e > 0
Tb) = 0 =>d% == 3b?
b= d_3}/3 (hier : 28,9)

. Bl B QV_G_ (hier : 40,8)
9.10.

V(b) = 2,25b% — 12b°
V') = 4,56b — 36 b2
V7)) = 4,5 — 720
V') =0=>4,5b=36b% b0
bexy = 0,125; 1777(0,125) = 4,6 — 9 = — 4,56 < 0;
\ also Max.
¢c= 0,375; a = 0,75 — 0,5 = 0,25.

il



9.6,

s handelt sich um den abso- ’ D)

lut genommenen Unterschied Dix)=|x-x3|

zwischen einer Zahl und ihrer ” 05
" lax )

dritten Potenz.

Diese ist an x = 4 0,577

mit 0,385 maximal

im Bereich (— 1; 1), fiir

| @ | > 1 werden dagegen

durchaus héhere Werte er-

reicht. Die Differenz

Max E /
. /
z il
/
\ /
N
/
+ —
1\ x
]

D* = x — a® wére nur bei ' 1%
@ = + 0,577 gegeniiber der
- Umgebung maximal, dagegen ldge bei = — 0,577 ein lokales Minimum.
9.7. Das maximale Fassungsvermogen liegt bei hyx = 2 vor.?) Es fclgt
r =4 J/2 = 5,657.
Das Maximalvolumen betrigt
2 1
= — 2 ) =8t~ .
Vm,,x_vr<88 H3> 8537r 268 (‘
Das Verhiltnis 7 : hy betragt hier zutjillig 2 y2: 1.
‘Uber den Materialverbrauch wurden keine Forderungen gestellt. Er wichst mit
zunehmendem 7 linear an gemdB M = 10 nr bis zum Hochstwert bei r = 6.
9.8. s ergeben sich fiir die maximale FufBballfliche die Abmessungen 71,6 m mal
112,5 m, was innerhalb der verbindlichen Mafle (45---90 m mal 90.--120 m,
gebrauchlich 70 m mal 105 m) liegt. _
Die Fliche (maximal) des FuBballfeldes betrigt etwa 8060 m?.
Das Verhiltnis Linge zu Breite des FuBballfeldes ergibt sich bei unbestimmter
Bahnlinge v im Maximalfall zu 7 : 2.
Wire die Forderung nach maximaler Fliche des Ovals erhoben worden, ergibe
sich ein Kreis mit s = 0.
9.9. Es kommt béi der Auswahl dés Balkenquerschnitts mehr auf die Hohe als auf
die Breite an. , X
Im Falle extremer Tragfihigkeit ist a: b = J/2: 1.
Die maximale Tragfihigkeit hangt noch von der Konstanten ¢ ab. Sie ist
Tmax = % V:?Cda
Maximale Querschnittsfliche ergibe sich hingegen fiir einen quadratischen
Querschnitt.
10.9. Die MaBe der Kiste betragen bei maximalem Volumen 0,125 m; 0,25 m; 0,375 m.
Die Kantenlingen stehen also im Verhaltnis 1: 2: 3.
: 3 :
Das Volumen betragt V., = 556 m3(d. h. etwas weniger als 12 1).

Die Materialien fiir die Oberfliche der Kiste (Holz o. &.) blieben bei dieser A1:1f -
gabe unbericksichtigt.

i) Bei dieser Aufgabe ergibt sich ,,zufallig® hy = Lhz fiir den extremen Fall!
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9.11.

Ein auszubauendes Dachgescho3 hat als Querschnitt ein gleichschonldigon
Dreieck von h = 8 m Héhe und s = 12 m Grundlinie. Der Querschnitt dor nim-
zubauenden Réumlichkeiten soll ein Rechteck mit maximaler Querschniftn.

flache sein. Welche MaBe haben die Dachgeschof3riume dann?

9.12.

Zwei Betriebe A und B befinden sich 4 km und 11 km von einer Hochspannungu-
leitung (nach der gleichen Seite hin) entfernt. Die Lote von den Betrieben auf dio
Hochspannungsleitung sind 20 km voneinander entfernt. Wo baut man fiir
beide Betriebe die gemeinsame Transformatorenstation, damit aus kostentech-
nischen Griinden die gesamte Lénge beider Zuleitungen von der Transformato-
renstation 7' an der Hochspannungsleitung zu den Betrieben minimal wird ?

9.13.

Beim Einbau eines Rundbogenfensters (rechteckige Fliche mit aufgesetztem
Halbkreis) ist aus bautechnischen Griinden zu gewiihrleisten, da ein Umfang
von 8,00 m nicht tiberschritten werden darf. Welche MaBle hat das FFenster zu
erhalten, wenn die Lichtausbeute ein Maximum werden soll ?

9.14.

(,,Duale Aufgabe‘“ zur vorhergehenden!)

Der Querschnitt eines Abwisserkanals bestehe aus einem Rechteck mit ange-
setztemn Halbkreis. Die Querschnittsfliche muBl aus wasserwirtschaftlichen
Griinden: (mindestens) einen Inhalt von 5,00 m? haben. Wie wihlt man die Maf3e
des Kanalquerschnitts, wenn der Materialverbrauch fiir die Ummauerung (Um-
fang der Querschnittsfliche) moglichst klein gehalten werden muf3?

(Zuweilen wird gefordert, da zu Reparaturzwecken eine lichte Hohe von 2,00 m
bzw. sogar 2,50 m vorhanden sein muf3!)

9.15.

Ein geschlossener zylindrischer Olbehilter mit einem Fassungsvermogen von
180 1 soll so konstruiert werden, dafl mdoglichst wenig Material verbraucht wird
(Blech). Der wahre Blechverbrauch ist etwa wm 20 9, groBer, da Abfille ent-
stehen. Wie sind die Maf3e des Zylinders zu wihlen ?
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I} v ‘ Iv' k i (V

011,

28
911, A'(x) =12 — 3 : Al(x) = 8 — e
] ' M Iso Max A() = — ke 0, also Mux

A = xy - Max. ; : A (x) = — 3 < 0, also Max. X) = i <0, al

Nach Strahlensatz (Scheitel bei S): i A/(@) = 0 fiihrt zu:

8—2z):8=9y:12 (h—2):h=vy:s 2s

;:12)—1,59% s 5 12 == 38 = B, = 4 s=-ﬁ-m:>mex=0,5h

|« ) od.x =8 — 0,67y R I You = 12 — 6 = 6. Yox = 0,5 5.
Ax) = 122 — 1,52 — Max. Ax) = s — ~£~ z? — Max. » "
: 9.12. I/(2) = 2z —40 + 22  (Kettenregel beachten!)
B b i ¥ 2 Y+ 16 = 2 V521 — 40z + a°
-— "
; AQ i b} x 20— x
912, L =35 gy — Min. Nk ! L/(x) = 0 fihrt zu : = =
TG ;;;LJFZ’T | e Jo* + 16 521 —d0x + a2
sy = (20 — 2)% + 121 nach PyrHAGO- - ?\\ und nach dem Quadrieren:
Fre Z 16 A" 2521 — 4 ?) = (400 — 40z + a?) (2% 4 16
Liw) = J#F 16 + A SO — 402 + %) = (400 — 403 + %) (oF + 16) .
+y521 — 402 + a® - Min. ] 1052 + 640z = 6400 @, = 5 5-(andere Losung negativ, scheidet aus)
0 =2 = 20 I ; Mk
i Uberzeugen Sie sich an Hand der 2. Ableitung, daB tatsichlich ein Minimum
9.13. Extremalfunktion: A4 = Apenieek + Auapkreis — Max. vorliegt.

A = 2ar + 0,57r? — Max.
Hilfsbeziehung: v = 8 = 2r 4 2a + =r

9.13. A'(r) =8 — dr — nr
A”(r) = — 4 — © < 0 (also entsteht Ma\lmum)
A’(r) = 0 liefert:

Substitution @ = 0,5 (8 — 2r — nr) ist gegeniiber r = T}_‘;a‘ vorzuziehen.
A(r) = 8 — 2r%2 — w2 + 0,572
= 8 — 272 — 0,572 — Max.

7, 250,

8
8 —4r — nr =0 mit ro, = 4_""__11__:1144

G = 0,5 (8 — 2,24 — 3,52) = 1,12.

e e

9.14. Extremalfunktion hier: u = 2a + 2r + nr — Min.

u
: 2 Al 9.14. w/(r) = — br=2 4 0,5%w 4 2
Hilfsheziehung hier: / ) w/(r) = 10r~3 > 0 (also entsteht Minimum)
A = 5 =2ar + 0,5 mr2 i : w/(r) = 0 liefert:

zweckméBigerweise in der Form ‘ / _______ LR
5 — 0,5 7tr? e . 52 = 0,5n 4 2 mit 7., = l O 05n s
oy 2r ala fdussibntigh ey verwarrden, f i (negativer Wert liegt nicht im
da sonst Wurzeln durch quadratische Gleichung ¥ Definitionsbereich)
entstehen. ot L = (5 — 2,20) [ 2,36 = 1,18; oy = 7oy
© ufr) = 5r' + 0,5 + 2r > Min.; 7 > 0.
; : e 9.15, A'(r) =2 (— Vr-2 4 2nr) bzw. 4’(r) = —360r™2 + 47
9.15. Extremalfunktion Gesamtfliche = 2Ma,nte‘l + 2 Kreisflichen " A,,((,'?) -9 E2 Vr3 4 2x) )> 0 (also IVEinimum)
A = 2nrh + 2mr? — Min. A’(r) = 0 liefert: Vr—2 = 2rr bzw. 18072 = 2nr
Hilfsbeziehung : V = mrth = 180; ‘ 57 3
. o B
zweckméBige Substitution: b = T—:—ﬁ e =l/§7: S V2$’7 =,
A(r)= 27 + 77?2 — Min.
bzw. A(r) = 3—39 -+ o2 iy Min.; = >0.
120 9 Koch, Anleitung 121
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.11, Der optimale Querschnitt wird erreicht, wenn die Hohe des Dachraums 50 9, der

Dachhohe und die Breite 50 9, der Dachbreite sind. Die Querschnittsfliche ist
dann 509, des Dachquerschnitts.
Die Hohe der entstehenden Réume ist bautechnisch voll ausreichend.

012, s, = 6,67; sz = 18,33. Die minimale Gesamtlédnge betragt L,,;, = 25 km.

Spiegeln Sie den Punkt A4 (siehe Skizze) an der Hochspannungsleitung, dann er-
kennen Sie, dafl dann die kiirzeste Verbindung AT'B vorliegt, wenn 7' am
Schnittpunkt der Verbindung 4B mit der Hochspannungsleitung liegt. Es ent-
stehen ahnliche Figuren. Uberzeugen Sie sich, da die Lage jedes anderen Punk-
tes 7' ungiinstiger ware.

Betrachten Sie die Figur S. 120 sorgféltig! Die gleiche Figur tritt fiir das Re-
flexionsgesetz an einem Spiegel (Optik) auf. Leicht 148t sich zeigen, dafl auch
fiir diese Aufgabe gilt: < ATU = < UTB. Der Weg des Lichtes von A4 iiber
den Spiegel nach B ist dann am kiirzesten, wenn das Reflexionsgesetz gilt.

9.13.

Im Falle der maximalen Lichtaq§beute betréagt der Radius 1,12 m und die Ge-
samthohe des Fensters 2,24 m. Auflere Breite und Hohe des Fensters miissen
dann also gleich grof3 sein.

9.14.

Der Materialverbrauch fir die Ummauerung ist am geringsten, wenn die Lichte
maximale Hohe des Abwisserkanals und seine Breite tbereinstimmend 2,36 m
betragen (s. o.!). Darf der Wert 2,00 m nicht iiberschritten werden, so muf}

2
dieses MaB als bestmoglicher Wert angesehen werden. Aus Ezr— +dr— 292 = 5;

folgt dann 7 = 1,13. Der Materialverbrauch ist allerdings etwas gréfler in die-
sem Fall.

9.15.

o

Im Minimalfall stimmen Hoéhe und Durchmesser des Behilters iiberein. Die
Hohe betragt hier 3,06 dm, also fast 31 em. Der minimale Blechverbrauch be-
tragt in diesem Fall BV = 4y, + 209% = 1,2 (118 + 59,3) dm?

~ 1,2-177 dm? &~ 2,12 dm?.

A=|5L|+4+ |L].

10. Flichenberechnung durch Integration

Ubersicht zur Flichenberechnung mittels der Integralrechnung

Fliche zwischen Kurve und ax-Achse
(keine Nullstellen im Integrationsintervall)

T = i

K2

A= [T}

Fliiche zwischen Kurve und x-Achse Ay
(Nullstelle im Integrationsintervall)

Man setze f(x) = 0 und findet . Wenn &, < 2y < a,, dann
sind zweil Integrationen auszufiihren.

TN 2
5L =[ feyda; I, = [ flz)da;
2 TN

Fliche zwischen zwei Kurven y y
Durch f(z) = g(z) findet man die gemeinsamen Punkte (nur <J"g’()()
Abszissen erforderlich). [ |
Die Integrationsgrenzen sind #; und @,. Die Integration muf} x| ‘f;{l‘/ ixz
unterbrochen werden, wenn noch ein weiterer Schnittpunkt l A“:/
im Intervall liegt. AR l

" ! /:;\/ floms 20

N x

I= [ [f) — g(x)] do %

z T

A = | I|. Eine Unterbrechung an den Nullstellen von f(x), g(x) ist nicht nétig !

Fliche zwischen Kurve und y-Achse

Man bilde die Umkehrfunktion (formal: y <~ &) hzu f:

()
I = [ h(@)da;
f(zx)
A=|I|

9*




Differentialquotienten und unbestimmte Grundintegrale einiger wichtiger

Funktionen
Differentialquotient Funktion unbestimmtes Integral
() f(=) I f(z) d=
1 & n+41
ana"- ax® (n = — 1) PR e + O
/
a
— ax—? ax'1=?v— aln |z | iBe,
cosz sin® — cosx + C
— sinz cosw sinx + C
cos—2x = 1 4 tan2r tanx — In cosz + C
— sin~2x = cotw In sinx + C
— (1 + cot?x) ’
] 1
sin 2z =2 sina cosx sin%c —:~ Xx — ~2—sinx cosx 4+ C
; 1 g T
— sin2x cosx 5 + 5 sinx cosx + C
sin 2x 1 o
T sintz sin%x e g oI
sin 2z 1 X o
costx cos?z g +
e? e e + C
z
a*lna a*(la > 0;a 1) l::—a, + C
z-1 Ina zlnxe — + C
1
ZIn 10 Igx z(lgxe — 0,4343) 4 C
1 = 2 R
— @ = 0D C
21/00 V , R Vx— 4+
2z 1 14
A= - [=l<t anm e
) x4 1
|z[>1| In I/mt ; ¥
— 2z 1
m T at arcltanx + C
—x 1 o
AR, | e Inja 1 2| C
(itah V1T a it s R e
+ 1 ;
b e e s X 1 arcsinx C
(1 —a?) Y1 —a? Y1 —=a? I l< % f

—
Lo
S

A

10.1.

Berechnen Sie den Flicheninhalt der von den Bildern der beiden in Aufg. 8.1. ge-,
nannten Funktionen y = 2% und y = } vollstindig eingeschlossenen Fléiche.

10.2.

4 .
Berechnen Sie das Integral der Funktion durch h(x) = a? — - in den Grenzen
z; = 0bis 2, = 2, und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

10.3.

Bestimmen Sie die Fliache zwischen dem Bild der Funktion s(¢) = 10 £~! und der
t-Achse im Intervall zwischen ¢, = 2 und ¢, = 8.

10.4.

Berechnen Sie den Fldcheninhalt zwischen dem Bild der Funktion f(z) = sina
und der z-Achse im Intervall zwischen 0 und 27.

10.5.

Die Fléche zwischen der Parabel mit der Funktionsheziehung f(x) = ax® und
der Geraden mit der Gleichung ¢(x) = c¢ ist zu berechnen und mit dem umbe-
schriebenen Rechteck zu vergleichen; a > 0.

10.6.

Das Volumen eines Tunnels mit einem durch ein Parabelsegment bestimmten
Querschnitt ist zu berechnen, wenn die maximale (Pfeil-)Héhe 8 m, die maximale

“Breite 20 m und die Linge des Tunnels 1,4 km betragen.

10.7.

Ein geplanter S-Bahnhof erhilt ein parabolisches Gewdélbe. Die maximale
Breite betridgt 50 m, die Hohe maximal 18 m. Die Vorderfliche der Bahnhofs-

" halle soll verglast werden, wobei wegen der Zughohe (bis zum Fahrleitungsdraht)

eine Baufreiheit von 6 m gewéhrleistet werden mufl. Wieviel Quadratmeter Glas
sind erforderlich?

10.8.

Gegeben ist die Gerade y = g(x) = ma. Auf dieser Geraden befinden sich die
Punkte P, und P, mit den x-Koordinaten @, und a,. Untersuchen und vergleichen
Sie die Fliachen zwischen der Geraden und - bzw. y-Achse in den Grenzen zwi-
schen den beiden Punkten.
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10.1, Die Integrationsgrenzen sind #; = 0 und x, = 1

1 1
I = [[f(z)—g(@)] de =0f (a® — 2%5) da.
0

2

1 4 12 8 8

o 2 e [ R e e P
]0.2.I_f<x )dx_[ @ 3x] i 0.

10.3. Im Integrationsintervall liegen keine Nullstellen.

8
I=/1t—0dt=10[1n l4l]?

10.4. Im Intervall von 0 bis 2r liegt eine weitere Nullstelle bei z = =. Hier muB die
Integration unterbrochen werden.
2r
I,={ sinz de

kg
I, = [ sinxda
0 b

10.5. azx?=c¢; x=-+ V% . Man bestimmt die Fldche zwischen dem Bild von f und
" 617 c
der z-Achse im Intervall—,]/ 2 bis + VE g

I == :[ ax?dz = [— x"] p
~% i

10.6. Zur Bestimmung der Querschnittsfliche mufl vorher die Methode der unbe-
stimmten Koeffizienten auf f(x) = ax* + ¢ angewendet werden:

f(0) =8 =c; f(10) = 0 = 100a + 8; s _.2?5
(@)= — o 2t + 8.

10.7. Wiederum setzt man an: y* = 2px (Parabel nach rechts gesffnet, Scheitelpunkt
im Ursprung, fiir die Berechnung im zweiten Teil vorteilhafter)

x=18; 3/:25:>625=3620::>p=%26é
625
o g e
=1
10.8. g(z;) = may; g(x,) = may;
Ta
I,=A,= [ mxdz =[0,5ma?]; = 0,5m (z5% — 2,%). ,

Ty

10.1. I =

T—ar—)
w| =~
]
w
!

I
B
e
| —
(=3 -
I
w| =
I
w o
I
i

e

| =

10.2. Im Integrationsintervall hat h(x) eine Nullstelle.
4 2
a:2=§ 2, <0 m?=§]/3.

Man bildet zur Flachenberechnung der Fliche zwischen zugehériger Kurve nnd

a-Achse

P -
1 4 1513

S O [C TN O i

; [376 3m]0

i ._:l_ma_é,v 2 32 3T

2=|3 3% i FARYS =57 I3 =2,05.
3

108, T=10[1n ¢] J}=10(n8 —In2) = to1n 5.

10.4. I, = [—cos 25=2; Iy=[—cosa]>* = —2.

i e

10.6. Vereinfachung: Es wird nur eine d ilflé
: : der kongruenten Teilfliche i
schlieBend Multiplikation mi 2. 3 " oenen betechnst, 8

10°
Agu = 2/ (—0,0822% + 8) da = 2 [-—3 @3 +8-”¢7J10
75 0
0
80 4
B [_"3_ g 80] =3 80 ~ 106,7.

10.7. Man b » vor: Thad el
- 2)érechnet nur den oberen Teil der Fliche (und multipliziert anschlieBend

18
26 = 5 718
I =f 6 ]/2 205 dy = [25§V—2~ T ]/7,} = 300.
0

0.

Ma,

- Y 1
10.8. I,=4, =/ ) dy = 5 [yz]mx’ = 0,5m (2,2 — x,2).

may
may
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10.1.

Die Fliche zwischen den beiden Kurven hat den Fldcheninhalt 1/3. Durch diese
Fliiche wird das Quadrat aus den Punkten (05 0) (1; 0) (15 1) (0; 1) in drei gleich

n
groBe Teile geteilt. (Wiren 2" und }z zugrunde gelegt worden, so wire der
n—1 ;

———. Priifen Sie das selbst nach.)
n +

Inhalt der eingeschlossenen Fliche

10.2.

Das Integral I hat den Wert 0. Dagegen ist die Fliche zwischen dem Bild der
Funktion k(z) und der z-Achse im Intervall [0; 2] 4 = 2,05.

10.3.

‘A= |I|=10In4 = 13,863.

10.4.

Der Flicheninhalt betragt 4 = | I; | + | I, | = 4.

10.5.

Der Flicheninhalt 4 des Parabelsegments ist gleich der Differenz zwischen
Rechteckfliche und Fliache zwischen Parabel und x-Achse

" b
= 2¢ l/ L. c ‘/ﬁ == ]/ 2. . Das ist ein Drittel der Rechteckfliche.
a 3 a 3 a

(Unterscheiden Sie: Das Parabelsegment hat 2/3 der Flache des umschriebenen
Rechtecks. Das Volumen eines Parabolkorpers ist 1/2 des Volumens des umbe-
schriebenen Zylinders.)

10.6. Das gesuchte Volumen betrégt 149000 m3.-
V =A4q,-1=106,7- 1400 = 149000.
10.7. Zu verglasen ist nur eine Fliche von 326,5 m2.
Y __112
Ay =2 [_25‘/_2- @ ]/x] = 326,5.
9 0
10.8. Die beiden Flichen sind gleich gro, unabhiingig von dem vorliegenden m (d. h.
dem Anstieg der Geraden).
Der Flicheninhalt betrigt 4 = Z;i (a2 — 242).
128

11. Volumenberechnung von Rotationskorpern - Integrationsmethoden

Bei der Volumenberechnung mittels der Integration ist besonders zu unterscheiden, ob
die' Rotation um die x-Achse oder um die y-Achse erfolgt. Die Berechnungen zur Ro-
tation um die x-Achse werden im allgemeinen als leichter empfunden.!) Bei durch
y = f(x) vorgegebener Kurvengleichung gilt fiir die Rotation um die x-Achse:

V=7 [[f@)ds.

K5
Bei Rotation um die y-Achse gilt:

Y2
Vi = = | 2* dy. Beachten Sie dabei die Grenzen y; = f(x;) und y, = f(x,)!

v1
Dazu ist zundchst die Umkehrfunktion © = ¢(y) zu bilden. Diese Beziehung wird
quadriert. Es gilt dann:

Y2
Vi = [ [gy)dy.

Y
Rotiert die Fliche zwischen zwei Kurven um die 2-Achse — man orientiere sich dabei
immer an Hand einer Skizze {iber die IF'orm des entstehenden Rotationskérpers — so ist
zu berechnen:

@ By €a i 2)
V== [ {[fu®)]*—[fo(x)]%} de bzw. V =r| [ [fy(2)]2da— [ [fa(x)]>dw
Ly €y

E2Y

Mittels der Integralrechnung kénnen u. a. berechnet werden

&g s
die Bogenlinge: s={ ]/1 + [f/(2)]* dx
ay

X RS A S
die Mantelfliche: M=2x[ [(@) V1 + [f(x)]? dw
. €

X
‘I 2 [f(z)]? de

der Schwerpunkt von Rotationskérpern : xg = St el

§ Tf(@))? do

und zahlreiche Ausdriicke in der Physik und Technik (Arbeitsintegral, Trigheitsmo-
ment, elektr. Leistung im Wechselstrom). Ein Beispiel fiir Untersuchungen an einem
interessanten Rotationskorper mittels der Integralrechnung finden Sie in Aufg. 11.4.,,
S. 133.

Schétzen Sie Ihr erhaltenes Ergebnis immer ab!

1) Zuweilen 1a8t die Aufgabenstellung es zu, eine der beiden Méglichkeiten (Lage der
Rotationsachse) auszuwdhlen. Die Erleichterung an Rechenaufwand bei der Integra-
tion muf} dann oft mit erhohten Schwierigkeiten bei der Aufstellung der zu intogrieren-
den Funktion erkauft werden. Hier wird im iibrigen die Methode der unbestimmton
Koeffizienten verwendet (S.101). 2

2) Beachten Sie: Dieser Ausdruck darf nicht mit r [ [fi() — fo@)]2da verwechsolt
werden ! @
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Abgonohon von don auf einer (unvollstindigen) Ubersicht auf S. 124 zusammengestell-
ten Grundintogralen lassen sich in vielen Féllen die Integrale mittels bestimmter
Integrationsmethoden berechnen. Von diesen Methoden seien besonders die folgenden
ponunnt; ° :

I. Lineare Substitution ¢ = ax + b !
Bolspiele: (1) fe%5* da = fet dt -2 a) ¢t =005
= ¢! 4 O = 20057 1 (. b) x 2t
¥ dx
C) d—t =
d) de =2d¢
b) ¢ = e
A 2 talz + C b b
N 3_b c) d_x i _‘!_
9 dt b
.=--%(a——bx)ya——bx + C. ‘ d) dx:——%dt

II. Integrale einer gebrochenen I'unktion, bei der im Zihler die Ableitung des Nenners
steht

s (D
Losung : ) de=In|f(x)|+ C
dres sin ¢ dex 1 [—bsingde 1
Bt [ = — [ et Te s = g lnla +boous|+ 0.

IT1. Integration des Produkts einer 'unktion von g(x) und der Ableitung g'(x)
Lﬁsung: [flg(x)] - g’(x) de=[ f(t) dt

3
Beispiel: [ sin®x-cosaxdax= [[sin&]?-cosawda= [*di= % + 0= _1;— sin3x 4 C.
IV. Integration trigonometrischer Funktionen

x
Man verwende die Substitution: ¢ = tan -

Fiir eine solche Substitution gilt dann immer: X
2t 2t 1—12 2dt

tanx:i—__—t—,_,; smx=1+t2; cosx:i_’_—tr_,; dx:i—i—l-‘f
- dx . x 2t
BEISplel. [m— a) t-—tan—2— b) ten r = —
c) sinx= -
R
d) x=2arctan t
da 2 2
e NI | L =_——_dt
e o R e R
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dex 2 1dt
Also']i—sinm _/1+t2 Y

1'_1+t2

2 (14 t2) dt Jof Bt . P i Vi o
=/(1+‘t2)‘[1+t3—2t] “/(1—t)2“1—t+0* o o

1 —tan 32-

Hiufig lassen sich Integrale auf mehrere Arten bearbeiten. Zuweilen findet auch der
versierte Rechner nicht immer sofort den bequemsten und schnellsten Weg. Kinige
Integrale (sogenannte ,,elliptische‘‘ Integrale) lassen sich sogar nur numerischauswerten.
Sie finden sehr viele Integrale mit Losungsanséitzen in dem Buch BRONSTIIN-
SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik, BSB B. Gi. Teubner, Verlagsgesell-
schaft 1969, in oder Bartsch, Mathematische Formeln, VEB Fachbuchverlag

Leipzig1971.

1) Im Grunde genommen sind die Typen II bis IV Abarten der Substitutionsmethode.
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11.1.

Zwischen der-Geraden y = mx und der z-Achse liegt im Intervall [@y; wy] eino
Flache, die um die a-Achse rotieren soll.

Zwischen der Geraden y = max und der y-Achse liegt im Intervall [y,; 1] ¢ine
Fléiche, die um die y-Achse rotieren soll.

Es gelte: y, = max; und y, = ma,.

Das Volumen beider entstehender Rotationskorper soll ttbereinstimmen. Was
kann dann uber den Koeffizienten m ausgesagt werden?

11.2.

Ein parabolisches Gefa3 hat eine innere Héhe von 10 cm und einen oberen lichten
Durchmesser von 16 em. Bestimmen Sie das Fassungsvermogen und die Fiill-
héhe bei halber Fiillung.

11.8.

Ein Stativfu3 hat eine hyperbolische Begrenzungskurve geméafl der Funktion
2
g =s Der groB3te Durchmesser betragt 2 dm, die Linge 3 dm. Berechnen Sie

das Volumen.

(* 11.4. Die Hiille einer Forschuﬁgsrakete besteht aus einem Rumpf und einem kegel-

. formigen Kopf.

Der Rumpf wird beschrieben durch Rotation der Fliche zwischen dem Bild der
Funktion mit der Gleichung f(x) = 1 — 0,56 e* und der x-Achse i Intervall
[0;10]. Die Mantellinie des Kegels ist Tangente an die Kurve im Punkte
Py[0; f(0)]. MaBangaben in m. Bestimmen Sie das Volumen der Rakete.

11.5.

Weinféisser haben meist ellipsoidae Gestalt. Als Ausgangskurve soll der oberhalb
der z-Achse gelegene Teil der Ellipse mit der Gleichung %(; + '7{3 =1 gewihlt

werden. Die Flédche zwischen ihr und der a-Achse rotiere im Intervall [— 0,5 7;
+ 0,5 I]um die x-Achse. Welches Voluinen entsteht fir @ = 5 dm, b = 3 dmund
l=8dm?

2%
* 11,6, Berechnen Sie ki A [
14 cos 2
4
* 11.7. Berechnen Sie f 8,
xln
2

1

11.8. Berechnen Sie/e2z de . /

0



BB

&

. 1
11 Vs n/ m~':vzda;=7rm2{—§

Ty m2
m3]x = —3‘ Tf(xg e xla)
1

@y

9, Zuniichst wird eine zweckméiBige Lage des Koordinatensystems gewihlt. Den
Ursprung legt man glinstig in den Scheitelpunkt einer nach rechts geoffneten
Parabel, deren Achse mit der z-Achse zusammenfills.

Danach wird die ,,begrenzende“ Parabelfunktion bestimmt (Methode der unbe-
stimmten Koefflzlenten) = 2px. Fir # = 10 ist y = 8. Daraus folgt 2p
= 6,4; p=3,2; Y= 64:0

)/

2
V (bis zur Fiillh6he k) = 7[6,4 x dw.
0

11.8. Man stellt zundchst die Integrationsgrenzen fest:
2

flapsya=il; ;:139&1:2; Lo=a1+3=85.
1 5 :
Zu berechnen ist also V == 4—3—?

= 1

11.4.  Zunéchst ist [f(x)]? zu bilden:
[f@)2=1—e*+ 0,252
10

Vie =m[(@—e% + 0,2567%) dw = = [& 4 e~% — 0,125 e=2J0

0 .
= 7 [10 4+ 671 — 0,125 6720 — 0 — e° 4 0,125 €]
~7(0+0—0—0—1+0,125) = 9,125 = =~ 28,7.

11.5. Man stellt nach y* um:

b? . (R
Y= — & 22 -+ b2 Man berechnet das Doppelte des Volumens bei Rotation im
Tntervall [0;3 0,5 1]
0,5
b2 2 2
V=21rf (—?m —l—b)dx.
0
x o 2d¢
11.6. t:tanE, cos x =m, dl:z::i___i_7
2x =2 =2
cos /’ 1-——-t2 (14 2dt 1 —1z2 at
1~|—cosx A2 43 A N
0 r=0
i1
11.7. Man formt um in Gz - % dz.
xzlngx In z
2 3

Jetzt steht im Zihler die Ableitung des Nenners.

11.8. Man substituiert 2o = ¢t; « = 0,5 ¢; dez = 0,5 d¢.
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11.1. Ferner Umkehrfunktion: @ = y: m; f(x,) = may; f(v,) = ma,

My
y> r [1 me,  wm
V =T Tody =—|= 93 == e (3 — 3P
pak g = / me Y = mE|3Y ity 3 (s ot
mary
Beachten Sie bitte, daB dieses Volumen bei Rotation der Flache zwischen der
Geraden und der y-Achse um die y-Achse entsteht. s handelt sich also nicht um
die Rotation der im ersten Teil betrachteten Fliche!

h
11.2. V (bish) = = [ 6,40 do = = [3,22% ]} = 3,2 wh2,
0

5
18 T = 4‘12”:71{*4
X

= ]2 =n[—0,8+42] =121 ~ 3,59.

11.4. Man bestimmt den Tangentenanstieg fiir & = 0:
f'@) = 0,6 e~%; f/(0) = 0,5 = m;
f(0) =1 — 0,6 =0,5.

Schnittpunkt der Begrenzungsgeraden des Kegels mit der x-Achse: vg = — 1,
Hohe des Kegels = 1.

b? 0,51 T 0,125b2]3
oo O e G o 42 .
vV 27:[ 3% +bx] n[ e -+ 0,5 b2l
2 0, 125
et T 2
=5 b [ , ]
x = 2n 4 @ X =
Lot 2—(1+t2) "ap  w=2n
11.6. / sy Y f ,,,,,,,, di / 0y
x=1+t P LF @l o z;fl)
= [2 arctan ¢ — ¢+ O 2" {
o1
0 flnixd”=[1n (In |2)]4 =1n 1,3863 —In 0,6931.
9
1 o=1
11.8. /ezz dz = / et-0,56d¢t=0,5 [et]::(l) =0,5 [e‘lrjé = 0,562 — 0,560 = 0,5 (02 —1).
x=0
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11.1.

. 2
Sollen die beiden Volumen gleich sein, so muB3 V, = V, gelten. 7L?—(acz-" — 2,8 =
= n% (2,3 — @,3), also m = 0 oder m = 1;d.h., die Gerade y = max muf} ent-
weder die x-Achse sein oder unter 45° ansteigen. - /

Der Fall, dal m nach oo strebt, bleibt unberiicksichtigt. Der Fall m = 0 ist
uninteressant, das Volumen wéare dann ebenfalls 0.

11.2,

h =10; V(10) = 3,2 = - 100 =~ 1000.
Firr V = 500 (halbe Fiillung) folgt 500 = - 3,2 h2; h = ] 5592-?—_

Fullhohe betrigt dann etwa 71 mm (und nicht etwa 5 em!).

~ 7,07. Die

11.3.

Das Volumen des StativiuBes befzrégt etwa 3,6 dm?. Der FuB hat an seiner Spitze
einen: Durchmesser von 0,8 dm. Néhme man einen Kegelstumpf an, so wire das
Volumen etwa 4,9 dm?. :

11.4.

Vaumpt = 28,75 Vgeger (0Ohne Integx:ation) = 0,26; Gesamtvolumen der Rakete:
V = 28,96 m® Die Rakete ist 11 m lang und hat einen gréBten Durchmesser
von 2 m.

11.5.

21b* 0,125 ;
Das Fassungsvermogen kann nach V = 5 (16— 5 l2> ermittelt werden.

Fir ¢ = 5dm, b = 3dm und ! = 8dm ergibt sich 1V &~ 177 Liter. Wéare der
Durchmesser einer Seitenfliche gegeben (mit 20), so ergébe sich allgemein:

V= ’_‘; (262 + ¢2).

11.6.

2 2

g 1
2 arctan ¢ —¢ = 2 arctan (tan E':—)—tam A x— tan % )

11.9.

2x | 5
%g% - [w*tan%ﬁ" =2r—0—0+0=2m.
4 "
f£%=ln (1“4)—1“(1“2)=1ﬂ}2—:=1n~2;—11192—2=1n2 — 0,6931
5
ist eleganter als
g ‘
;}—fm —1n 1,3863—1n 0,6931 —In %%gg—f —In2 = 0,6031. i

2

11.8.

1
[ e*=da = 0,5 (62 — 1) = 0,5 6,3891 = 3,1945.
0 .

1) Man beachte:

arctan (tanz) = x bzw. arctan (tan %) ==
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