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Vorwort

Das vorliegende Lehrprogrammbuch, das aus einem Darbietungs- und
einem Ubungsprogramm besteht, gibt eine Einfithrung in die Differential-
rechnung. Es wendet sich sowohl an solche Leser, die bereits Kenntnisse
iiber diesen Stoff besitzen und ihn festigen und vertiefen wollen, wie auch
an solche Leser, die iiber keine Kenntnisse aus der Differentialrechnung
verfiigen. In Abhéngigkeit von seinen Vorkenntnissen kann jeder Leser
selbst bestimmen, welche Teile des Buches er zu studieren hat.

Allen denjenigen, die durch wertvolle Hinweise und Anregungen zur Ge-
staltung des Buches beitrugen, sei an dieser Stelle herzlich gedankt.
Unser besonderer Dank gilt den Mitarbeitern des Forschungszentrums fiir
Theorie und Methodologie der Programmierung der Karl-Marx-Universitit
Leipzig fiir die groBziigige Unterstiitzung wihrend der Erarbeitung des
Lehrprogrammbuches sowie dem Verlag fiir das verstindnisvolle Entgegen-
kommen bei der Drucklegung. Wir hoffen, daf} das vorliegende Lehrpro-
grammbuch sich unter den Direkt- und Fernstudenten naturwissenschaft-
licher, 6konomischer, piadagogischer und technischer Studienrichtungen
sowie unter den Lehrenden zahlreiche Freunde erwerben wird.

Die Verfasser
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Das Programm richtet sich vorwiegend an:

Studenten  naturwissenschaltlicher, 6konomischer, pidagogischer und
technischer Fachrichtungen des 1. Studienjahres; Lehrer; Schiiler der
oberen Klassen der Erweiterten Oberschule.

Voraussetzungen zum erfolgreichen Durcharbeiten
dieses Programms:

Sie benotigen folgende Kenntnisse, IFihigkeiten und Fertigkeiten:

Kenntnisse

— Grundbegriffe der Analysis:
Grundbegriffe der Logik und Mengenlehre, Abbildungsbegriff, Eigen-
schaften der reellen Zahlen; Zahlenmengen und -folgen, Grenzwert,
Konvergenzkriterien, Rechnen mit konvergenten Zahlenfolgen

— Grenzwerte und Stetigkeit reellwertiger Funktionen einer reellen Ver-
inderlichen :
Begriff der reellen Funktion einer reellen Verinderlichen, Definitions-
bereich, Wertebereich; inverse Funktion, Grenzwert und Stetigkeit,
Eigenschaften stetiger Funktionen

— Analysis der elementaren Funktionen:

rationale Funktionen und Wurzelfunktionen, Exponential- und Loga-
rithmusfunktionen, trigonometrische Funktiopen

Fihigkeiten und Fertigkeiten

— Richtiges Anwenden der Begriffe ,,Menge®, ,,Abbildung®, ,.Funktion

— Fertigkeiten bei der Durchfiihrung von Konvergenzbetrachtungen fiir
Zahlenfolgen

— Nachweis gewisser Eigenschaften fiir vorgegebene Funktionen: Be-
schrinktheit, Monotonie, Stetigkeit, Periodizitiit

— Fertigkeiten bei der Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen

— Fertigkeiten beim Untersuchen des Funktionsverlaufs fiir vorgegebene
Funktionen

SN



Ziele

Gesamtziele

Dieses Programm soll Grundkenntnisse in der Differentialrechnung wie-
derholen, erweitern und vertiefen.

Hauptanliegen sind:

die Vermittlung von Kenntnissen iiber den Ableitingsbegriff,

die Entwicklung von Fertigkeiten beim Diflerenzieren von Funktionen
ciner unabhiingigen Veriinderlichen,

die Entwicklung von Fiihigkeiten, das erworbene Wissen sowohl auf
inmermathematische Probleme als auch auf Probleme der Praxis an-
zuwenden. .

tinzelziele

Der Lernende soll nach der Durcharbeitung des Programms in der Lage
sein:

a) den Begrifl der Ableitung, ausgehend vom Begrifl des Differenzenquo-

[(wo + k) — f(,)

tienten, als speziellen Grenzwert lim g e R definieren und
ihn geomeltrisch zu deuten; L ot !

b) zu begrimden, dall die Stetigkeit eine zwar notwendige aber nicht
hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion ist;

c¢) Beispiele fiir stetige nichtdifferenzierbare Funktionen anzugeben;

) die Ableitung eines Produktes und eines Quotienten von elementaren

Funktionen selbstindig zu bilden;

e) die Ableitung der Umkehrfunktionen von elementaren Funktionen
selbstindig zu bilden;

) vorgegebene zusammengeseizte Funktionen als solche zu erkennen und
die Ableitung zusammengesetzter Funktionen zu bilden;

o) den Begrifl des Differentials dy = [’(x) - h zu beherrschen und zu deuten;

h) den Begrifl der Ableitung n-ter Ordnung zu definieren und die héheren
Ableitungen elementarer Funktionen zu bilden;

i) den Inhalt des Satzes von Rolle sinngemiil} darzulegen, den Satz geo-
metrisch zu deuten und zu beweisen;

j) den Inhalt des Mittelwertsatzes sinngemiily darzulegen, den Satz geo-

metrisch zu deuten und zu beweisen;

den Mittelwertsatz bei der niitherungsweisen Berechnung von Funktions-

werten anzuwenden.

k
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Hinweise fiir die Arbeit mit dem Programm

Das Darbietungsprogramm und das zugehorige Ubungsprogramm haben
die Aufgabe, Ihre Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten auf dem
Gebiet der Differentialrechnung fiir Funktionen einer unabhiingigen Ver-
inderlichen zu vertiefen und zu erweitern. Dieses Programm triigt daher
wesentlich wiederholenden Charakter.

Die Erarbeitung des Lehrstofles erfolgt selbstindig durch den Benutzer.
Méglicherweise ist Ihnen diese Form der Wissensaneignung ungewohnt.
Wenn Sie jedoch zielstrebig, konzentriert und gewissenhaft arbeiten und
aullerdem die gegebenen Ilinweise sorgfiltig beachten, wird der Lernerfolg
nicht ausbleiben, und Sie werden Freude an der Arbeit haben.

Das Programm besteht aus zwei Teilen: einem Darbietungsprogramm und
einem Ubungsprogramm. Im Darbietungsprogramm wird der Begriff der
Ableitung behandelt, wobei eine geeignete Einteilung in Lehrabschnitte
erfolgt. Im Ubungsprogramm werden zusitzlich Ubungsaufgaben zum
Lehrstoll angegeben.

Bevor Sie mit der Bearbeitung des ersten Lehrabschnitts beginnen, ist
eine Kontrolle K, (Seite 9) vorgesehen, die Ihnen zeigen soll, ob Sie die
geforderten Voraussetzungen fiir ein erfolgreiches Lernen mit diesem
Programm besitzen oder ob gewisse Ergiinzungen durch Literaturstudium
notwendig sind. AuBlerdem erfolgen vor jedem Lehrabschnitt (mit Aus-
nahme des Abschnittes 8) Kontrollen. Mit deren Hilfe ist eine Entschei-
dung mdoglich, ob es angeraten ist, den folgenden Lehrabschnitt durchzu-
arbeilen oder ihn zu iiberspringen.

Am Ende des Darbietungsprogramms (Seite 109ff.) befindet sich eine
Zusammenfassung (Basaltext), die Thnen in knapper Form eine syste-
matische Darstellung des behandelten Lehrstoffes gibt. Gleichzeitig dient
diese Zusammenfassung als Wissensspeicher.

Jeder Lehrabschnitt ist in Lehreinheiten und weiter in Lehrschritte unter-
teilt. Bei der Anordnung der Lehreinheiten bzw. -schritte (beginnend mit
Seite 12) wurde so verfahren, dafl im allgemeinen aul einer Seite zwei
nicht aufeinanderfolgende Lehrschritte stehen. Beide Seitenhilften sind
unabhiingig voneinander zu benutzen.

Nach dem Durcharbeiten einer Seitenhiilfte miissen Sie umblittern. Sie
finden dann den AnschluB} zum vorausgegangenen Lehrschritt.



Das allgemeine Bild einer Seite ergibt sich so:

X

Lésung bzw. Antwort zum vorausgegangenen Lehrschritt

Stoffvermittlung
Aufgaben- oder Fragestellung

Steueroperator(en) —a+1
Losung bzw. Antwort zum vorausgegangenen Lehrschritt
Stoffvermittlung

Aufgaben- oder Iragestellung

Steueroperator(en) —>y+1

Bevor Sie mit dem Studium dieses Programms beginnen, beachten Sie
bitte folgende Hinweise:

— Legen Sie sich fiir Losungszwischenschritte, Nebenrechnungen u.i.

I

I

ein Arbeitsheft an!

Antworten und Losungen werden in das Programm eingetragen.
Gehen Sie so vor, wie das Programm es vorschreibt!

Arbeiten Sie aufmerksam und konzentriert!

Arbeiten Sie ehrlich! Suchen Sie die Losungen erst dann auf, wenn Sie
die gestellten Aufgaben selbstindig gelost haben!

Iis ist zu empfehlen, nach jedem Lehrabschnitt eine Arbeitspause ein-
zulegen.

Die Aufgaben im Ubungsprogramm dienen der Festigung und Vertie-
fung Threr Kenntnisse. Wir empfehlen Ihnen daher, den Hinweisen zur
Benutzung des"Ubungsprogramms zu folgen.

Wenn Sie gewissenhaft arbeiten, wird lThnen das Lernen mit diesem Pro-
gramm bestimmt Freude bereiten!
Wir wiinschen Thnen dabei viel Erfolg!

D



Zeichenerkliarung

» X (:()1101] SIC Zum ]thrscln'il,l, X dCS I)Ill‘])ie[ll]lf"S'
tel
programims '

» Ux  Gehen Sie zum Lehrschritt x des Ubungsprogramms!
» Kx  Arbeiten Sie die angegebene Kontrolle durch!

> Zx Gehen Sie zum angegebenen Abschnitt der Zu-
sammenfassung (Basaltext)!

‘I{X: Korrigieren Sie Ihre Fehler in der Kontrolle Kx und
kehren Sie dann hierher zuriick!

Uz, = [z |2z € (wg— ¢, 25+ ¢)}, ¢ >0  Umgebung von 2z,

Upzy) = {o|iz &g a4 c)}s > 0 rechisseitige Umgebung von x,

U(x,) = x|z € (g =6, 2o} >0 linksseitige Umgebung von x,

N Menge der natiirlichen Zahlen
G Menge der ganzen Zahlen

P Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen

3 ,.es gibt ein™ '
v

S lir alle®
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Vorkontrolle

Fiir die erfolgreiche Durcharbeitung des Programms sind gewisse Kennt-
nisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten erforderlich, die als gegeben angesehen
werden. (Vgl. Seite 4!)

Die folgenden Aufgaben dienen zur Selbstkontrolle und zeigen Ihnen, ob
Sie die Durcharbeitung des Programms sofort in Angriff nehmen kénnen
oder ob Sie noch vorbereitende Literatur heranziehen miissen.

' Rechnen Sie alle Kontrollaufgaben im Arbeitsheft!
®

1) Gegeben sei f(x) = 1%:)._’ TR

a) Bestimmen Sie den Wertevorrat der Funktion!

b) Zeichnen Sie das Bild der Funktion!

¢) Ermitteln Sie den analytischen Ausdruck der Umkehrfunktion!
d) Zeichnen Sie das Bild der Umkehrfunktion!

. §o by .
2) Bestimmen Sie fir f(a) =2 + L'—' , == 0, den rechts- und den links-
seitigen Grenzwerl an der Stelle z, = 0!
3) Wie ist die Stetigkeit einer Funktion f(2) an der Stelle x, definiert?

4) Ist die Funktion
P+ax—1 firzy € [—4,0),
0 fiir 2 = 0,
fl@) = R uriga=t
: : fir x € (0, 4]
x +1

auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig?

s

Huinwers : f(x) ist eine Funktion, die lediglich durch mehrere analytische
Ausdriicke dargestellt wird.

Nachdem Sie alle Aufgaben sorgfiiltig gelost haben, blittern
& |
e oieum!

» L,



Losung

L

Punkte

0 1) a) Wertevorrat: (—oo, 0) \/ (0, o) 1
(Man schreibt kiirzer: f(x) 4= 0).
b) Bild der Funktion:
Y I
241 1A\ S T '
' 1
| 1 ! Vst Abb. 1
e o | R AP X
= i
<3l !
- 1
7 1 G
O [Ho) ==+ 2 2% 0 1
d) Bild der Umkehrfunktion:
Y
SN (X)=)-(7~+Z
i b S i T S SR
\ 1+
T ~  AbD. 2 t
/ -7 r—
2) lim f(xy + h) = lim <h +—}i) = lim (A= 1= ", 1
h—+0 s +0 h]  heto
lim f(zy + k) = lim (h - % =lim (h — 1) =—1 1
h——0 h——0 h—~—0
3) f(z) heilt an der Stelle x, stetig, wenn gilt:
1

) lim f(2) = f(z,
oder !

b) lim f(2, + h) = f(a
h—0 .

oder

)

¢) Zu jedem ¢ > 0 existiert ein d = d(¢) > 0 derart, daB [f(z) — f(z,)| <e

ist fiir jedes z mit

|z — 24| < 0.

Hinweis : Sie erhalten den Punkt, wenn Sie eine dieser Bedingungen

genannt haben.

4) f(x) ist auf dem Intervall [—4, 4] nicht stetig, weil an der Stelle z,= 0

gilt:

lim f(z) = 1 und lim f(2) = —1.

x—+0 z>—0

1

Erreichbare Punktzahl: 8

— 10 —
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Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!
Schiitzen Sie Thre Kenntnisse' kritisch ein!
Folgende Bewertung dient zujlhrer Orientierung:

8 Punkte Sehr gut ——» K, Seite 87
6 und 7 Punkte Gut ——» K, Seite 87
weniger als 6 Punkte — W

Wenn Sie weniger als 6 Punkte erreicht haben, dann frischen Sie
Ihre Kenntnisse mit Hilfe der angegebenen Literatur auf.
Wir geben -[hnen dazu folgende Unterstiitzung:

Wenn Sie Schwierigkeiten dann wiederholen Sie mit Hilfe von
hatten bei [1]  oder [2] oder [3]
Aufgabe 1, SRS s S. 80ff.

Aufgabe 2, S: 1101E S. 1001, S 2104
Aufgabe 3, St 35 1T S. 13011, St 2511
Aufgabe 4, S. 1401, Seil84 (T SHE I b

Versuchen Sie danach erneut. die Aufgaben der Kontrolle K,

zu losen!
» K, Seite 9

/
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1. Begrift der Ableitung

Fiir das Verstiindnis von Naturvorgiingen und technischen Prozessen sowie
fiir deren mathematische Behandlung ist die Differentialrechnung von
groller Bedeutung.

Grundbegrifl dieser mathematischen Disziplin ist der Begriff der Ableitung,
den wir im folgenden behandeln wollen.

So kann man z. B. die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer Be-
wegung mit Hilfe von Ableitungen erfassen. Ebenso fiihrt die von der

‘ Elementargeometrie her bekannte Aufgabe, an eine gegebene (stetige)

Kurve im Punkte P, die Tangente zu konstruieren, aul den Begriff der
Ableitung.

» 2, Seite 14

R I T T 0 O A R B S S W 0 B W TR SR
lim f(z) = 0

-0
(wegen lim f(z) = lim [sin 2| = lim sin & = 0,
x—>40 x——+0 z—++40

lim f(2) = lim |sin 2| = lim (—sin 2) = 0)
r—+—0 ) 2—+—0 x—->—0

fO) - &0,

Differenzieren von [(@) in 2y = 0 bedeutet allgemein:
f,/(0) und f(0) existieren mit
£,/(0) = {(0)

Speziell fiir f(x) = |sin 2| erhilt man:
f' (0

O R S S

o

g i " sin /i
Hinweis: lim 222 — |
heo I
Alsoiistflao) = lsin@laniws=— 0 2t sk ol il g




6. Ableitung der Umkehrfunktion 77

Wie Thnen bekannt ist, existiert fiir eine streng monotone und stetige
Funktion f(x), « € [a, b], die Umkehrfunktion f~(y). die auf dem Intervall
[f(a), f(b)] (falls f(x) streng zunimmt) bzw. auf dem Intervall [f(b), f(a)]
(falls f(2) streng abnimmt) erklirt ist.

AuBlerdem folgt aus der Stetigkeit von f(z) die Stetigkeit der Umkehr-
funktion f~(y). Es erhebt sich nun die Frage, ob eine entsprechende Aus-
sage auch hinsichtlich der Differenzierbarkeit gilt.

Dazu erfolgt zuniichst eine geometrische Betrachtung. die von der Tal-
sache ausgeht, dali die Bilder der Funktionen [(x) und [~*(y) iiberein-
stimmen. /

Vergegenwiirticen Sie sich diesen Sachverhalt an Hand einer
Lot =] o

3
o Okizze!
g,
My
Abb. 19
0 MX X

[ a) =L - 114

Daher erkliirt sich die Bezeichnung ,,Differentialquotient® an Stelle von
..Ableitung*‘. i
: ; dy - . s
Bemerkung : Wenn hingegen Tl nur als andere Schreibweise fiir die Ab-
X 9
leitung f’(x) verwendet wird, so liest man .,dy nach da*.

Die Sachverhalte
,.dy durch da“  (Quotient zweier Differentiale)
und ..dy nach da* (andere Bezeichnung fiir Ableitung)
sind logisch zu unterscheiden.
Aus Abb. 23 (Seite 75) ist zu entnehmen, daf fiic A — 0 die Sekante s in
die Tangente ¢ iibergeht.
Dabet gilt:
P— P, und Ady— dy.
Das Differential dy ist dem Argumentzuwachs da

............ proportional.
(direkt/indirekt)

» 115

e



2 Gegeben sei die Funktion f(2), x € U(x,), sowie eine variable GroBe h == (
derart, daB stets [z, vy + h] C U(z,).
Die Sekante s durch die Kurvenpunkte P, und P (vgl. Abb. 4) schlieBe
mit der positiven Richtung der z-Achse den Winkel a; ein.

g
flxoth)

fx%)

Abb. 4

0 X Xoth X

1) Uberlegen Sie, wie man zum Anstieg der Kurve in P, gelangen kann!
(Hinweis: Sehen Sie P als variablen Punkt an!)
2) Berechnen Sie den Anstieg tan o | a—az, der Sckante s!

Tarioo [oae el D o L e LS
Hinweis : Beachten Sie, dali es mehrere Schreibweisen gibt!

> 3

40 £,/(0) = lim f(O + ) — f(0) i et |sin /i) — |sin 0]
s B0 h ) h
(R v h Ly
h—>40 h
ol . { — f(0) . i . S. U
f7/(0) = lim JOFh) —f0) . |8ink|— |sn0]
h—>—0 h Bkisg h
Tid sin |
= — ln =— 1.
h—>—0 h

Also ist f(x) = [sin @] in 25 = 0 nicht differenzierbar wegen f,’(0) == f,'(0).

Wir empfehlen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der Kon-
trolle K, (Seite 89) jetzt nochmals zu losen, Ihre Fehler zu korrigieren und
dann hierher zuriickzukehren.

Wdore bl mrey

Wenn Sie weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt kennenlernen wollen,
dann- < —ui o a3 Seite 142,
sonst —————» Z,, Seite 110

Ru gt



Wenn man im Falle der Existenz der Umkehrfunktion in ein- und dem- 78
selben Koordinatensystem die Bilder der Funktionen

flz): M, - M,
und

fy): M,—> M,

/

betrachtet (Abb. 20), so leuchtet unmittelbar ein, daf} diese auf Grund
der eineindeutigen Zuordnung zusammenfallen.

Y
flb)
o/
Yo
My Xz f‘1(y)

f(a)

y=f(x)

- Abb. 20
0 a Xp b X
MX

Es gilt
Yo =@ und zo=f1y) Yz 'c M.

Welche Folgerung kann man hinsichtlich der den beiden Funktionen
f(z) und [~Y(y) entsprechenden Kurven ziehen, wenn angenommen wird,
daf} in allen Punkten Tangenten existieren?

» 79

T Y O T s TS I TS AR A AR A
dy ist dx direlt proportional I l 5
wegen dy = f"(x,) - da.

Beispiel:
Fiir f(x) = 2% ist die Ableitung an der Stelle

Rl e ke e

und damit das Differential an dieser Stelle

0

dyi=— il ey :
» 116

£y 7 i
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1) Ihre Antwort mull mit der folgenden sinngemil iibereinstimmen:

Die Anschauung legt nahe, den Anstieg der Kurve in P als Anstieg
der Tangente in P, aufzufassen und letztere als ,,Grenzlage® von
,.Sekantenfolgen® zu erkliren.

_ flay + A%) — flzg) _ f(me k) — flzy)

T=2x, Ax I

z Ay
r=zy  Ax

2) tan a,

An Stelle von Ax = h kann auch (v, + h) — 2, geschrieben werden, so dal3
die Beziehung

Ay

Az AL i (g + h) — z,
einen Quotienten zweier Differenzen darstellt. Wir sprechen daher vom
Differenzenquotienten der Kurve in P,
Berechnen Sie nun den Differgnzenquotienten fiir die Funktion f(z) = a2,
z € R, an der Stelle z, = 1!

f(wg + ) — f(2,)

Ihre Antwort ist richtig, denn es gilt lim
stetig. )
f(x) = |sin z| ist wegen f,/(0) = +1, f;(0)= —1 in z,= 0 nicht differen-
zierbar (wohl aber rechtsseitig und linksseitig differenzierbar).

Hinweis : Die geometrische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes ent-

nehmen Sie Abb. 18, Seite 86.

sin | = f(0), d.h., f(z) ist in

Wir empfehlen, die von IThnen nicht richtig gelosten Aufgaben der Kon-
trolle K, (Seite 89) jetzt nochmals zu losen, lhre Fehler zu korrigieren und
dann hierher zuriickzukehren.

K, (Seite 8 —
Wenn Sie weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt kennenlernen wollen,
dann ——» 113, Seite 142
sonst ———» Z,, Seite 110



Aus dem Zusammenfallen der Kurven folgt das der Tangenten.

Betrachten wir nun eine Funktion f(z), die aul [a, b] streng zunehmend
ist. Wenn wir annehmen, dafl die Tangenten an die Bildkurve auf (a, b)
nirgends parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen, so kann man aus
der Anschauung sogar Hinweise iiber den Wert der Ableitung von f~(y)
entnehmen.

Dazu betrachten wir in Abb. 20, Seite 15, den festen Kurvenpunkt T8
mit den Koordinaten (2, y,) und bezeichnen die Richtungswinkel der
durch P gehenden Tangente t, beziiglich der x-Achse mit x,. beziiglich

der y-Achse mit .
Y 0

' Fiihren Sie die Zeichnung im Arbeitshelt aus, und vergleichen
Sie!
» 80

(@g) = haed,

dy i —thpatda,

Wir zeigen Ihnen nun, wie der Begriff des Differentials in einer praktischen
Fragestellung Anwendung findet.

Fiir hinreichend kleinen Argumentzuwachs da unterscheidet sich das
Differential dy vom Funktionszuwachs Ay beliebig wenig.

Es gilt also

2 Elster, Veriinderliche |
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116



4 dy|  _ (A4hp

Az|z=1 h

Gy

Wir setzen unsere allgemeinen Betrachtungen fort:

Fiir h — 0 ,,dreht* sich die Sekante s (sieche Abb. 4, Seite 14) um den festen
Punkt P (z,, f(x,)) und geht dabei unter gewissen Voraussetzungen in eine
wohlbestimmte Grenzlage ¢ iiber, die wir dann als Tangente an die Kurve
in P bezeichnen. Als Tangente verstehen wir also die Grenzlage aller maig-
lwhen. Sekanten durch Py, wenn sich der variable Punkt P dem Punkt P,

unbegrenzt nihert. )
Die analytische Fassung dieses geometrischen Sachverhaltes fiihrt dazu,

den Anstieg tan o|,—,, von ¢ als Grenzwert der Anstiege

tan &f,—n, fiir A — 0 aufzufassen.

Also gilt tan &|,—p, = lim tan &yf,—s,.
h—0

Schreiben Sie tan oty|,—,, als Grenzwert von Differenzenquotienten auf!

Aol K== AL R RS R Sl

> 5
T SRR B A S 0 A T L 7. RO ST R WAL B TS SRS R S
7))
3. Produktregel

Die Herleitung der ..Produktregel* ist gleichbedeutend mit dem Beweis
von

Beweis : Der Differenzenquotient des Produktes p(x) = fi(z) - fo(2) an der
Stelle a, € (a, b) ist gegeben durch

ﬂl+ h) — p(z,) )
h

> 43

Y R



f(b) o

Abb. 21

i i - ¢
Wegen oy + B, = 5 erhiilt man fiir den Anstieg delj Bildkurve von f(y)
im Punkte P,
dfiit
= tan = s SR e D .-
dy ﬂO
Hinweis : Verwenden Sie die Beziehung tan x, - tan g, = 1.
> 82
Wenn Sie fiir die Losung der Aufgabe zusiitzliche Hilfe bendtigen
» 81

dy = dz
(fiir hinreichend kleines dx)

Diesen Sachverhalt benutzt man bei der Anwendung des Differentials in
der Fehlerrechnung.

Dazu betrachten wir einen Vorgang, bei dem zwei (verinderliche) GroBen
2 und y in einer Beziehung zueinander stehen, die durch eine Funktion
beschrieben werden kann: y = f(x).

(Zum Beispiel ist beim mathematischen Pendel die Abhiingigkeit der

: o : l/ l
Schwingungsdauer 7" von der Pendellinge [ durch 7" = 2x |/— gegeben.)
=]

Im allgemeinen sind die Messungen der Grifie x mit einem MeBfehler Ax
behaftet (z. B. Ablesegenauigkeit), der als Zuwachs da der Veriinderlichen
aufgefafit wird. Die dadurch bedingte Ungenauigkeit von y i}t sich durch
die Differenz der Funktionswerte

ausdriicken.

» 118

g



goay, bpn AT G
5 tan @|p—a, = lim =L f#r ) mifide)!

= lim
Ax—0 Ax Wby Az Ax
il 58 flzg + 1) — fay) :
L0 h

Wenn dieser Grenzwert existiert, so wird er Ableitung der Funktion [(x)
an der Stelle 2, genannt und mit

7 . flwg + 42) — f(z)
Ty) = lm 20— —~ T
f ( 0) Ax—0 Az
bezeichnet. Es gilt

f(xg) = tan o|,—p, =Jdim tan &yo—q,.
h—0

&, ist der Winkel, den die (nicht vertikale) Tangente ¢ mit der positiven
Richtung der 2-Achse einschlief3t.

Veranschaulichen Sie fiir die gegebene Kurve (Abb. 5) Differenzenquotient
und Ableitung an der Stelle . Zeichnen Sie inshesondere o, ¢ und «, ein!

Yi

]

f(x)

g Abb. b
it i

43

P&y + ) — pla,)

(@) _ i@+ h) - Fo(xg + k) — [1(%) - o)
h A h

Um bekannte Grenzwertsiitze anwenden zu kénnen, formen wir den obigen
Quotienten in geeigneter Weise um.

Dazu addieren wir im Zihler des Quotienten Null in der Form

/1('0) ¢ f2(5“o ) fl(wo) . /'2(4"0 + h)

und erhalten

Py b)) = plwe)
h

v
=~
N

— 20 —



8l

s gilt

dfY(y,) 7T
———=" = tan = tan | =~ dy] =00t 0y =
dy Bo 2 9 9 tan a, ’

falls oy == 0, und damit

A P s
T TR falls [’ (z4) &+ O.

Formulieren Sie auf Grund dieser Betrachtungen eine Aussage iiber die
Ableitung der Umkehrfunktion f~1(y) in Form eines Satzes!

' Verg}cichen Sie Ihr Ergebnis!
[ ]
» 83

118

Ay = f(z + Az) — f(x)

Man nennt Ay den absoluten Fehler von .
Fiir hinreichend kleines |4z gilt Ay ~ dy und damit

A gl 1

» 119

W8 [y
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v
b
%) X
dy
h=4x U t
f(Xo*h)| P ;
fix) 5 ;
0 X Xt h X Abb. 6

Falls Sie diese Darstellung nicht erhalten haben, vergleichen Sie mit

Abb. 3, Seite 88

Wir fassen zusammen und definieren:

D. 1. 1. Von der auf U(z,) definierten Funktion f(x) sagt man, sie besitze
an der Stelle z; eine Ableitung oder sie sei dort differenzierbar.
wenn der Grenzwert

[ilge) = limﬂ = lim Ttao + h) — flay)

dos0 A% la=a, g h

existierl.

Bemerkung : In den folgenden Darlegungen wird die Schreibweise mit Ax
weggelassen.
Prigen Sie sich den Inhalt dieser Definition gut ein!
> 7

A S O R T S BTG T4XT. V A VS

p(xy + k) — p(a,)

h
1 , : iy :
T [fi(wy+ h) - falmg + 1) — filz,) - [a(@g) + [1(zg) « [a(@p+ 1)

—f1(wo) - fa(wo + H)].

Wir schreiben diesen Quotienten in der Form

1w + k) — fi(z, (g + h) — [(2y)
(%) L ,2 Ly - fol@o + k) + fi(w) !(J—]’l —hm) >

fa(z) ist in x, differenzierbar und folglich auch in x stetig.
Es gilt somit

lim fg(:co + k) = fa(zy).
h—0

Berechnen Sie unter Beriicksichtigung dieses Hinweises und bekannter
Grenzwertsiitze (siehe [1], Seite 117; [2], Seite 100{F.; [3], Seite 20fI.) den
Grenzwert von (%) fiir h— 0.

N

N
[SIENUN |

»
Wenn Sie hierzu weitere Hinweise bendtigen >
°

Sk b el



82

) _ tan By = o = o falls [ (20) 0.

dy ania, v I ()

Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben ———» 81
o]
sonst ——» 83

119

Ay = |(@) - |dal.

Damit gelangen wir zu folgendem Ergebnis:
Der Betrag des absoluten Fehlers Ay ist niiherungsweise gleich dem Pro-
dukt der Betriige von Ableitung und Zuwachs der Veriinderlichen x.

Bekanntlich versteht man unter dem relativen Fehler von y die dimen-

: yap)
sionslose Zahl T/ .

Im Falle y = f(x) %= 0 ergibt sich fiir den Betrag des relativen Fehlers von y

~
e S R T .

Ay

Y
» 120

Jn gl



Beispiel:

Unter Verwendung von D.1.1.ist die Ableitung der Funktion f(2) = :2, i
@ == 0, an der Stelle x; zu bilden!

Ausiifry) ==t S undfi(aiakihie s, fgianii e il

folgt zuniichst M’/'}Zi{'ﬁl R s A RS Rtk

Hinweis: Vereinfachen Sie den erhaltenen Differenzenquotienten weit-

gehend!

» 8

45

Da der Grenzwert einer Summe von Funktionen gleich der Summe der
Grenzwerte der Summanden ist — falls diese Grenzwerte existieren —,
ergibt sich fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten

lim 2ot H) = PO _ jigy [ Ao £ A = A g5, . )
h—0 h h—=0 L h
+ lim ./p1(-l’0)' /"-’<‘,'i"iL]z:‘M]_
h—0 L



83

Uber die Ableitung der Umkehrfunktion gilt

Wenn Sie den Beweis dieses Satzes kennenlernen wollen,

dann ———» 84
sonst —— p 88

120

Ay

- 4.
Yy

S (@)
fl)

Beispiel:
Um den Betrag des relativen Fehlers von
y=cx% x> 050, ¢ ER

zu ermitteln, berechnen wir zuniichst
dy

p P T :
i » 121

YR, A



i 1 : 1
() = R fl@g + k) = @t e
oI DR B e
h Tl Az, AR
27y + h

(T + h)2xy? ;

Der Grenzwert des Differenzenquotienten fiiv &1 — 0 ergibt die Ableitung

ot @y + h) — f(2)
ap) =l 0 el L el el b
F(x) -0 h
» 9

46

Da ferner der Grenzwert eines Produktes von Funktionen gleich dem Pro-
dukt der Grenzwerte der Faktoren ist — falls diese Grenzwerte existieren —,
ergibt sich

p(ay + ) — p(xy) [1(wg + k) — f1(2)

e L g )
. fe(xg+ h) — fo(xy)
AR I e
oder
PhEs) = alalegl sl et s e

' Vervollstindigen Sie diese Beziehung!
]

Dann ——» 47

gt
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Beweis: Wir fithren den Beweis fiir eine auf [a, b] streng zunehmende
Funktion f(z). Bei dem Differenzenquotienten
7Y + k) — [7(%0)
) (Yo + k) — yo
werde k stets so gewiihlt, da} gilt y, + k € (f(a), f(b)).

Setzt man
[ yo+ K) = 2o+ Iy

so ergibt sich aus den Voraussetzungen

o O RGN .
» 85

121

e caxfiel
dx

1

4

Damit erhilt man notwendigerweise als Betrag ‘ yJ | des relativen Fehlers
| ¥ |
von y:
Ay
‘T O gy e e el me e e .
Wenn Sie die Aufgabe selbstiindig 16sen konnen —» 123
Wenn Sie Hilfe bendtigen ey 122

i g
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&

(@) = = 55

a

(Sollten Sie diese Losung nicht gefunden haben, dann vergleichen Sie

Ihre Aufzeichnungen mit folgenden Zwischenschritten:

; ; 2 h (i G 27 h
f(zg) = lm|— —22— +2 — = ——lim ———3———— ‘; i 5
T (Tg + h)2xy2 | 22 1o To? 2%, h+ Rk
£ o 2
i R O

Losen Sie nun selbstiindig die folgende Aufgabe in gleicher Weise:

Es ist f(x) = a® + @, € R, an der Stelle ;= 3 zu differenzieren!
Folns) =t s ,
Py e R :

» 10

P'(®) = [\'(®) - fol®o) + fi(®) - f2' (o)-

Damit-ist die Produktregel (Lehrschritt 42, Seite 18) bewiesen.

' Priigen Sie sich den Inhalt dieses Satzes gut ein!
e
Beispiel:

Mit Hilfe der ,,Produktregel ist die Ableitung der Funktion
f(z) = (@ 4+ a?) - (52 — 6), « € R, an der Stelle z;, zu bilden.

In diesem Falle setzen wir

und

o) R r € R.

Die Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle z,, sind

» 48



R
a5+ h & (a, b).

(Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben, machen Sie sich bitte
den Sachverhalt noch einmal mit Iilfe von Abb. 21 (Seite 19) klar, die
entsprechend zu ergiinzen ist.)

Wegen y, = f(@y), yo+ k= f(x,+ k) erhalten wir

2t S ] WA R0l T ) Ko S 1 .
(o + k) — o g+ k) —[(@g) ~ [(@+ k) —f(x)
h

Wegen der Stetigkeit von [~*(y) an der Stelle y, ergibt sich fiir i — 0
sofort h— 0.

1 1
Fiir h — 0 strebt der Ausdruck — —— gegen ———
f(@o +h) — flzy) °7° (o)
h
Wenn Sie di¢se Schliisse nicht verstehen ——» 86

sonst ——— ———p 87

Ay

Wegen |[Ay| ~ |dy| gilt ‘7 L gy

Y

Unter Beachtung von

O

dyiv—cazr®t dzi—\co QT da
folgt

dy da Ax

T e x
und damit

Ay

T AT e

» 123

A Lo KN

85

122
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48

f'(xo) =2z, + 1

(wegct] /’(@O) = }in(l) (g + 1)* + (2 _/|; h) — (zg® + @)

= lim 2z + h + 1) = 2z, + 1),

h—0

i) At

Berechnen Sie nun den Anstiegswinkel «, der Tangente ¢ an die Kurve

' Wig N
n .”LO—~-).

» 11

Wepew ofy (o )i e T i o L e PR B L A
und R Rl e R SRR e e LB

» 49

— 30 —
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Fiir h — 0 hat man
h=fy,+ k) — f(yy) = 0.

Da f(z) in z, differenzierbar ist mit f’(x,) == 0, existiert

lim Rt Ant ) R
¢ 0 f(@o + h) — f(2,) i f’<l'0)
) h

» 87

123

Sie haben sich den Lehrstoff des Programms bisher mit Erfolg angeeignet.
Arbeiten Sie auch weiterhin zielstrebig und gewissenhaft!
Wenn Sie noch weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt rechnen moch-
ten,
dann —————p U 128, Seite 129
sonst ———» Zg, Seite 113
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o =2 81,875
(Dieser Wert ergibt sich unmittelbar aus
tan oyle,—3=f'(3) =7

mit Hilfe einer Zahlentafel oder eines Rechenstabes.)

Nach der Behandlung von Ubungsaufgaben setzen wir unsere allgemeinen
Betrachtungen fort.

Neben dem Grenzwert lim f(2) einer Funktion f(x) an der Stelle 2, unter-

=X,
sucht man bekanntlich auch die einseitigen Grenzwerte lim [(2) und hm f(2).
T—>23+0 x—>xy—0

(Wenn Sie Thre Kenntnisse ergiinzen wollen, studieren Sie hierzu folgende
Literatur: [1], Seite 114 oder [2], Seite 101 oder [3], Seite 15).

» 12

.
R
e
o
*
S
2
o
—
<
3
S
I

—6—Tz,+ 1024,
fl('vo) y I.l2<'To) g 5'To S 535027

/(@) = —6 —2u, + 15,2

Wir empfehlen Ihnen, die von lhnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle K (Seite 93) jetzt nochmals zu losen, lhre Fehler zu korri-
. . iy ]

gieren und dann hierher zuriickzukehren.

K, (Sei u«i),)____D

Wenn Sie weitere Beispiele zur Anwendung der ,,Produktregel™ selbstindig
rechnen mochten,
dann ————————p U 30, Seite 176
sonst ——— » K, Seite 95



87

Damit ergibt sich, dall
(Yo + k) — (o)

lim
k—0 k
existiert und gleich f—(ix—) ist, womit S.6.1. (Lehrschritt 83, Seite 25)
0

bewiesen ist.

Bemerkung : Hauﬁg verwendet man fiir die Aussage in S 6.1, dle einpriig-
same Schreibweise

(e
/Yy, (ﬂ)
¢ da iy,
> 88

124

9. Mittelwertsiitze der Differentialrechnung

Die Mittelwertsiitze besitzen fiir die Differentialrechnung grofie Bedeutung,
so dal} Sie den folgenden Lehrabschnitt besonders aufmerksam durch-
arbeiten miissen.

Wie wiirden Sie den Inhalt des Satzes geomeltrisch interpretieren?

Vergleichen Sie! ———» 125

‘

3 Elster, Veriinderliche — 33 —
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50

Ihnen ist die Ableitung einer Funktion als Grenzwert des Differenzen-
quotienten bekannt. Es ist naheliegend, auch einseitige Ableitungen zu
betrachten.

Man definiert:
D.1.2. Die auf Uy () definierte Funktion f(:v) besitzt an der Stelle zy

o die rechtsseitige Able“rmng f, (xﬁ), wenn der rechtssmuge ;
. kGrenzwert :

4. Quotientenregel

Die Herleitung der ,,Quotientenregel* ist gleichbedeutend mit dem Be-
weis von

Beweis : Fir ein z, € (a, 2(%) #= 0 existiert wegen telig
von fy(x) eine Umgebung U(z,), so daB dort ebenfalls f5(z) nicht verschwin-
det. Wir wiihlen 7 stets so, dal} (v, + h) € U(zy). Der Differenzenquotient

des Quotienten ¢(z) = h() an der Stelle @, € (a, b) ist gegeben durch

fo()
q@+ ) —ql@) 1
SR e e e e
ikt R e LAl
TR fofae) @y + B B NGy |

e oy



Im folgenden rechnen wir zur Anwendung von S.6.1. (Seite 25) einige

Beispiele.

Beispiel 1:

Fiir die Funktion y = f(z) = 2%, a > 0,
findet man

i s i R ;
dfmy) <
ot S

Wenn Sie die Lisung selbstiindig gefunden haben

Wenn Sie einen Hinweis wiinschen

» 90
» 89

Ihre Uberlegungen miissen (sinngemif}) mit den folgenden iibereinstimmen:
Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), so daf} die Tangente t im

Punkt (&, f(&)) des Bildes von f(x) parallel ist zur z-Achse (vgl. Abb. 28).

Y
P(E,f(€)
A
m)
|
S |
0 a £ b X

ST

» 126

88

125
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51

Veranschaulichen Sie die Begriffe f," () und f,’(z,) mit Hilfe der fblgendcn
Abbildung

y

5]

f1x)

Abb. 7

Vergleichen Sie dann! — 14

@ +h) —q(x,) 1 [Fl@e+h) i)

h TRl R fa(x)
L4 filmg +B) - ful) = fima) Folze + B)
A fa(@q) - fo(zg + 1)

Addieren Sie im Ziihler des obigen Quotienten Null in der Form
f1(@) - fa(xg) — fi(@g) - fo(y)-

Sie erhalten
4@+ ) — g(xo)

H T .....................
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Da f(x) streng zunehmend ist, den Wertevorrat (0, co) besitzt und auBler-
dem fiir > 0 differenzierbar ist, gilt

¥ =)= Ty, y >0,

dr1 |
S Wl e o).
dy df(x) 2z 2¥y
“dz

Vertauschen der Variablen x und y ergibt unmittelbar

» 91

126

Der Satz von Rolle sichert die Existenz mindestens eines & € (a, b) mil
[/(&) = 0. Wenn [(z) auf (a, b) einen eindeutig bestimmten grofiten oder
kleinsten Wert annimmt, so ist das zugleich die gesuchte Stelle &. Es gibt
dann genau eine Stelle & mit [/(§) = 0.

Zeichnen Sie zwei Kurven, in denen dieser Sachverhalt vorliegt!

L4, i Y,

xY:

0 0

Abb. 29 Abb. 30

>

» 127

ity ek



(A Xr Abb. 8
0 Xp X

Die Existenz von f,/(x,) und f;(x,) bedeutet geometrisch die Existenz der
rechtsseitigen Tangente ¢, bzw. der linksseitigen Tangente ¢, in dem x
entsprechenden Kurvenpunkt £, in welchem keine Tangente schlechthin
existiert.

Aus der Definition der einseitigen Ableitungen ergibt sich unmittelbar eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Ableitung
von f(z) an der Stelle x.

52

(% + k) — g(o)
h
A W X T1(%g + 1) fao(wo) — fi(@o)fo(T9 + R) + fi(2o)fa(w) — fl(TO)fZ(xO
h fa(wo)fa(vg + h)

*Wir schreiben diesen Quotienten in der Form

Wil h) 2!
fi(zo + 1}1 11(o) 3 fz(-"fo) fi(zo) fa(ze + lh fa()

*
) ol + 0
Wegen der Stetigkeit von fy(«) an der Stelle 2;; und bei Anwendung bekann-

ter Grenzwertsitze (siehe [1], Seite 117; [2], Seite 114; [3], Seite 201I.)
folgt fiir o — 0 aus (%) (vgl. dazu auch 45, Seite 24):

il



B fUY = W 0,

dfiy) 1
3 LR )
dy 2y Yoo

Vertauschen der Variablen 2 und y ergibt unmittelbar

’ El e D T
gl RO 0 :

dx

» 91

.”\ YA
P(£,f(£)
&
f(x)
Pt
0 a £ b X 0 ¥
Abb. 31 Abb. 32

Offenbar gibt es ein Beispiel, wo auf (a, b) unendlich viele Stellen & mit
f/(&) = 0 liegen.

Welches Beispiel ist dies?
» 128

S T

90

127
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53

I<in Beispiel moge diesen Sachverhalt verdeutlichen:

f(x) = o — 1], 2 €R, ist an der Stelle ;= 1 stetig, jedoch existiert an
dieser Stelle der Grenzwert [7(1) nicht, denn es ist

stk ied i L SR

/(1) = lim il

fr h>-+0 h hoto B

FUAY s T AN S g it Ly
h—>—0 h P G W

Welche SchluBfolgerungen ziehen Sie daraus beziiglich der Differenzier-
barkeit dieser Funktion an der Stelle x?

ARTWOTT G E le e (llinbl VR B e S i as i e i R e e

’ . X / — .'?) l() ( —_ s /1 '(
¢ (xg) = }I“'(: q(xg+ 1]2 — q(x,) A 14/ (x fZ\IO[);z'(.,V({;“O) B lv",),‘

Damit ist S.4.1. (Lehrschritt 50, Seite 34) bewiesen.

' Priigen Sie sich den Inhalt des Satzes gut ein!
°

Wir rechnen ein Beispiel:

Die Fiinktion flz) = % 2 € R, ist an der Stelle z, zu differenzieren.
AWiF setden

T et SER,

VIR SR

> b4

SR il



e = Yo o2 O 9l

dtiee— 1
— Yz =

R i o O
da 2 r

Beispiel 2:
Die Potenzfunktion
Yy =) =%t = 0in €Ny

ist streng zunehmend und besitzt den Wertevorrat [0, co).
Es gilt

df'(y)
Tty e\l S e
Wenn Sie einen Hinweis benotigen —_—» 92
tal

sonst —_ _ » 93

Die Funktion f(2)= const, x € [a, b], erfiillt die Voraussetzungen des
o)

Satzes von Rolle.

Daher gilt (vgl. Abb. 33):
[ (&) = 0 fiir jedes & € (a, b).

y PIETE) 0
' s 1 Abbi 83
0 rig: £ b X

Gilt die Aussage des Satzes von Rolle fiir folgende Kurven?
' Begriinden Sie lhre Aussagen!

i/ 1) Yy 2)

A=)
0
o
3
A=)
Q
o
>

Abb. 34 Abb. :

W
ot

» 129



I 6 Sinngemil :

Die Funktion f(z) = v — 1] ist in 2, = 1 sowohl rechtsseitig als auch links-
seitig differenzierbar, aber wegen f,” == f;’ (vgl. S.1.1.) nicht differenzierbar
schlechthin, Es gilt tan o, = 1, tan; = —1.

Veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt in einer Zeichnung!

YA

1 g
g | L Abb. 9
0 7, X

Anschlieffend ey

54

2z 4+ 1, v .€R,

|

fole) =4 & 2w € R,

Wepgen tbl(p i ifalpa) il Sallh e wstin gt :
Ay PG R G
und Tot )= Dl i e

folgt unmittelbar

Pl = oo i el el gy BB

gy i
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1
e=fy)=y" ,y€[0, o).

Da f(z) fiir > 0 eine von Null verschiedene Ableitung besitzt, gilt

2 (=

afYy) 1 1 1 ) (

) 1—n
dy df(x) = na*™1 T n i 0 ]
da

Damit hat man

1) Ja, und zwar existieren zwei Stellen & und &,. an denen die Ableitung I 29
verschwindet (vgl. Abb. 36).

y
&
fx) . :
& ; Abb. 36
0 ra.f } l f b

X
%

2) Nein. Eine Voraussetzung des Satzes von Rolle ist nicht erfillt: f(x)
ist aul [a, b] zwar stetig, aber nicht auf (a, b) differenzierbar.

Nachdem wir den Satz von Rolle geometrisch gedeutet haben, wollen wir
ihn beweisen.

Falls Sie den Beweis fiihren wollen w8y 430

sonst —» 136

N



y
I 7 7 fix)=Ix-11
& X Ahb. 10

Wir definieren nun die Differenzierbarkeit einer Funktion f(x) aul einem
offenen Intervall:

D.1.3. Die Funktion f(z), @ € (a, b), heiit auf dem Intervall (a, b)
differenzierbar, wenn der Grenzwert

- '

fir jedes x, € (a, b) existiert.
Ist f(x) auf (a, b) differenzierbar, so ist [’(x) eine auf (a, b) erklirte Funktion.
Bemerkung : Hiwufig wird die Stelle, an der die Ableitung einer auf einem
Intervall differenzierbaren Funktion gebildet wird, der Einfachheit halber
mil @ (anstatt x,) bezeichnet.

Wie wird man entsprechend D.1.3. die Differenzierbarkeit einer Funktion
auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definieren?

Antworts. bt =il st S S s SRl e UKD

55 [ @) - [ (@) = 2Aa0* + 2),

Wir empfehlen Thnen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle K, (Seite 95) jetzt nochmals zu losen, IThre Fehler zu korrigieren

und dann hierher zuriickzukehren.
gt i

Wenn Sie weitere Beispiele zur Anwendung der ,,Quotientenregel* selb-

stiindig rechnen mochten,
dann —  _ » U.43, Seite 120

sonst —» K;, Seite 97

Ay A



d(y)

1

r=fYy)=y",y€[0,0),n€EN,

1
iy
TR » Y € (0,00).

Beispiel 3:

Die Funktion

flaii= tanie; | o€ (— 77_;’ %) L

besitzt die Umkehrfunktion

f(y) = arctany, y €R.

Es gilt nach S.6.1. (Lehrschritt 83, Seite 25)

didy)r e
dij =

Wenn Sie einen Hinweis bendtigen e S 1

sonst — - 95

Wir unterscheiden beim Beweis drei Fille:

Fall 1:

Fall 2:

[(x) sei auf [a, b] konstant. Dann gilt [7(§) = 0 [liir jedes & € (a. b)
(vel. Abb. 33, Seite 41).
Es existiere mindestens ein 2 € (a, b) mil f(x) > [(a),
(vgl. Abb. 31, Seite 39).
Da f(a) aufl [a, b] stetig ist, nimmt diese Funktion dort einen

. b . .
grofiten Funktionswerl G an (Satz von Weierstral}). Es sel etwa
G = [(xg). Dann gilt auf Grund unserer Annahme

G > f(a) und a4 € (a, b).
Um [’(xg) zu berechnen, bilden wir die einseitigen Ableitungen
[/ (xg) und [/ (2;) und bestimmen ihr Vorzeichen.
Hinweis: Wenn Thnen der Begrifl der einseitigen Ableitung nicht
H, 2 2 S

mehr gegenwiirtig ist, dann wiederholen Sie die Lehreinheiten 12

bis 16. (Seite 34)

Wir finden

» 131

LA

93

130
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Sinngemil} :

D.1.A. f(z) heilit auf [a, b] differenzierbar, wenn f(x) auf (a, b) differen-
zierbar und in a rechtsseitig, in b linksseitig differenzierbar ist.

N

Die in S.1.1., Seite 38, angegebene notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz der Ableitung f’(x,) kann auch durch eine andere
gleichwertige ersetzt werden.

Wenn Sie diese Bedingung kennenlernen wollen, dann gehen Sie zum
folgenden Lehrschritt iiber. '

> 19
Sie konnen diesen Lehrschritt auch iiberspringen.

» 20

5. Kettenregel
' Entscheiden Sie Ihr weiteres Vorgehen auf Grund der von Lhnen
e n der Kontrolle Ky erhaltenen Ergebnisse!

Mir ist die Definition der zusammengesetzten Funktionen nicht bekannt
oder ich habe zusammengesetzte Funktionen nicht als solche erkannt.

» 57

Mir bereitete lediglich die Differentiation der zusammengeselzten Funk-
tionen Schwierigkeiten.

» 66, Seite 66

B e
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i Ty e ; : .
Da.y =if(z)= tan a.auf (— - —)) differenzierbar ist, den Wertevorrat

] : gri\ i :
(—o0, o) besitzt und f’(x) auf (—~ . —)) nirgends verschwindet, folgt

e e 1
di) A ) T dtana KRR EE a2 el RO
Cdz | dz

» 95

131

1 . (xg 4 h) — [(x
I (va) = lim. ey

< 9 (wegen f(zg + h) < 25),

fl,(-l'(;) — 1 &G :Fh);ﬂ’i) =0

h—=—0 h Vo

Nach Voraussetzung gilt aber
'(@e) = 7 (@) = 1/ (a)-

Daraus folgt -
» 132

» 133
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57

Ohne Beweis sei angeliihrt:

Niiheres hierzu findet man z B.in [1], Seite 272 und in [3]. Seite 13

Wir gehen weiter! ; —r 20

R P T T Ve S S
Funktionen F(x), die eine Darstellung der Form

F(a) = f(g(x)). « € M,

zulassen, wobei der Wertevorral von g im Definitionsbereich von [ liegt,
kann man sich aus zwei Funktionen [(z) und g(x) zusammengesetzt denken,
die dann als .iubBere’ bzw. .,innere’* Funklion bezeichnet werden.

Wir definieren:

» 58

A AT



95

dfiy) - A ey B %
e arctan y = - i LI S R

Vertauschen von x und y liefert die Aussage

» 96

132

f'(wg) = 0.

Wir setzen & = a; und haben damit eine Stelle & mit [’(§) = 0 gefunden.

» 134

4 Elster, Verinderliche gl e g
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Fiir spitere Betrachtungen, insbesondere bei Beweisfithrungen, ist die
Weierstrallsche Zerlegungsformel von Nutzen. Wir verwenden sie, um eine
weitere notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von ["(z)
zu formulieren.

Wenn Sie die Herleitung der WeierstraBischen Zerlegungsformel kennen-
lernen wollen,

dann Sl DU OISO |

Andernfalls empfehlen wir Ihnen, die von Ihnen nicht richtig geldsten

Aufgaben der Kontrolle K; (Seite 87) jetzt hochmals zu lésen, IThre Fehler
D R % J

zu korrigieren und dann hierher zuriickzukehren.

e Sl ey

Wenn Sie Ubungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt rechnen wollen,

&

dann ———» U 1, Seite 118
sonst ———p Z;, Seite 109

Hinige Beispiele mogen es Ihnen erleichtern, zusammengesetzte Funk-

tionen als solche zu erkennen.

Beispiel 1:

Die Funktion
F(@)= Vsinz, =€ [0, ],

liBt sich in der geschilderten Weise darstellen.

Wir setzen dazu

> 59

i 5 ) il



—1(
At o il e g
da dax ;

1+.v5_’x€R'

Wir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle Ky (Seite 99) jetzt nochmals zu losen, Thre Fehler zu korrigieren
und dann hierher zuriickzukehren.

1{6 (S el Leib

Wenn Sie danach noch weitere Beispiele im Ubungsprogramm rechnen
mochten,

dann ———» U090, Seite 133

sonst ———» Zg,  Seite 112

i’ (zg) = 0 bedeutet, daf} die rechtsseitige Tangente an der Stelle z; einen
nichtpositiven Anstieg hat (vgl. Abb. 31, Seite 39).

[ (%) = 0 bedeutet, dal} die linksseitige Tangente an der Stelle x4 einen
nichtnegativen Anstieg hat.

Nach Voraussetzung existiert f’(z4), so dall nach S.1.1., Seite 38, gilt

f(@g) = fz/(%) G fr/(l'c)~

Damit erhalten wir [/(z;) < 0 und zugleich f’(zz) = 0. Das ist aber nur
moglich, wenn gilt

f'(ag) = 0.

Wir setzen & = x; und haben damit eine Stelle gefunden, an der die Ab-
leitung verschwindet.
» 134

96

133
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Die Funktion f(x) sei aul U(z) definiert und an der Stelle 2 differenzierbar.

Es wird bei festgehaltenem ax folgende Funktion von £ erklirt:

T@o 1) —f(x0) _ proy gie b o 0
(%) 2o ih) = f Ml i
0 fiir h = 0.

Weisen Sie unter Verwendung der Grenzwerlsiitze die Stetigkeit dieser

Funktion an der Stelle 4 = 0 nach!

Tl s b= R e L SO S e T
h—0

Bemerkung : Der grofitmogliche Definitionsbereich M, von [ ist
der Wertevorrat /N, yon g ist das Intervall [0, 1]. Offenbar gilt N,

Damit ergibt sich die zusammengesetzte Funktion

F(z) = f(g(x)) = Vsinz, € [0, x].

Beispiel 2:
Die Funktion
Fiz)=In (14 4%, zER,

liBt sich ebenfalls als zusammengesetzte Funktion darstellen:

B g e ;x ER,

> 22

= 0;

M.

» 60
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7. Hohere Ableitungen

Wenn f(x) auf (a, b) differenzierbar ist, dann ist jedem-a € (a, b) eindeutig
ein Wert f’(x) zugeordnet. Somit ist f’(x) eine auf (a, b) definierte Funktion
von x. Ob diese Funktion wiederum auf (a, b) differenzierbar ist, bedarf
einer erneuten Untersuchung.

Wir erliiutern diesen Sachverhalt an einem Beispiel.

Gegeben sei die Funktion
: 2 fiir x = 0,
il —a? fiir . < 0.
Bestimmen Sie ["(x) fiir x = 0 und fiir 2 = 0!
Bsibalte clivieie 0 min iid S0k Dot et i :

T = O el i i e i sC R

» 98

134

Fall 3: Es existiere mindestens ein a € (¢, b) mit f(z) < f(a), (vel.
Abb. 32, Seite 39). Zeigen Sie, daBl auch fiir diesen Fall ein
x, € (a, b) existiert, so dal} gilt j

['(z;) = 0!

Fiihren Sie den Beweis analog zu Fall 2 in Threm Arbeitsheft aus!

Danach —_— » 135
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z(zy; h) ist an der Stelle h = 0 stetig wegen

lim z(2q; k) = lim flxo+h) —flz). £ (.1'0)]}
h—0 h>0 L h
— Iim IQQ:{_M) i f,(.l““'/)
h—0 h Hish
= f/(l,ro) P /'/(Q,O)
=()
und z(zq; 0) = 0.

Multiplizieren Sie (%), Seite 52, mit /& == 0, und addieren Sie hf’(z,)!
Damit ergibt sich folgende Aussage:

» 23

60

&)  =hs
N, == (1} o),
M = (0, o0)

Offenbar gilt ‘ : b
Ny M.

Damit ergibt sich die zusammengesetzte Funktion

F@)=flga) =In (1 +2a%), =€R.
» 61



23_‘ fﬁ!‘ X > O‘ i
Fire £ 0: f'(z) = —2x  firz << 0 98

fiir @ = 0 ergibt sich der Differenzenquotient

(ORE=0

filr ;
fo+n—fo [ o
1 Szegh A ki Bt ]

= —h furh/'< 0.
h

Daraus folgt f7(0) = 0.
Somit erhilt man als Ableitung von f(z) die Funktion
o itur > (),
filz) =t 07 hirz =0,
—2x firz < 0.
(Falls Sie Schwierigkeiten bei der Berechnung von f’(0) hatten, verweisen
wir auf S.1.1. (Seite 38); vergleichen Sie auch das dort anschlieBend gege-
bene Beispiel.)
Wir folgern:
f(z) ist differenzierbar fiir . ... .4 .., .
> 99
L S L T SRS

Da f(z) auf [a, b] stetig ist, nimmt diese Funktion dort einen kleinsten I 35
Funktionswert g an (Satz von Weierstral}). Es sei etwa g = f(z,). Dann

gilt auf Grund unserer Annahme g <_ f(a) und z, € (a, b).

Die einseitigen Ableitungen f,’(z,) und f,’(x,) haben unterschiedliches Vor-

zeichen gemiif}

fy (xg) = lim fgg T 1) = fiag) =0 (wegen f(z, + k) = f(x,)),

Wowio h
/)l,<-’Ug) = lim fﬁf’g/ﬂ hE_fEL) é 0.
h——0 h

An der Stelle x, existiert f’(z,), d.h., es gilt
I (%) = f' (zg) = ().
Daraus folgt
['(@,) = 0.
Wir setzen & = 2, und haben somit eine Stelle & mit f/(£) = 0 gefunden.
Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
' Sehen Sie sich den Beweisgedanken des Satzes von Rolle noch

e einmal in der Zusammenfassung an!

» Z,y. Seite 113
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hz(xg; h) + hf' () = f(x,+ h) — f(x,).

Wegen Ay = f(x+ h) — [(x,) folgt unmittelbar die Weierstralische Zer-
legungsformel:

Ay = hf’(xy) + hz (VLO, h) mit

lim z(zg; h) = z(xy; 0) = 0.

h—0

Da die in den Lehrschritten 21 bis 22 entwickelte SchluBkette umkehrbar
ist, laBt sich auch mit Hilfe der Weierstrallschen Zerlegungsformel eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Ableitung

einer Funktion gewinnen.
> 24

T R S T T e B e D e B W P o
Mitunter ist es zweckmiiBig, mehrere Funktionen ..ineinanderzuschach-
teln®. Wir beschrinken uns hier aul den formalen Vorgang, verweisen
jedoch ausdriicklich aul die in 57 (Seite 48) gegebene Definition einer
zusammengesetzten Funktion, die dann sinngemiil} zu erweitern ist. Wir
erliutern den Sachverhalt an zwei Beispielen.
Fiir die Funktion
F(z)=1In (1 + esin22), x € R,
laBt sich folgende Darstellung angeben:
u = glz) = 2z, z€R, w=k@w=1+¢e% vER,
v=hu)= siniu, ¢ € R z="w)="Inw; w € (0, o).

Entsprechend setzt man bei der Funktion

Rt
F(z) = cos T v € R,
1S (e T R e ! 5 R B ]
= R B R ey e T :
W =rklp)y="Nl A V-Gt A

» 62
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jedes @ € R.

Wir priifen nun, ob die Funktion
2z fiur z >>0; o /
F(z) = 0. furai=10;
—2z firaz <0
differenzierbar ist.

Bs oiltr o fiirar 2> 000 0 erdio e 3
Hir A0 e on e 3

» 100

136

Wir wenden uns nun dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung zu.

Wie wiirden Sie den Inhalt des Satzes geometrisch interpretieren?.
Verdeutlichen Sie lhre Gedanken dazu mit Hilfe der Abb. 38!,

fix)

L e ADDL 38
0 X

Vergleichen Sie!
» 137
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Zur Formulierung dieses Salzes sind zuniichst die Vorausselzungen anzu-
geben.

Welche Voraussetzung mul f(z) auf U(z,) erfillen?

Da es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung handeln soll,
sind zwei Aussagen zu formulieren.

Wir haben bereits gezeigt (Lehrschritte 21 bis 22):

der Funktionszuwachs Ay = f(a,+ h) — f(x,)
besitzt die Darstellung
f'(y) existiert ={ Ay = hf’(xy) + hz(xy; h)
mit lim z(2; h) = z(2,; 0) = 0.
h—0

Umgekehrt gilt (Lehrschritte 22 bis 21):

Ay besitzt eine Darstellung f(z) ist an der Stelle
der Form Ay = h - ¢, + hz(ag; k) |_, | differenzierbar, und es
mit lim z(z; k) = z(zy; 0) = 0, gilt @, = f'(z,).

h—0

' Fassen Sie beide Aussagen zu einem Satz zusammen!
°

utglz) =2+, zE€R,
v=rh{u) — e% u € R,

1—o A 4
-——1-:’_‘7. LERD]I[U3=~—1,

z=l(w) = cosw, wE€R.

Wenn Sie weitere Beispiele zum Analysieren der Struktur von Funktionen
selbstiindig bearbeiten wollen.
dann — 6!

sonst e e 66
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ihyoed e Ot

Die Funktion f’(x) ist also fiir jedes @ 4= 0 differenzierbar. An der Stelle
a =0 ist jedoch f(x) nicht differenzierbar. (Das ergibt sich sowohl aus
der analytischen Darstellung f’(x) = 2 |2/, # € R, als auch aus dem Bild

von f’(x).)

Fine Funktion braucht also nicht ,,beliebig oft* differenzierbar zu sein.
Die Existenz der Ableitungen héherer Ordnung mul} in jedem Falle ge-
prift werden.

Wir bilden die héheren Ableitungen einiger elementarer Funktionen.

Fiir f(z) = 2*, x € R, n € N, ergibt sich
FAler), s
e R S G

i (o RS RT3
» 101

Ihre Uberlegungen miissen (sinngemif}) mit den folgenden iibereinstimment:

Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), so dafl die Tangente (¢ im
Punkt (&, f(§)) des Bildes von f(z) parallel zur Sekante s durch die Punkte
(a, f(a)) und (b, f(b)) ist (vgl. Abb. 39).

d v

PUE,f( §

216, F(£)—
#) o ) __—s

If(b)-f(ﬂ)
fla)
l > Abb. 39
0 a £ b X

» 138

100

137



Wir empfehlen Thnen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle K; (Seite 87) jetzt nochmals zu losen, Ihre Fehler zu korrigie-

ren und dann hierher zuriickzukehren.

Kl (Seite 87)@

Wenn Sie Ubungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt rechnen wollen,

% danny =y 1. Seite 118

sonst ———» Z;, Seite 109

Stellen Sie folgende Funktionen in Threm Arbeitsheft als zusammengesetzte
Funktionen dar:

sin2 v j 7T 7T
e ot GRE U e e

3 oon ) - (_ %%) e) 1=, “m€[-1, 1],

) V2:c —sin 2z, x€ (0, iz-), Biicos®aey: a CER
) V1 + cos?a?, € R,

b) sin? (a + belan??), g ¢ (-— 23 £ %) 5

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse! ; — 64

N0
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f/<1:> I ,m/.fhl’
fii(z) = n(n = L)a 2,
f///(x) =nn— f[) (“ e 2) 23,

Fiir die k-te Ableitung (k< n) erhilt man

ALY ST e R £ B :

Aus FUat) )T AL R R S SN ey SO
lolgt FO (e yee e Ba o BB o R S a0 S A L
» 102
Wir wollen nun den Satz beweisen.
Folgende Abbildung soll die Uberlegungen zum Beweis veranschaulichen: l 38
@ PLEFI6) &
F(b)=Flxgeh) : o )
Flafool
Sifad fix) Y
3 Abb. 40
0 a=x, §=th  x b=xgth X
b-a=h

Wir konstruieren auf [a, b] eine geeignete Hilfsfunktion D(x), die allen
Voraussetzungen des Satzes von Rolle geniigt. Wir wiithlen dafiir an der
variablen Stelle 2 jeweils die Differenz zwischen Kurvenkoordinate und
Sekantenkoordinate

D(@) = f(@) = ys-
Zur Bestimmung von ¥, bendtigt man die Gleichung der Sekante s.
Stellen Sie die Gleichung der Sekante s auf!
Vergleichen Sie dann bei —» 139

LY
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2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Im folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit einer Funktion f(x) erliutern.

Zur Wiederholung beantworten Sie bitte folgende Fragen:

1) Wie ist die Stetigkeit einer Funktion f(x) an der Stelle 2 definiert?
2) Wie ist die Differenzierbarkeit einer Funktion f(z) an der Stelle

definiert?

' Formulieren Sie die Antworten und vergleichen Sie anschlieffend!

flz) = V=

oder auch
u=g(x) = 4a,

v = h(u) = cos u,

3=k@) = .

¢) z = g(z) = 2z — sin 2z, .vE( "_2)’

oder auch
u = g(x)= 2z,

v=h(u) =u—sinu,
2= k(v) = Vo
: n
d) z = g(z) = sinw, xE(— el ‘)>,

o] Q

D
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f®z)=nn—1): - n—(k— )" *=nn—1). - (n— k+ 1"k,
[ Vz)=n(n—1): - n—(n—1— 1D 0D=nHn-—1): ... .2,
[M@)=nn—1): - n—(n—1)a"2=nn—1): - 2.1

==l

Fiir alle ganzen p > n folgt dann

» 103

139

ys — (@) _ f(b) — fla)

T —a b—a
oder _
sl wf(a)
yo = fla) + TA=L8) L5 g),

Wie lautet damit die Hilfsfunktion D(x)?

» 140



27 Sinngemiil} :

1) f(z) heifit an der Stelle z, stetig, wenn gilt:

a) lim f(x) = f(z,)

oder A
b) lim f(z, + k) = f(z,)
h—0
oder

¢) Zu jedem & > 0 existiert ein 0 = d(e) > 0 derart, dal}
[fx) — f(z,) | < € ist fiir jedes & mit v — x| < 6.
2) [(z) heiBlt an der Stelle 2, differenzierbar, wenn
) f/(zg) = lim LB R = 00 iy
h—0 Y
oder

b) zu jedem & > 0 ein 0 = O(¢) > 0 existiert mil

Mo ) D0y 5o 20)| < & fiir jedes i mit O < |h]| < 6.
h 0 J

» 28

U= gl e
v= h(u) = cos u
g klv) — %
2)a) u=glx)=12 x€R, o e ey o oA,
v = h(u) = cos u, ze=il )i V.
== we(-$.5).
s=h(r) = tanr,
u = k(s) = e, w = m(v) = sin v,
v=1Ilu) =a+ bu, z= p(w) = u?.

» 66

Lty s



103

[®)x) =0 fixr p €N, p > n.

(Die Ableitung einer Konstanten ist Null!)

Vervollstiindigen Sie!
Fb) i saz iy ciRs Ao Rivt () i —lafi i@ Rk o> 0 g e )
f(x) = ae%?, fi(@) =05 inas

i R ) TR,

st RN [ () S 0

» 104

140

Dtayil i e Sl B el T L

b—a

Zeigen Sie in Threm Arbeitsheft, daBl D(x) allen Voraussetzungen des Satzes
von Rolle geniigt!
Vergleichen Sie! — 141

5 Elster, Veriinderliche — 65 —
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Wir werden nun zeigen, dafi die Stetigkeit eine zwar notwendige, aber
nicht hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion
ist.

Beweis : 1) Fiir die erste Aussage des Satzes geben wir zwei Beweise an,
und zwar

a) ohne Verwendung der Weierstraischen Zerlegungsformel

» 29

b) mit Verwendung der Weierstralischen Zerlegungsformel

> 33

Im folgenden wollen wir die Differentiation der zusammengesetzten Funks
tionen betrachten.

Es gilt:

Bemerkung : Haufig verwendet man fiir die Aussage in S.5.1. die einpriig-

p : F d d ‘
same Schreibweise L = ——L S it e ().
da dziode

Fiir mehrfach zusammengesetzte Funktionen lifit sich die Aussage von

S.5.1. verallgemeinern.
» 67

/ _66___



Die Fu
fiir alle

Auch f(a

Fih ) —g2e 2% fili(2) = a® (Iniay;
T (x) = aless f)(z) = a*(ln a)?.

1ktionen f(z) = €%, a € R, und f(z) = a% a >0, a 3= 1, sind also
reellen x beliebig oft differenzierbar.
7) = sin @, x € R, kann beliebig oft differenziert werden.

Bilden Sie von der Funktion f(2) = sin 2, 2 € R, die ersten fiinf Ableitungen,
und ermitteln Sie: ein allgemeines Bildungsgesetz fiir die n-te Ableitung!

a) D(x) s
b) D(z)

D'(a) =
¢) D(a) =

» 105

t als Differenz zweier stetiger Funktionen auf [a, b] stetig;

ist auf (a, b) differenzierbar mit’
’ bz /‘(”

b—a

D(b) = 0.

Bei Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion D(x) ergibt sich:

» 142

L emii

104

141
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Fir b 5= 0 gilt

) [0+ B = flog ) g
Beim Grenziibergang h — 0 folgt fiir die linke Seite der Gleichung ()
sl LA i L 0
h—-0

Setzt man x,+ h = a (h— 0 ist dann gleichbedeutend mit x — z). so ist

hm f(zg+ h) — flzgg) = ... cocini e,

h—0

» 30

67

Den Beweis der Kettenregel finden Sie in der angegebenen Literatur
(z.B.in [1], Seite 288F.). Wir wollen nun die Kettenregel anwenden.

s sei Ry — ]/174 4+ 82241, 2 € R.
Wir betrachten
Zresial) == als innere Funktion,

f(2) —=tdvilentin, S als dullere Funktion.

Mithin ist

1 o

i R und dg =g A
z da
iz dodbBnadfide

Nach der Kettenregel ist & e Pk Rl

d.h. fiir unser Beispiel —((llf A R !

» 68

SRR



ok | 105

—sin z,
/' (x) = —cosz,
Fa)pY— s ]
F®) ) = cosz,
(=D)*sinaz fir n =2k,

) finlay k= 0, ganz.
Sl L PR GRR  L

\‘

Bei geradzahligen Ableitungen -ergibt sich offensichtlich die Sinusfunktion,
bei ungeradzahligen die Kosinusfunktion.

Das jeweilige Vorzeichen wird durch den Term (—1)F bestimmt.

Der Beweis der Formel (%), den wir hier weglassen, kann durch vollstiin-
dige Induktion gefithrt werden.

» 106

A B ST S
Sinngemil : I 42

Iis existiert nach dem Satz von Rolle mindestens ein & € (a, b) mit der
Eigenschaft D’(§) = 0, d.h., es gilt

0, el il

oder

g e

Damit 1st der Satz bewiesen.

Offenbar ergibt sich aus der vorliegenden Form fiir

f(a) = f(b)

der Satz von Rolle als Spezialfall.
Warum war dennoch der Beweis des Satzes von Rolle notwendig?

AREWOrE: Vi o R R R DO

» 143

oLy R
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68

lim [f(xo—l— h) — f(xg)] = lim flast )= f(loﬁ

h—0 h—0
l]imof(x0 + h) —flz,) = lim fl@) — f(zy).

Bestimmen Sie (unter Beachtung der Existenz von [’(z,)) den Grenzwert
fiir A — 0 der rechten Seite von Gleichung (%), Seite 68!

(g + h) — f(z,)

7 ST s -

Iim
h—0

Hinweis: Man beachte, dal alle auftretenden Grenzwerte existieren!

» 31

A
Cihaied 72— Lﬁ und il e 4a3 + 16a,
dz 2 2 ¥z dx
7 %3 4 8
g . - (42 + 162) = e it

A 5. 0GB Liaw o Vel LBt f

Bestimmen Sie unter Verwendung der Kettenregel die erste Ableitung
der Funktion

F(z)=1n cosz;z € <—%+ ‘lerc,%—l— Q/zn) ,n €G!

' Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit folgenden Losungsangeboten:

°
1 .
a) ——» 69
cos &
b) S X 4 70
Ccos T
c) —tlanz » 71

d) Wenn Sie die Aufgabe nicht Iosen konnen, dann vergleichen Sie Ihr
Vorgehen mit dem Beispiel in —> 67

e



106

Wir empfehlen Thnen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle K, (Seite 103) jetzt nochmals zu losen, [hre Fehler zu korrigieren

und dann hierher zuriickzukehren.
G s e

Wenn Sie danach noch weitere Ubungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt
rechnen mochten,

dann — » U109, Seite 171

sonst —» 7Z., Seite 112

143

Sinngemil :

Der Beweis des Mittelwertsatzes wird aul den Beweis des Satzes von Rolle
zuriickgefiithrt, der also als bewiesen vorausgesetzt werden mul.

Fiir die Anwendung des Mittelwertsatzes ist es hiiufig vorteilhaft, eine
andere Schreibweise zu verwenden (vgl. Abb. 40, Seite 61).

Setzen wir a = xy,'b = x,+ h und damit b — a = h,

solgilt s =i b <lim o R

& kann daher in der Form dargestellt werden
E=uxzy+ Oh, 9 E(O,1).

Schreiben Sie den Mittelwertsalz in dieser Schreibweise auf!



g+ 1) — f(zy)

h—0 /

= ["(x) - 0,

h—=0

gy D o
)

Beim Grenziibergang h— 0 ergibt sich aus der Gleichung (%), Seite 68,

also einerseits

lim f(z, + k) — f(z,) = lim f(z) — f(2,)

h—0 x>,

und andererseils

h

Lim f(xg + h) — [(xy) = lim iy ok ) e {51 18 h

h—0 h—0

Damit folgt:

69

» 32

L

Das von Ihnen erhaltene Ergebnis ist mit der Ableitung g’(x) der inneren

Funktion g(z) = cos 2 zu multiplizieren!

! Vergleichen Sie nochmals bei



8. Das Differential

Als weiteren Begriff fithren wir nun das Differential einer Funktion f(x)
ein.’

Dieser von Leibniz eingefiihrte Begriff besitzt sowohl theoretische als auch
praktische Bedeutung, z. B. in der Fehlerrechnung.

Geometrisch betrachtet, verfolgt man mit der Einfiihrung des Differentials
die Absicht, die Kurve y = f(z) in der Umgebung eines Kurvenpunktes P
(nitherungsweise) durch die Tangente in diesem Punkt zu ersetzen.

» 108

f(2) stetig auf [ay, x,+ A], 34 ¢ (0, 1) mit

—>
f(x) differenzierbar auf (xy, 2, -+ h) fl@y it k) = f(zg) + hfi(z, + Oh).
Bemerkung: In dieser Form ist der Mittelwertsatz ein Spezialfall der
Taylorschen Formel.

Sehen Sie sich den Beweisgedanken des Mittelwertsalzes der
=]
e Differentialrechnung noch einmal in der Zusammenfassung an!

» Zo, S.9.2.; Seite 114

— 73 —

107

144



32

lim f(z) — f(z,) = 0

aX—a

oder .
lim f(2) = f(z,),
d.ih.; f(x) ist in x, stetig.

' Sie {iberspringen jetzt einige Lehrschritte!
®

» 35

70

Ihr Ergebnis ist nicht richtig (Vorzeichenfehler!). Es gilt:
z = o) ="cos i f(z)—In%,

: 1
——= = —'sIn &, —— ==



108

Betrachtet man die feste Stelle 2, und den Argumentzuwachs Az = I = da,
so entspricht diesem der Funktionszuwachs

|

Al S ARl S
und in der folgenden AI)I)il(]uﬁg die StreckeX ' 1 e
YA
flxg+h) A
t dy
fxo) V=T e dxfftz il
-—%}' ] i 12 Albb23
0 Xp Xpth X

» 109

Als Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung behandeln I45
wir die niitherungsweise Berechnung von Funktionswerten. Wir verwenden
dazu den Mittelwertsatz in der Form
[y -ihy = f{zs) - b f (gt dhy, 513 € (0,49,
Beispiel:
Unter Anwendung des Mittelwertsalzes schiilze man ab:
flx) = 2% — 32% + 3z +/1 fiir o= 1 und h = 0,05.

Bestimmen Sie:

Al el e : d) f(a,) e I e !

R e SR s U s &) flp o)y = r i s
ChST bl el S el ; (ol SOy 2 e
Die Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt
FONUBY =t 1

» 146



33 Nach Vorausselzung existiert

lim —-——‘—/‘('T“ 93 h___l) ) /(‘r“l =f’ (@g)-

h—0 ¢

Aus der Weierstrafischen Zerlegungsformel folgt

fl@g+ h) — f(xy) = hf'(xy) + hz(zy; h),

und damit

oy Flademd=ihy e i ot bty et B e

h—0
Daraus folgt wegen

lim z (2 h) =0
h—0

sofort limif(a et Y e ane BN ania o y

h—0

» 4

7 I ag e o ¥

——=——.(—sinz) = — tan x
dx cos ¥

Das ist das richtige Ergebnis.

“Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

W e R

: x
F(x) = aresin ——
(@) arcsir Vi

' Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit den folgenden Lésungsange-
e . botent

J Vl -+ ;112- e V.;iﬁzr
Ag__l_fr g AL AN l,i’j___ e o 72
SR S 1+ a2
l/i 14 22 e
o > 7
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A!/ i f(’”o o ) o f(mo)’
RP.
Der zum Abszissenzuwachs da gehorende Ordinatenzuwachs Ay des ent-

sprechenden Kurvenpunktes P kann, wie der Abb. 23 zu entnehmen ist,
in die Summe

FP— ey i

zerlegt werden.

e R W L

B R R e o U & e T S s B e e T ot i )

a) fz) =a®—32>+3x+ 1, d) f(x,) = I 46
b) f/(z) = 32*— 6z + 3, e f(@y - h) = /(I ,05),

c) zy4 h = 1,05, Baft(ey=h 9h) = 3 - 0,05292.

Die Anwendung des Mittelwertsalzes ergibt

f(1,05) = 2 + 30,0592, & € (0,1).

'

Wie Sie bemerken, hiingt der Funktionswert f(1,05) von der Grifie 9 ab,
die uns numerisch im allgemeinen nicht bekannt ist. Wenn der ¥ enthal-
tende Ausdruck streng monoton ist, dann kann man durch das Einsetzen
spezieller Werte fiir 9 Abschiitzungen vornehmen. In vielen Fiillen ist es
zweckmiilig, statt @ die Werte 0 und 1 einzusetzen (die aber nicht zum
Variabilititsbereich von 9 gehoren).

Einsetzen von 1 ergibt « f(1,05) < .......... :

Einsetzen von 0 ergibt f(1,05) > .......... i

Damit hat man



34

72

flwg + h) = f(x,) + hf'(xy) + hz(xy; h),

lim f(x, 4 h) = lim f(xy) + lim hf’(xo) + lim Az (xo; h),
h—-0 h=0 h—0 h—0

lim [(mo +h)= f(;vo),

h—0

d.h., f(z) ist in , stetig.

» 35

Sie haben die Kettenregel richtig angewandt.
Der Ausdruck

a2

1/1 —[— a2 TR Sk e s
F (@) = . ) J L

// a:z / 9
e o i

it sich weiter vereinfachen, wenn der zweite Quotient mit J1 + a2
erweitert wird.
Dabei erhilt man

Filah=—rtuloe i hid it il ,ziER.
> 73
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BRI R TP

Wir vergleichen den Ordinatenzuwachs Ay bei der Kurve mit dem ent-
sprechenden Koordinatenzuwachs dy bei der Tangente ¢ (durch P).
Es gilt (vgl. Abb. 23, Seite 75)

bel der Kurvein s dyi=—i 00 guniiy, ,

bei:der Tangente, dy =, L. . 0

» 111

147

f(1,05) < 2,000375,
f(1,05) > 2,000000.
Damit hat man

2,000000 < f(1,05) < 2,000375,

Wir erhalten auf drei Dezimalstellen genau
f(1,05) = 2,000.

In vielen Fillen ist die Genauigkeit dieser Abschiitzung fiir die Praxis
ausreichend.

Der Vollstiindigkeit halber geben wir noch den verallgemeinerten Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung an.

Wenn Sie diesen Satz kennenlernen mochten —  » 148

sonst Bn e 150



35

2) Um zu zeigen, dafl die Umkehrung der eben bewiesenen Aussage nicht
gilt, geniigt es, ein Gegenbeispiel anzufiihren (z.B.f(x)= || an der
Stelle z, = 0).

Als Anwendung zu S.2.1. (Lehrschritt 28, Seite 66) betrachten wir das fol-
gende Beispiel:

fx) = Vsin®x, x € (—=,x)

a) ist in 2, = 0 stetig und differenzierbar _ 36
b) ist in 2, = 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar
» 41, Seite 16

' Entscheiden Sie, begriinden Sie lhre Entscheidung und gehen
e Oie dann zu dem angegebenen Lehrschritt!

73

1 1
F (;17) s V——i 7 TR . ‘('1’ + 2?) . V] At 2 ’
14 a2

r € R

oder, nach weiterer Vereinfachung,

d

F’(:L) e oy Y g

x € R.

» 75

doig(y



11
Ay=£—P,

dy = RT. J

Den Ordinatenzuwachs R7 der Tangente ¢ nennt man das Differential dy
der Funktion f(z) (an der Stelle 2, und fiir den Argumentzuwachs h = dx).
Einerseits ergibt sich fiir die Tangente ¢ als Anstieg

() tanioe, = f'(x);
andererseits gilt im rechtwinkligen Dreieck P RT
(k%) tanog, = ......

Aus (%) und (k) folgt durch Vergleich

—» 112

148

Begriinden Sie, inwiefern dieser Satz eine Verallgemeinerung von S5.9.2.
(Seite 57) darstellt!

» 149

6  Elster, Veriinderliche SRR



Thre Antwort ist nicht richtig.

Um das zu zeigen, vereinfachen wir zuniichst den analytischen Ausdruck
fiir f(2). Nach der Definition der Quadratwurzel gilt

74

Die von Thnen gefundene Lisung ist richtig und wurde in der einfachsten
Form dargestellt.
Sie haben konzentriert und zweckmiiflig gearbeitet. Weiter so!

i



BT Ldyo.
tan @ = — = e (lies: dy durch dz). I I 2
Py dx g

dyisitn
dass [ (@o)-
Daraus folgt dy = f'(z,) - da y

\

D.8.1. Ist die Funktion y = f(x), 2 € Ulz,), an derStelle x, differenzier-
bar, so nennt man

dy = fi(x,y) - h= ['(x,) - dz

das zur Stelle 2y und zum (willkiirlichen) Argumentzuwachs
h = da gehdrende Dilferential dieser Funktion.

Fir die spezielle Funktion y =2 und den Argumentzuwachs h = dz
ergibt sich das Differential

» 113

149

Sinngemiil} :

Fiir g(x) = 2 folgt aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz S.9.3. der
Mittelwertsatz S.9.2.
(Fiir die Funktion g(a) = x, x € [a, b], erhalten wir niamlich

gi(z) =1 fir jedes'z € (a, b);
gla)=a; g(b)=0".

Damit ergibt sich aus S.9.3. unmittelbar die Aussage des Mittelwertsatzes
(5.9.2., Seite 57):

£y il e

Auf einen Beweis von S.9.3. wollen wir verzichten.

» 150



37 f(x) = Vsinlz = |sinz|, =€ (=m,x).

Skizzieren Sie im rechtwinkligen Koordinatensystem das Bild der Funktion

f(x) = Vsin’x = [sinx

, @ € (=m, m)!

Yk
7 -
| { ! L el
L . 1 X X
x 7 0 3 .4
Abb. 17

» 38

75 Erginzend fithren wir einige weitere Ableitungen zusammengeselzter
Funktionen an. Dabel ist z = g(x) eine beliebige differenzierbare Funktion

und in der Tabelle entsprechend zu ersetzen.

F' ()

n-z"1l. g (2)

g (@)
2Vz
cos z - g’ (v)
—sin z - g'(2)
1 /
i 2
1 /
sinfz  © (@)

By A

» 76



dy. =t s dy = dw

Daher bezeichnen wir den Argumentzuwachs h = dz mitunter auch als
das Differential der unabhiingigen Verinderlichen a.

Aus D.8.1. folgt, daBl die Ableitung ["(x)) numerisch’ mit einem Quotienten
iibereinstimmt.

Es gilt

» 114, Seite 13

Wir empfehlen Thnen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der
Kontrolle Ky (Seite 105) jetzt nochmals zu lésen, Thre Fehler zu korri-
gieren und dann hierher zuriickzukehren.

g Al ey

' Rechnen Sie weitere UUbungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt!

°
» U134, Seite 141

113

150
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Abb. 18

Wir entnehmen Abb. 18 die Vermutung, dal} f(z) in 2y = 0 stetig ist. Um
das zu bestiitigen, berechnen wir

() — e s

=0

{0 g G e R

» 39. Seite 12

Wir empfehlen, die von Ihnen nicht richtig gelosten Aufgaben der Kon-
trolle K (Seite 97) jetzt nochmals zu lsen, Ihre Fehler zu korrigieren

und dann hierher zuriickzukehren.
K, (Soilei)——_—_—-)

Wenn Sie danach noch weitere Ubungsaufgaben zur Anwendung der Ket-
tenregel losen mochten,

dann —» U 66, Seite 166
sonst ——» 73 bis Z;, Seite 111

Syl



1. Begriff der Ableitung K
1

Von grofler Bedeutung fiir die Beherrschung der Differentialrechnung ist ’
das Verstehen und richtige Erfassen des zentralen Begriffes .,Ableitung®.
Ihre Antworten aul die folgenden Fragen sollen dariiber entscheiden,
ob Sie den Lehrabschnitt .,Begriff der Ableitung®® durcharbeiten miissen
oder eiige Lehrschritte itberspringen konnen.

' Beantworten Sie die folgenden Fragen schriftlich in lhrem Ar-

° beitsheft!

Kontrolle K,

1) Was verstehen Sie unter dem Differenzenquotienten der Funktion f(a)
an der Stelle a,?
Hinweis: Stellen Sie diesen Quotienten analytisch dar. Eine benach-
barte Stelle von 2, werde dabei mit z,+ h oder aj+ Ax bezeichnet.

2) Wie nennt man — unter der Voraussetzung der Existenz — den Grenzwert
dieses Differenzenquotienten fiiv h— 0 bzw. Az — 0?

3) Geben Sie eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der Ableitung
PN
f'(x,) an!

4) Wie ist die Differenzierbarkeit von f(a) aul dem Intervall (a. b) definiert?

5) Veranschaulichen Sie geometrisch den Zusammenhang zwischen Dif-
ferenzenquotient und Differentialquotient!

' Vergleichen Sie lhre Antworten mit denen aul der folgenden Seite!
- -

» L,

- 8T =



L Losung L, Punkte

):————f By h]z fix) oder Mo+ %ZLM } |

(Setzt man Ay = f(x,+ Ax) — f(x,) und beachtet
Ax = (v, + Ax) — x,, so leuchtet die Bezeichnung ,,Differenzen-

i

quotient unmittelbar ein. Man schreibt kurz: TZ :
L Ir=1,

2) Ableitung oder Differentialquotient von f(2) an der Stelle a,

(oder: in x). 1
3) Stetigkeit von f(z) in x,. / 1
4) f(z) heiBt auf dem Intervall (a, b) differenzierbar, wenn f(z) an
jeder Stelle x € (a, b) differenzierbar ist. 1
5) y
fxg*h)
1
f(Xo)
D Abb. 3
0 X
(Sie erhalten fiir Ihre Losung 1 Punkt, wenn in Ihrer Darstellung
folgender Sachverhalt zum Ausdruck kommt:
Differenzen- bzw. Differentialquotient von f(z) an der Stelle x
bedeuten geometrisch den Anstieg einer Sekante s (bestimmt
durch P, und P) bzw. der Tangente ¢ im Punkte P.)
Erreichbare Punktzahl: 5
' Addieren Sie die von Thnen erreichten Punktzahlen!
°
5 Punkte ——p 12, Seite 34

5
Erreichte Punktzahl: : ;
; weniger als 5 Punkte ———» 1, Seite 12

S



2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Die folgenden Ausfithrungen sollen dazu dienen, den Zusammenhang
zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu kliren. Mit Hilfe der Kon-
trolle wollen wir feststellen, inwieweit Sie diesen Zusammenhang bereits
iiberblicken. Dabei wird entschieden, ob Sie den Lehrabschnitt ,.Stetig-
keit und Differenzierbarkeit* studieren miissen oder bereits zum niichsten
Lehrabschnitt iibergehen konnen.

Kontrolle K,

1) Skizzieren Sie das Bild einer Funktion f(x), welche an zwei gegebenen
Stellen z; und z, zwar stetig, aber nicht differenzierbar ist!

2) Welcher Zusammenhang besteht allgemein zwischen Stetigkeit und
Differenzierbarkeit einer Funktion?
Beweisen Sie Ihre Aussage! .

3) Untersuchen Sie die Funktion
fl@)=|z|+ |z — 1], z€R
an den Stellen 2, = 0 und 2, = 1 auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit!

Fertigen Sie eine Skizze dieser Funktion an!

Vergleichen Sie lhre Ergebnisse mit denen auf der folgenden
o - Seite!

Zirgg



L Losung L,

2 1) Vergleichen Sie Thre Skizze mit den angegebenen Beispielen!

Punkte

Y
| fx
0 XX X
Abb. 13
y
fon )
el
]
4] |
A, % X 0 XpUeRXs X
Abb. 14 Abb. 15

In 2, und 2, mul} die Stetigkeitsbedingung erfiillt sein. Iingegen
besitzt das Bild der Funktion dort keine Tangenten, sondern
eventuell nur einseitige Tangenten. Wenn [hre Skizze diese Eigen-
schaften aufweist, dann haben Sie die Aufgabe richtig gelost. 1

Einige Erliuterungen zu den Abbildungen:
te =} e}

Alle

dort

Abb

Abb.

Abb.

Abb. |

vier angegebenen Funktionen sind in a; und a, stetig, aber
nicht differenzierbar.

. 12: stiickweise lineare Funktion; einseitige .Tangenten in

13

14:

ay und a, fallen mit Kurvenstiicken zusammen.

in a, fillt eine einseitige Tangente mit einem Kurven-
stiick zusammen: in 2, liegt eine sogenannte ,,Ecke
vor.

die Kurve entsteht durch Aneinanderfiigen von drei
Halbkreisen; in @; und x, hat man jeweils vertikale,
einseitige Tangenten.

die Kurve entsteht ebenfalls durch Aneinanderfiigen von
Halbkreisen; in x; und a, liegen sogenannte ,.Spitzen‘
vor; die einseitigen Tangenten in a; und a, sind ver-
tikal.

e 00 =



2) [(x) in x, differenzierbar = f(2) in x, stelig.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.
Bewets der ersten Aussage :

Fiir h == 0 gilt

f(@o + h) — f(xg) = f(%HM -11

und damit, da die folgenden Grenzwerle existieren, einerseits

i e R T T s (U

h—0 h—0 h
= lim M <dlim A
h—0 h h—0
=f (o) - 0
=0

und andererseits

lim f(z, 4 k) — f(x,) = him f(z,+ k) — f(z,)

h—0 h—0

— lim f(z) — f(ay).

.'l',».’lfq
wobei vy + h = x gesetzt wurde (h — 0 ist dann gleichbedeutend
mit'z — x,).
Durch Vergleich folgt

0 = lim f(2) — f(x,)

T—>T,

lim f(2) = f(xy);

T2

oder

also ist f(2) in , stetig.
Bewets der zweiten Aussage :

Es geniigt ein Beispiel dafiir anzugeben, daff die Umkehrung
nicht gilt. Die Funktion

fl@)=lal. = CR,

ist in 2, = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

St ggite



L 3) Es gilt fir 2; = 0 und a5 = 1:
2 fla) =1, flae) = 1,
lim f(z; + h) = 1, lim f(zy 4 ) = 1.

h—>0 h=0
fl@)==2 f/@@)=0; fi'l)=0, f'(x)=2.
[(x) 1st in x; und x, stelig wegen
(1) him f(z; 4+ &) = f(z;), i=1,2,
h—0
aber nicht differenzierbar wegen 1

(2) fi' (@) * fi' (@), i=1,2.

Wenn von den 4 Aussagen in (1) und (2) wenigstens drei richtig
sind, dann gilt die Aufgabe als geldst.

Als Bild der Funktion ergibt sich:

f(x)=Ix1+[x-1/

1

1 1 1 / ]

S Abb. 16
Erreichbare Punktzahl: 6
' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!

= ;

A 5 oder 6 Punkte —— > K, Seite 93
Erreichte Punktzahl: Y L e

weniger als 5 Punkte ———» 26, Seite 62

L gD



3. Produktregel

In den nichsten Lehrabschnitten behandeln wir einige grundlegende
Differentiationsregeln. Wir beginnen mit der Produktregel.
Uberpriifen Sie Thre Kenntnisse! Verwenden Sie Thr Arbeitsheft!

Kontrolle K,

1) Formulieren Sie schriftlich die Aussage iiber die Ableitung der Funktion
plx) = fi(z)" fo(z) (,.Produktregel®).

Hinweis : Voraussetzung und Behauptung angeben!
2) Differenzieren Sie nach x:

a)f(x) =7(x—a) (a*+ 1?), x €R,

b) f(z) = 2a®(x + 1),z € R; a > 0,%a =+ 1.
3) Differenzieren Sie nach ¢:

a)f(ty=t-Int, t >0,

b) f(¢) = sin¢- cost, t € R.
Hinwezise :

1. Die Ableitungen der elementaren Funktionen finden Sie im Anhang,

Seite 116.

[N}

. Die Ableitung einer Konstanten und die Ableitung einer Linearkom-
bination von differenzierbaren Funktionen werden als bekannt voraus-
gesetzt. «

Falls notig, konnen Sie hierzu nachlesen in [1], Seite 283; [2], Seite 175
und 184; [3]. Seite 48fI.

Wenn Sie Thre Rechnungen beendet haben —r L

e b

K,



L Losung L; Punkte
3

1) Sinngemif3 :

S.3.1.  ..,Produktregel’‘. Wenn f;(z) und fy(2) aul (a, b) differen-
: ; : 1
zierbar sind, dann ist auch das Produkt

p(@) = f1(2) - fo(2)

dort differenzierbar, und es gilt fiir jedes 2, € (a, b)

P'(@g) = i (%) - falag) + 1) - 2 (wy)-

2) a) f'(x) =7 - (32* — 2ax + b?), 1
b) f(x)=2a*(14+ (x+ 1) - In a). 1
da)ft)=Int+ 1, 1
b) [(t) = cos?t — sin’t. 1
Erreichbare Punktzahl: 5

' Addieren Sie die von IThnen erreichten Punktzahlen!
°

Entscheiden Sie!

a) Ich habe 5 Punkte erreicht und méchte — bevor ich zum niichsten Lehr-
abschnitt iibergehe — noch den Beweis fiir die ,,Produktregel” durch-

arbeiten.
» 42 bis 47 (Seite 181f.), dann ——» K,

b) Iech habe 5 Punkte erreicht und méchte gleich zum niichsten Lehrab-
schnitt tibergehen.

>

» K,

¢) Ich habe weniger als 5 Punkte erreicht.
» 42, Seite 18
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4. Quotientenregel

Wir wiederholen nun die ,,Quotientenregel*. Uberpriifen Sie zuniichst
Ihre Kenntnisse!

Kontrolle K,
1) Formulieren Sie schriftlich die Aussage iiber die Ableitung der Funk-
tion ¢(x) = % (.-Quotientenregel ).

Hinweis: Voraussetzung und Behauptung angeben!

2) Differenzieren Sie folgende Funktionen nach x!

; B -6 1
a)/(x): /1.77~}—2’;1::*:—?’
Vi

b) f(x) = T 2"t nn €N,

Offe) = 2EL per

' Vergleichen Sie! _ L,
°

LB il

K,



L Losung L, Punkte

1) Sinngemil3:

S.4.1.  (,,Quotientenregel‘) Wenn f,(z) und fy(x) auf (a, b) differen- 1
zierbar sind, dann ist auch der Quotient

(@ .
gla) = 0 fya) +0

dort differenzierbar, und es gilt fiir jedes x, € (a, b) mit

fe(@o) + 0

£ (g = L) /2@?)22-(1{;(9:0) £ ()
D8 @ = -y 1
b) () = i — = I
o) fi(m) =g~ =L !

Erreichbare Punktzahl: 4

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!
o

\

Entscheiden Sie:

a) Ieh habe 4 Punkte erreicht und mochte — bevor ich zum niichsten
Lehrabschnitt iibergehe — noch den Beweis fiir die ,,Quotienten-
regel** durcharbeiten.

» 50 bis 53 (Seite 34ff.), dann ——» K;

b) Ich habe 4 Punkte erreicht und mochte gleich zum nichsten Lehrab-
schnitt iibergehen.

» K;

¢) Ich habe weniger als 4 Punkte erreicht. ————» 50, Seite 34

2o



5. Kettenregel K
5

In diesem Lehrabschnitt wollen wir erliutern, was unter einer zusammen-
gesetzten Funktion zu verstehen ist und wie diese differenziert wird. Die
folgenden Fragen und Aufgaben dienen Ihnen zur Selbstkontrolle.

Kontrolle K; ;

1) Was versteht man unter einer zusammengesetzten Funktion?

2) Stellen Sie die folgenden Funktionen als zusammengesetzte Funktionen
dar!
a) f(z) =2sinz, x €R,
b) f(z) =sin 2z, x €R,
o) flm).= sin®z, nx COR,

z) = sin (z(2® 4 1)), z € R,

Y="Va*+ b — 2ab-cosz, v ER,

f) flz) =Incotwx, = nm,n€G.

3) Bestimmen Sie mit Hilfe der Kettenregel die erste Ableitung der fol-
genden Funktionen:
a) F(z) = f(g(x)), = & M, (M, Definitionsbereich von g(z)),

b)flz) = V1—2?, x€(—1,1),
9fe) =22, se(F, 00,
d) f(z) = sin®2%, =z € R (KErgebnis vereinfachen!),

e) f(z) = arctan —y——q—i , x €R (Ergebnis vereinfachen!).

Hinweis: Die Ableitungen der elementaren Funktionen finden Sie im
Anhang, Seite 116.

' Vergleichen Sie Thre Losungen mit — L
°

Ga Elster, Verinderliche — 97 —



Losung L Punkte
5 1) Sinngemil:

D.5.1. Es seien f(z) eine Funktion mit dem Definitionsbereich M,
und z = g(z) eine Funktion mit dem Definitionsbereich M,
und dem Wertevorrat N, < M,. Dann hei3t die Funktion

Fla) = [g@), = € M, 1

zusammengesetzte Funktion, f(z) heift &duBere Funktion,
g(z) heifit innere Funktion.

2) a) z = g(z) = sin , f(z) = 2z. 1
b) z = g(z) = 2z, f(z) = sin z. 1
) o — glz) = sin z;f(z) =22 1
d) z=g(z) =z (2*> + 1), f(z) = sin z. 1
e) 7, = gi(x) = a®> + b2 — 2ab - cos z, f(z) = ]/zl 1
oder
%y = go(®) = cos , fo(z) = Va® + b2 — 2ab - z,.
f) z=g(z) = cotz, fz) = Inz
3)a) F/la) = ') - (@) mit 5 = (o).
b ’ S sl
) ===
o) i) = ;;%;—::x.—i_ (Anwendung der Quotientenregel und Ket-
tenregel). 1
d) f/(z) = 622 sina® - cosa® oder f’(x)= 327 sin 223, 1
’ et et
e)f(‘r): 1 el — e=% \2 9 ’
i)
vereinfacht
fila)— 'g?f}? = cosh'z.
Erreichbare Punktzahl: 12

' Addieren Sie die von Thnen erreichten Punktzahlen!

e Lntscheiden Sie!

a) Ich habe mindestens 10 Punkte erreicht und méchte — bevor ich zum
nichsten Lehrabschnitt iibergehe — mehrfach zusammengesetzte Funk-
tionen betrachten.

» 61 bis 65 (Seite 56ff.), dann ey K

b) Ich habe mindestens 10 Punkte erreicht und méchte sofort zum nich-
sten Lehrabschnitt iibergehen.

S e i a Y KG

» 56, Seite 46

c¢) Ich habe weniger als 10 Punkte erreicht.

- Yol |- e



6. Ableitung und Umkehrfunktion

Nachdem in den vorangegangenen Lehrabschnitten die Ableitung eines
Produktes und eines Quotienten von Funktionen sowie die von zusammen-
gesetzten Funktionen behandelt wurde, wenden wir uns nun der Ablei-
tung der Umkehrfunktion zu.

Uberpriifen Sie anhand der folgenden Aufgaben IThre Kenntnisse!

Kontrolle I

1) Gegeben sei die Funktion y = f(2) mit dem Definitionsbereich M,
und dem Wertevorrat A,. Unter welchen Voraussetzungen existiert
die Umkehrfunktion f~!(y) dieser Funktion, und wie lautet ihr Defi-
nitionsbereich?

2) Nennen Sie eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Umkehr-
funktion einer stetigen Funktion f(z), « € [a, b]! Wie lautet der Defi-
nitionshereich der Umkehrfunktion (im Falle ihrer Existenz)?

3) Die Funktion y = f(z), = € [a, b], besitze die Umkehrfunktion f~(y).
Nennen Sie eine hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit von f~}(y)!

4) Die Funktion y = f(z), « € [a, b], besitze die Umkehrfunktion f~(y).
Nennen Sie eine hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit
von [}(y), und geben Sie die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion an!

5) Bilden Sie die Umkehrfunktion der Funktionen

a)f@)= Ve +1, =2€[-1,1],
b) flz)="e%%, z €R.

6) Bilden Sie die Ableitung der Umkehrfunktionen der unter 5) angege-
benen Funktionen.

' Vergleichen Sie IThre Losungen mit —_— L
°

gl e



Losung Lg Punkte
1) Sinngemél : 1

Durch f(x), + € M,, mit dem Wertevorrat M, erfolgt eine Ab-
bildung von M, auf M,. Ist diese Abbildung f: M, — M, ein-
eindeutig, so kann auf M, eine Funktion erkliart werden, die
Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f(z) frenannt und
mit f~1(y), y € M,, bezeichnet wird.

2) Sinngeméf : 1

. Jede auf dem Intervall [a, b] streng monotone und stetige Funk-
tion f(z) besitzt eine Umkehrfunktion f~1(y); diese ist fiir streng
zunehmendes f(z) auf [f(a), f(b)] erklirt und streng zunehmend
bzw. fiir streng abnehmendes f(z) auf [f(b), f(a)] erklirt und
streng abnehmend.

3) Sinngemil: il
Wenn f(z) auf [a, b] stetig ist, so ist auch f~(y) auf [f(a), f(b)]
bzw. [f(b), f(a)] stetig.
4) Sinngemif}: 1
Wenn f(z) auf (a, b) differenzierbar ist, so ist fiir jedes z, € (a, b)
mit f'(z,) == 0 die inverse Funktion f~!(y) an der x, entsprechen-
den Stelle y, = f(z,) ebenfalls differenzierbar, und es gilt:
9 (yo) 1

dy Tim)

— 100 —



5) a) f(x) = Vo + 1 ist auf [—1, 1] streng zunehmend und hat dort

den Wertevorrat M, = [0, V2. Daher gilt:

[y) =2 — 1,y €[0, Y2].

b) f(x) = €**, @ C R, ist streng zunehmend mit dem Wertevorrat
M, = (0, oo).
Daher gilt:

frll) = %llll y=In ]/; y € (0, o).
6a) Lo ope o 2ot T2y e (0.12)

(f(x) = Yo+ 1 ist auf (—1, 1) differenzierbar, und es gilt dort
f’(x) == 0; daher ist f~}(y) auf (0, ]/Z) differenzierbar.)

A y) 1 L 1

W reer e ke ooyt is0ieoy

(f(x) = €** ist iiberall differenzierbar mit [’(z) == 0; daher ist
[~Hy) auf (0, co) differenzierbar.)

Erreichbare Punktzahl:

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!
°

7  Elster, Veriinderliche — 101 —



I_ ' Entscheiden Sie!
6

a) Ich habe mindestens 5 Punkte erreicht. — K

b) Ieh habe weniger als 5 Punkte erreicht, kenne den Begriff und gewisse
Eigenschaften der Umkehrfunktion, kann aber Umkehrfunktionen
nicht differenzieren. ———» 88, Seite 35

¢) Ieh habe weniger als 5 Punkte erreicht und kenne den Begriff der Um-
kehrfunktion ungeniigend.

Informieren Sie sich in der Literatur:

[1], Seite 106—108 und 147,
[2], Seite 93—95 und 155—157,
[3], Seite 38 und 52—53.

Anschliefend —_ » 77, Seite 13
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7. Hohere Ableitungen K
7

/
Dieser Lehrabschnitt befafit sich mit hoheren Ableitungen einer Funktion
f(z) und insbesondere mit den héheren Ableitungen elementarer Funk-
tionen. Mit den nachfolgenden Fragen und Aufgaben sollen Ihre Kennt-
nisse auf diesem Gebiet iiberpriift werden.

Kontrolle K,

1) Die n-te Ableitung (n = 2) der Funktion f(x) ist rekursiv zu definieren,
d.h. unter Verwendung der als existierend vorausgesetzten (n — 1)-ten
Ableitung von f(z)!

2) Bilden Sie die ersten vier Ableitungen folgender Funktionen!
a) f(x) =cosz, x€R,

b) f(z) =at+ 32+ 2, x€R,

) flo) =z, x>0,

d) flz) =€ ;zi€ R cp> 0

Hinweis : Die hoheren Ableitungen einiger elementarer Funktionen finden
Sie im Anhang, Seite 116.

I

' Vergleichen Sie Thre Losungen mit —_—
®
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Losung L, Punkte

) d (n—1) z
7 1) foa) = (o)) = L@
— lim 2@ RN D o, 1
Li—0

falls dieser Grenzwert existiert. (Sie erhalten einen Punkt, wenn
Sie einen der angefiihrten Ausdriicke gefunden haben.)
Zusammenfassend geben wir die Definition:

D.7.1.  Gegeben sei die Funktion f(z), v € (a, b).
1. Die Ableitung erster Ordnung von f(z) wird erklirt durch
f’((L‘) 1y lim /'('T' + h) Y f(:r) o
h—0 h
2. Die Ableitung n-ter Ordnung von f(z) wird erklirt durch

fim)(z) = [fB)(2)]s 2z € (@ b),n=2,n EG.

3. Die Ableitung 0O-ter Ordnung von f(z) wird erklirt durch
fO)z) = f(z), = € (a, b).

2) a) f'(x) = —sina, b) f/(z) = 42®+ 92* + 1,
f’(x) = —cosz, | ) =120 5 18 | )
[l xY — 8z " (z) = 24z + 18,
fW(z) = cos . [@(x) = 24.

gi 0 dayE :
o) fix) =—=x 2= d) fH(x) = ce*,
2 2
Jotiln e
A AN Sl G nrp R el 1
B e 1 £ (@), = cles, 1
3 -2 3
1L A RS “‘E__ PELFERN Bl 3 i
f ((L) A 8 z R S’IV:’I; ’ f (') ce,
D 2 9
(CHTEON R kb e § 0 Y @ () — clec®
O () 6% PP ) (r)i=rcles®
Erreichbare Punktzahl: 5

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!
° Entscheiden Sie:

T O L 4 oder 5 Punkte ——» 107, Seite 73
Lrreichle Punklzahl: : T SR T,
weniger als 4 Punkte ——» 97, Seite 53
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9. Mittelwertsiitze der Differentialrechnung

In diesem Lehrabschnitt wollen wir zwei grundlegende Siitze, den Satz
von Rolle und den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, beweisen und
letzteren auch anwenden. Die folgende Kontrolle zeigt Ihnen, ob Sie
diesen Lehrabschnitt durcharbeiten miissen oder nicht.

Kontrolle K,

1) a) Formulieren Sie den Satz von Rolle!
b) MitHilfe einer Skizze ist die Aussage des Satzes geometrisch zu inter-
pretieren.
2) a) Formulieren Sie den Mittelwertsalz der Differentialrechnung (Satz
von Lagrange)!
b) Mit Hilfe einer Skizze ist die Aussage des Salzes geomeltrisch zu inter-
pretieren.

3) Schiitzen Sie unter Anwendung des Mittelwertsatzes fiir die Funktion
W :
flz)—dnicos =, w & ('—T’ %) , den Funktionswert an der Stelle

xy+ h= 0,01 ab, und zwar mit Hilfe des Funktionswertes an der Stelle
xy=0.

4) Zeichnen Sie das Bild der Funktion
lz] fiir x| < 1,
e bt ST
1 fir |z| > 1!

Zeigen Sie, dal} es auf dem Kurvenstiick zwischen den Punkten O (0, 0)

und B (3, 1) keinen Punkt gibt, in dem die Tangente parallel zur

Sehne OB verliuft.

' Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit —_— 1,
°

*) Kg entfillt, da die Behandlung des Differentials im Lehrplan fiir Mathematik
der Erweiterten Oberschule nicht vorgesehen ist.
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Losung L, Punkte

9 1) Sinngemi:

a) Satz von Rolle: 1
f(z) stetig auf [a, b]. 3£ € (a, b)
f(z) differenzierbar auf (a, b),}=>{ mit
f(a) = f(b), (€)= 0.

~ b) Geometrische Interpretation:

Y PEFED 4

j fx)
fla)=flb) D
Abb. 25

Qi e e € [‘7)( .

Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), so dall der Anstieg
der Tangente t¢ im Punkte (&, f(§)) des Bildes von f(z) gleich Null
ist. 1

2) Sinngemif3 :
a) Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz von Lagrange): 4

f(z) stetig auf [a, b], 3£ € (a, b) mit
(a5 b) } [

f(z) differenzierbar auf oA

In anderer Schreibweise:
f(@) stetig auf [z, x,+ h], 39 € (0, 1) mit
=
f(@)differenzierbar auf (v, 2, + h), fl@y+ h) = f(x,) + hf’ (x,+ Oh).
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b) Geomeltrische Interpretation: L

¢ 4
PIET(E)) )
F0)=fgt)— i 5
f{ﬂ)‘fm% |
i || Abb. 26
0 a=x, E=x,+3h  b=xth X
s

Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), so daB} die Tan-
gente £z im Punkte (&, f(§)) des Bildes von f(z) parallel ist zur 1
Sekante s durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).
3) Es ist
[(1) =lIncosz,x € (—%, %) ; [/(x) = —tan a.

Fir vy = 0 und /= 107% wird
flag) = 0; f(xy+ h) = In cos 0,01.
Anwendung des Mittelwertsalzes ergibt
In cos 0,01 = 0 —0,01 - tan (0, 01), & € (0, 1).

Setzt man an Stelle von 9 die Werte 0 und 1 ein, so ergibt sich wegen
der strengen Monotonie von tan(0,019)

0 > In cos 0,01 > —0,01 - tan (0, 01).
Fiir hinreichend kleine positive x gilt
tan'z <02z,
somit ist
tan 0,01 < 2-0,01,
—tan 0,01 > —2-0,01.
Damit hat man

0 > In cos 0,01 > —2-0,01-0,01 =—2.10"*
oder

—2-107% < In cos 0,01 < 0. 1
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L 4) Bild der Funktion
9

Abb. 27

| BT
P iy R B SR ) X

Abb. 27 zeigt unmittelbar, daf} es auf dem durch O und B be-
grenzten Kurvenstiick keine Tangente gibt, die parallel zur
Sekante s ist.

Unabhiingig von der Anschauung ergibt sich, dal} die gegebene
Funktion f(z) auf dem Intervall [0, 1] den konstanten Anstieg 1

und auf dem Intervall [1, 3] den konstanten Anstieg 0 hat. Der 1
Anstieg von s ist hingegen 1. Eine Voraussetzung des Mittel-
wertsatzes ist nicht erfillt, da f(2) in ;= 1 keine Ableitung be-

sitzt.
3 )
Erreichbare Punktzahl: 7
' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!
Entscheiden Sie:

a) Ich habe mindestens 6 Punkte erreicht und michte noch den Beweis
des Satzes von Rolle und den des Mittelwertsatzes durcharbeiten.

» 130 bis 142 (Seite 451T.), dann ———————» U134, Seite 141

b) Ich habe mindestens 6 Punkte erreicht und mochte noch Ubungs-
aufgaben zu diesem Problem lésen.

» U 134, Seite 141

¢) Ich habe weniger als 6 Punkte erreicht. ?
» 124, Seite 33
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Zusammenfassung’

1. Begriff der Ableitung

D.1.1.  Ableitung einer Funktion: Z'

f(z) sei auf U(x,) definiert, Als Ableitung von f(z) an der Stelle 2
bezeichnet man den Grenzwert

[ (xy) = lim [(xg + 1) — [(2,)

VPO Doty (20040
h=0 h .
falls er existiert.

f(x) heifit dann differenzierbar an der Stelle z.

Geomelrische Interpretation :

Fiir h— 0 niihert sich der Punkt P auf der Kurve K unbegrenzt dem
festen Punkt P, dabei dreht sich die Sekante s um P, und besitzt — falls
f’(x,) existiert — eine wohlbestimmte Grenzlage ¢, die als Tangente an
K in P bezeichnet wird.

Yy
flg+h)

flx)

h=4x |
i Abb. 11
0 Xp XDl )oK

D.1.2.  Einseitige Ableitung einer Funktion:

f(x) sei auf U,(x,) definiert. Als rechtsseitige Ableitung von f(x)
an der Stelle x, bezeichnet man den rechtsseitigen Grenzwert

Fity e o e B )
h—>+0

h I
falls er existiert. ;
Entsprechend ‘wird die linksseitige Ableitung von f(z) an der
Stelle z,, erklirt: '
/.l, (10) g e 1(.1‘0 + h) — /(l‘i |
h—>—0 h

Bitte umblittern!
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Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
der Ableitung

Die auf U(x,) definierte Funktion f(x) besitzt in x; dann und nur
dann d%e Ableitung f’(x,), wenn eine der folgenden Bedingungen
erfullt ist:

S.1.1.  Es existierten f,’(z,) und f,(z,) mit 7
I/ () = I/ (@) = ['@y)-
S.1.2. (Vgl. 19, Seite 48; fakultative Lehreinheit)
Zu jedem & > 0 existiert ein = d(g) > 0 mit

T+ "Ii_"f&)l i /"(mo)‘k< ¢ fiir jedes h mit 0 < |h| < 6.
S.1.3.  Der Funktionszuwachs Ay = f(x,+ h) — f(z,) LiBt sich in der
Form darstellen

Ay = hf'(xy) + hz(xy; h) mit lim z(zy; ) = 0,
h—0

ELIIE—/(LQ — f'(z,) fiir h = 0,

0 fir h = 0.

z(zg: )=

(Weierstralische Zerlegungsformel)
; » K,, Seite 89

Zz 2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

S.2.1.  f(x) in x, differenzierbar = f(x) in 2, stetig.
(Bemerkung: Diese Implikation ist nicht umkehrbar.)

» K, Seite 93
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L,

3.-5. Differentiationsregeln

Funktion [ Ableitung [’
Linearkombination eify + eofs aift + eof s
Produktregel fi:fs i fa+ fife
Quotientenregel f’I Hefh—hfy

I fz'
Kettenregel f(z) mit z = g(z) filz) - gllz)

» Kg Seite 99

Z

6. Ableitung der Umkehrfunktion

S.6.1.  Die Funktion f(2) sei auf [a, b] streng monoton und auf (a, b)
differenzierbar. Dann ist fir jedes x; € (a. b) mit f'(x) == 0 die
inverse Funktion v

@),y € [f(a), f(b)] (bzw. y € [f(b), f(a)])

an der ent,gpre(*hondcn Stelle y, = f(x,) ebenfalls differenzier-
bar, und es gilt

Ay 1

T P Y fi() y

Bitte umbliittern!
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L

Geomelrische Interpretation :

Die Bildkurven der Funktion y = f(z) und der inversen Funktion z = [~1(y)
und damit auch ihre Tangenten fallen zusammen.
Fiir die Anstiege tanx, und tan #; der Kurven im Punkte P, gilt im

Falle o, 4= 0 (bzw. f’(x,) %= 0) wegen &, + f, = 1)

V4

tan o, - tan B, = 1
oder auch

dx dy
» K., Seite 103
x=fty)
H};) y=f)
el
fo
g
17 o,
ya 0 4
f(a)
| Abb. 22
0 a Xo b X

Z7 7. Hohere Ableitungen
D.7.1. Fﬁf f(x), z € (a, b), ist die Ableitung erster Ordnung erklirt durch

P e B BT

h—0 iz

Die Ableitung n-ter Ordnung (oder n-te Ableitung) wird re.
kursiv definiert durch

[®M(a) = [f("_])(.l‘)], ok g f-1) (x4 h) — /(n—l?(i

h—0 h

z € (a,b),n=2,n€G.

’

Unter der Ableitung 0-ter Ordnung f©)(2) versteht man die Funk-
tion f(x) selbst.

» 107, Seite 73

G Yl



8. Das Differential Z
D.8.1.  Ist die Funktion y = f(x), € U(z,), an der Stelle x differen- 8

zierbar, so nennt man

dy = f'(z,) - h = f'(z,) - dz
das zur Stelle #; und zum (willkiirlichen) Argumentzuwachs
h = da gehorende Differential dieser Funktion.

Geometrische Interpretation :

Das Differential dy ist der Zuwachs der Tangentenordinate fiir den Argu-
mentzuwachs dz = h.

Y,

flxp+h)

(%)

Abb. 24

» K, Seite 105

9. Mittelwertsiitze Z
9

S.9.1. Saiz von Rolle:
f(z) stetig auf [a, b], 3&€ (a,b)
[(x) differenzierbar auf (a, b), }=>{ mit
f(a) = f(b) (&) = 0.
Geomelrische Interpretation :
Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), fiir die die Tangente ¢z durch

(&, [(&)) parallel zur z-Achse verliuft.

Y PIET(E)

1

£ Abb. 37
0i-a i b X

Bitte umblittern!
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Z

Bewetsgedanke :

9 Fall 1:

Fall 2:

Fall 3:

S.9.2,

f(z) = const auf [a, b].
Dann gilt /() = 0 fiir jedes x € (a, b), d.h., & kann auf (a, b)
beliebig gewiihlt werden.

Es gibt ein x € (a, b) mit f(z) > f(a).

Da f(z) auf [a, b] stetig ist, existiert dort ein grofiter Funktions-
wert G = f(xg), wobei gilt x4 € (a, b), f(xg) > f(a).

Man findet

f(ze + h/) — flzg) <0,

BT =

[/ (xg) = lim
h—0

g 4 2 h) — flx
fi (xg) = lim flag + k) — f(zg) .0

h—(Q, h
und damit wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von
flz) in x4:

(@) = 0.

Es gibt em 2 € (a, b) mit f(a) < f(a).
Behandlung analog zu Fall 2. Fiir den kleinsten Funktionswert
g = f(x,) von f(x) auf [a, b] gilt:
3, € (@,b), [(a) < f(a),
f(ay) = 0.
» 136, Seite 57

Mittelwertsatz:
[(x) stetig auf [a, b], 3£ € (a, b) mit
[(z) differenzierbar auf (a, b), Y FAE) = 1 el

b—a

Geometrische Interpretation :

Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b), liir die die Tangente te durch
(&, f(&)) parallel zur Sekante s durch (a, f(a)) und (b, f(b)) verliuft.

Abb. 41

— 114 —



Beweisgedanle :

1) Einfiithrung einer auf [a, b] stetigen Hilfsfunktion D(z), die die Voraus-

setzungen des Satzes von Rolle erfillt:

D(z) = f(z) — ys (vgl. Abb. 41)

Ys = [(a) +ﬁl)7}/(.t(i)' (x — a).

2) Es gilt:

mit

D@ =@ - =0 e )

3) Nach dem Satz von Rolle existiert ein & € (a, b) mit
D(&) = 0.
4) Demzufolge gilt:
s f(b) — fla)
Lo e

S$.9.3.  Verallgemeinerter Mittelwertsatz:

(Vel. 148, Seite 81; fakultative Lehreinheit)

» 145, Seite 75

f(x), g(x) stetig auf [a, b], E£€ (a,b)
[(@), g(x) differenzierbar auf (a, b), ik mit
: (€ _ f(b)—f(a)

g'(x) == 0 auf (a, b) B —

g'(§)

» U162, Seite 197

— 115 —
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Anhang: Ableitungen elementarer Funktionen

¢ = consl.
L i

sin @

CcosS ¥

tan @

cotx

arcsin @
arccos &
arctan @

arccot @
e’

ar
Inz
log,x

sinh
cosh @

tanh 2

coth x

Funktion f
x €R

@ € (0, c0), « reell
x €R

x € R

x == (2n+ 1)

4
2

,nEG

xf=nn,ncG
x € [—1.1]

y

T E [*1~
x €R

x €R

x €R

@GRy w40 a ==

@ € (0, co0)

2 €(0,00).a>0 a1

x €R
x €R

x € R

Ableitung [’
0
(o oS : x € (0, o0)
CcOosS T
—sinax
1 tan?y = ————
e cos?v 7

z =% (2n + 1)%[»,HEG

1
T sin®x @ = nmw,n€G
1 7
ﬁ‘— x € \—15 1)
1
S TR z €(F1,4)
1
1
e z R
e® TER
a®ln a
1
T x € (0, o0)
x
1 ;
Tlna. . @ logae @ € (0, co)
cosh @
sinh x
1
1
" TsinhZz z =0

./rll

cosS @

Funktion [

x €R,nEN
x€Ra>0,a=F1
x €R

x €(0,00),a>0,a=+1

x €R

N

x €R

Ableitung n-ter Ordnung (™

n!
a®(In a)" x €R
e? x €R
iin =l i
R T lna X g 0

(— 1Dk sin & fiir n = 2k,

(—1F cosx fiivn =2k 4+ 1
(k = 0, ganz, x € R)

(—1)* cos x tiir n = 2k,

(—DF1sina fiv n =2k + 1
(k = 0, ganz, x € R)

{
{
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Ubungsprogramm



1. Begriff der Ableitung
Aufgabe:

Bestimmen Sie fiir die Funktion

flz)=5inz, -z €R,

~ die erste Ableitung an einer beliebigen, aber festen Stelle z, durch Be-

pap
rechnung des Grenzwertes lim it %

Ax—0 Ax

' Entscheiden Sie!
®

Ich mochte diese Aufgabe selbstiindig in meinem Arbeitsheft losen und

dann das Ergebnis vergleichen. — U7, Seite 130
Ich bendtige einen Hinweis. ——» U6, Seite 128
Ich kann keine Losung finden, Sl o DS i te 120

Losungen:

a)f’(ato):x(‘) In et g cos o)l e EOR,

b)Y (o) = @ (sin 279 + @) S
j e Ty > 0

Arbeiten Sie im Darbietungsprogramm weiter!
» K ,, Seite 95

— 118 —



Richtig!
AN AR 1 o 1
Sie konnen die Losung F’(x,) = tan z, - (——— — 1] unter Beachtung von
('()S“fl'u
1
— =1 + tan’zx
cos?y 2

weiter vereinfachen.

Damit ergibt sich

» US4

U123

Hinweis : Wir setzen
u=2+4 (2z 4 1),
v = ¥ ta+l
und somit
f/(z)=u-v.
Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert

Bl TS . :
» U124

— 119 —



U2

Wir wollen diese Aufgabe schrittweise losen. Zuniichst sei an die Bedeu-

LAy 5 :
tung des Grenzwerles lim Z/—fﬂs Grenzwert des Differenzenquotienten
Az—-0 %
erinnert. :
Ergiinzen Sie (fiir eine beliebige Funktion y = f(x)):
; pi|
lim Z?L el e L e
Az—0 4T

Fiir die Funktion f(2) = sinz, x € R, gilt dann analog

i Aot b) —flay) _

h—>0 h

» U3

4. Quotientenregel
Aufgabe:
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

L% A R B 1y S |
flo) = J)}"c‘*——‘)‘i’;i(z%fi)’ x4 — 322 + 2 340,

an der Stelle 2!
' Entscheiden Sie sich fiir eine der folgenden Aussagen!

Ich mochte diese Aufgabe bis zum Endergebnis (einschlieBlich Verein-
fachung) ohne Zwischenkontrolle selbstéindig losen und dann vergleichen.

» Ubk

Ich mochte bei der Lisung der Aufgabe schon nach Teilschritten das
=] B
Erge])ms vel'glemhen.

» U4

— 120 —



U 84

F'(x,) = tan’z,,

\
Falls Sie weitere Aufgaben selbstindig 16sen wollen

» USS

sonst weiter im Darbietungsprogramm ——» Zy ;, Seite 111

U124

P’ (x)= 2z + 1) [6 + 2z + 1)?] e’ +2+l
oder 7 (x) = 2x+ 1) (4a® + 4o + 7) e¥*+otL,

Falls Sie eines dieser richtigen Ergebnisse nicht erhalten haben
» U123

Falls Sie weitere Aufgaben ohne zusiitzliche Hilfen losen wollen
» U126

sonst weiter im Darbietungsprogramm ———» Z,, Seite 112
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li]ll *42- = Ii[n f(ij_.ﬁ)_'—‘_ l(‘l/ﬂ,)_

Avo 4% h=>0 h

lim [@ot+B) —f(@) _ i sin@+h) —sinay (%)
B0 h R h

Auf der rechten Seite der Beziehung (k) erkennen wir im Zihler die Dif-
ferenz zweier Winkelfunktionen.
Die Anwendung eines Additionstheorems fiir Winkelfunktionen liefert

sin (e, -t ih)icsRin p e G ST S

Hinweis : Benutzen Sie ein Nachschlagewerk!

U 44 Bilden Sie zuniichst die Ableitung der Funktion und vergleichen Sie Ihr

Ergebnis mif, den hier angegebenen!

[5(3xy — 1) + 3(5xy—2)] (wg? — 3x¢® + 2) — (4ay® — 62) (5ry —2) (329 — 1)

[ (o) = (" — Bag + 2)
» U45
f’(a: N 5(3xy — 1) (g — 3x2 + 2) — (4a® — 6,) (bxy — 2) (3w — 1)
o = (@ — 35," + 2 |
» U46
f‘, (1_ ) _ (30xy — 11) (z* — 32y + 2) — (42> — (51:0) (15242 — 11xg + 2)
e g — 3ot + 27
» U47
/., (a, ) _ 9(3zg— 1) 4 3 (5zy — 2) (! — 322 + 2) — (4z® — 624) (5xy — 2) (32y —1)
g (@' — 357 + 2F
» U48
Ich erhalte keine oder eine andere Losung.
» U48
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2 - : 1 : T w
Bei der gegebenen Funktion F(z) = In cos x + % tan%z, x € (— = 3) %
handelt es sich um die Summe zweier zusammengesetzter Funktionen.
Wir setzen daher

F(z) = Fy(z) + Fy(z)

mit

F;i(z) = In cos z, : Fy(z) = - tan’z
und

R falts) == w2,

z ='gi(2) = cos ®, u = gs(x) = tan z.

Dann ergibt sich bet Anwendung der Kettenregel

» US6

U125

Die von lhnen gefundene zweite Ableitung
f’(z) = (42® + 4x + 3)e¥'+a+!

stellt ein richtiges Ergebnis dar.

Bestimmen Sie nun

e =g s e i
AnschlieBend L A e T DY

— 123 —



U 4 sin (g + h) — sin 2y = 2 cos (1.07%—)-ﬂj1’ sin- 70 ft/;) Bt

AN
= 2 cos (avo + 7) sin -

Fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten gilt also
i . 7 a4y 9 h i h
. sin (zy+ h) — sinz, . 2cos (74 =) sin T

lim = lim A

h—0 h h—0 h

Formen Sie den erhaltenen Grenzwert so um, dal} Sie seine Berechnung
unter Verwendung von

GENh
sin 5

lim e =1
h—>0 ,‘);

durchfithren kénnen!

Losung: ...... s TR

U45
Sie haben die Ableitung der Funktion richtig gebildet.
‘ Multiplizieren Sie nun in

() — BB = ) 3 (55— D) ! — Bt +2) — (g — 2 (50 = ) B0 — 1)
(gt — 32,7 + 2)F

die Klammern im Zihler des Bruches aus. Sie erhalten dann



1 # 1 i sinx
Fl (g = — ¢ 7)) =~ - (—sinzy) = — —L = —tanx
1 (@) ZEuY cos T, ( '0) cosT, %
ik X tan
Fol (o) = 5552 gt s kg = e
0 5 "4 Ut Uy e
2 cos?x,
Sh i : | 1 2
Fiir die gesuchte Ableitung von F(z) = In cos x + - tan’x,
e AL
z€ (— . -7) , folgt
X4 o
A ) = R s el ; ¥
» US7

Aufgaben:

1) Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung an der Stelle 2, von
f@)=Va*+1, z€R!

2) Bestimmen Sie die n-ten Ableitungen der Funktionen
a)f(z)=Inz, =z € (0, c0),
b) flx)==z-¢e*, =z ER!

AnschlieBend » U127

g T b

U 86

U126



sin ——
)' lim ——— = cos z, : 1 = cos x,.
h—0 —

[Nl

lim C()S(.’FU }- -
h—0

0

Die Funktion f(x) = sinx, « € R, ist somit an der Stelle #;, und — da a
beliebig war — zugleich an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differen-

zierbar. Thre erste Ableitung lautet [’(v) = cos .
Bearbeiten Sie eine weitere Aufgabe!
Sie iiberspringen einige Lehrschritte!

U46

Falsch!

Sie haben die Quotientenregel nicht richtig angewandt.

Gehen Sie systematisch vor. Setzen Sie fiir die Funktion

3 5z —2)(3x — 1 i) s A i :
[(@) :'<.1T3;2A—|—'27)7 den Zihler gleich fi(z) und den Nenner
fo(2). Bilden Sie dann

— 126 —

» U8

gleich

» U51



U 87

5 tan 2
F'(z)) = — tan z i
( 0) o+ cos?T,
U N ey : 1 1 Lis
Inter Verwendung von e + tan®x

erhalten wir

Vil (3 R :

» U84

U127

Losungen:
& 1
1 .,-' :-'*j'o—;',lnﬂ el ey i)
) T =g ) = s

SRy
2) a) fa) = (s, (L= 1!
b) f™)(z) = e*(n 4+ ), = ER.
Weiter im Darbietungsprogramm

» Z,, Seite 112



Hinweis : Bestimmen Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten unter
Benutzung

a) eines Additionstheorems [iir Winkelfunktionen [Nachschlagewerk be-
nutzen!] und

. (2
sin —-

b) des Grenzwertes lim — -~ = 1.
h—0 R

Vergleichen Sie anschlielend! —_— U7

Richtig!

Vereinfachen Sie das Ergebnis, indem Sie die Klammern im Zihler des
Bruches ausmultiplizieren und nach Potenzen von x zu ordnen!
Verschaflen Sie sich erst dann iiber die Richtigkeit Ihrer Losung Gewilheit.

» U50
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Nachfolgend werden weitere Aufgaben gestellt, die Sie ohne zusiitzliche U 88
Hilfe 1sen sollten.

I) Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen:
a) F(z) = cos (a — bx), x €R,

b) Fl@)=a - Ja® — 1, |2 > 1,

i ,x € (i), o0); berechnen Sie speziell /77(5),

c) FF(x) = arc sin

Va2 — 1 g
(]) F(.’r):‘ m, ‘.Tl > 1, X :‘*: _2.
PRI,
2) Es ist zu zeigen, dal} die Funktion 2(f) = t—z%— s b0
21

. . : dz | . 1 &
der Differentialgleichung tqrr %= et + - geniigt.

Anschlieffend S g L

U128

8. Das Differential

Aufgabe:

Bilden Sie das Differential der Funktion y = arctan a, x € R,
an der beliebigen Stelle 2.

' Entscheiden Sie!
°

Ich mochte diese Aufgabe selbstindig in meinem Arbeitsheft losen und
dann das Ergebnis vergleichen. — U130

Ich benétige einen Hinweis. — U129
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@y + 1) — [(,)

h

Snism(r h) — sinz,
= lim (e + ) — 4 — coszy

lim 3

h—0 h—=0

Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben oder wenn Ihnen der
Losungsweg unklar ist,

danng S Bastaeg N9

Sonstiy —— e i LR

Da Sie kein richtiges Ergebnis erhalten haben, lésen wir die Aufgabe
schrittweise.

Setzen Sie
filz) = bz — 2) - Bz — 1),
fo(x) = a* — 322 4 2.

Die Ableitungen dieser Funktionen an der Stelle 2 sind

I

Beachten Sie, daf} f,(z) aus einem Produkt zweier Funktionen besteht.

» U52
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Losungen:
1) a) F'(zg) = b sin (a—bx,),
BY R () 258 =1
)) ('/1’0) e V;f—_‘l ’
1 1
‘,F’.‘ =—__—:——,F'l' =y
e) I () S0, o e
gy —a24 2042
d) ' (xy) = i

_%2—1 (Q’f—[—Z)A:“’
da De~tl(f 4 ) i A

)T_ 23

iy da . : . : i i : 2 2
Einsetzen von x und—“~m die Differentialgleichung liefert, die Richtig-
«

keit der Behauptung.

Weiter im Darbietungsprogramm —» 7, ;, Seite 111

ui29

Hinweis: Wir erinnern an die Definition des Differentials als Produkt
aus der Ableitung und einem beliebigen Zuwachs da der unabhiingigen
Variablen, also

dy = [f'(z) - da.

Versuchen Sie die Losung erneut!

Anschlieflend s gy 1130



Im folgenden seien weitere Aufgaben genannt, die Sie moglichst ohne
zusiitzliche Hilfen losen sollten.

Aufgabe:
Bestimmen Sie fiir die Funktion
f@)=2z+ sinz, =z €R,
die erste Ableitung an einer beliebigen, aber festen Stelle @, durch Be-

: Ay
rechnung des Grenzwertes lim ! SN

I
' Entscheiden Sie!
°

Ich mochte diese Aufgabe selbstiindig losen und dann das Ergebnis ver-
gleichen. —  U10

Ich benétige einen Hinweis. — > 09

Wenn Sie sorgfiltig gearbeitet haben, dann ergibt sich (abgesehen von der
Reihenfolge der Summanden):
’ _ 30z % 9024% + 602y — 112y 4 3322 — 22 — 6025+ 902 4
[ (o) = (Tt — 3zt + 2)2
4hxt — 6622 — 8xwy® 122,

(gt — 37 + 2)°

Vereinfachen Sie das Ergebnis weiter! s e 50
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6. Ableitung der Umkehrfunktion

Aufgabe:

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion

2

F(x) = arcsin 2 a2 , w.€R!

2 + a2
Falls Sie einen Hinweis bendtigen — N
sonst — U095
R O A 0 P Y S S AP LR o
7 { 1 4
Wegen ['(z) = T folgt unmittelbar
il
dy = T, dz:

Wir losen eine weitere

Aufgabe:
Bilden Sie das Differential der Funktion

r(p) = 2¢ — sin 2!

Losen Sie diese Aufgabe selbstiindig!

Anschlieflend e 0 4 )

9  Fister, Veriinderliche — 133 —

U130



Hinweis :

li (w4 k) — [(@,)

m —— 7 = lim
¢ )

(xg + h) + sin(zy + k) —x) — sinx,
h

h—0

Berechnen Sie diesen Grenzwert unter Benutzung des Ergebnisses der
vorhergehenden Aufgabe!

Vergleichen Sie! —_—» U106

00l il Dot 7 3G T T 7 22

[, (‘T(b> e x (mulq_:":h«oz + zjg

Zur Festigung IThrer Kenntnisse wollen wir die Quotientenregel noch auf
eine andere Klasse von Funktionen anwenden, und zwar auf trigono-
metrische Funktionen.

» Us5
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Fiir die Funktion aresinz, x € [—1, 1],
gilt nach S. 6.1 (Lehrschritt 83, Seite 25)

1

arcsin x = ———, z € (—1,1).
da Y1 — a2 ¢ ( 1)
l Entscheiden Sie!
®
Ich kann die Aufgabe jetzt selbstindig Isen. s e e 1195
Ich benotige weitere Hinweise. ARG L 1)

U3l

Losung: dr = (2 — 2 cos 2¢) de.

Falls Sie weitere Aufgaben selbstiindig losen wollen

» U132

sonst weiter im Darbietungsprogramm —» 7, Seite 113
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uio

Das richtige Ergebnis lautet

T f(xg+ h) — 1(xy) g (g + h) + sin(.rﬂl;{— h) — x, — sinx,

h=0 h h—0

= lim ik + lim *2 20 T i

h—0 h h=0 h
= 1 4+ cos z,.
Falls Sie weitere Aufgaben dieser Art lisen wollen,
dann —_—
sonst weiter im Darbietungsprogramm ————» 7, Seite 109

USI
i’ (z,) = 30z, — 11,

fo/(ry) = 4a® — 6z

Bilden Sie nun noch einmal mit Hilfe der Quotientenregel die Ableitung

der Funktion

; (@ 5w —2). (3z — 1
[(@) = m; : ',4‘_),( ::;r'*)” 24 — 322 4 20,

Vergleichen Sie erneut in

» Uk4
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Wir betrachten die in 90 gegebene Funktion

4 2
& ! —a
F(x) = arcsin L €R,
als zusammengesetzte Funktion und selzen
. 2 —a?
f(z) = arcsinz, z = g(x) = B T

Damit ergibt sich

A _» 193

Ui32

Nachfolgend seien einige Aufgaben genannt, die Sie ohne zusiitzliche
Hilfe lésen sollten.

Bestimmen Sie die Dillerentiale der Funktionen

a)yz]/i—i—aﬂ, x €R,

b) y:%-{—urclan%,xéR, x40,
c)y= -}/2: an der Stelle zy =9 fiir doz = —0,01.
z

AnschlieBend ———» U133

—137—



U I I Aufgaben:

Bestimmen Sie fiir die Funktionen

a) flz)=tanz, =z (2n+ 1) f; ,n €G,

b)f@) =2 — tanz, x= 2n+ 1), n€G,

¢) f) =a(t—sint), tER,

die erste Ableitung an einer beliebigen, aber esten Stelle 2, bzw. ¢, durch
Berechnung des Grenzwertes

e A st o
lim ‘Ai’/?' bzw. lim 'ZI‘VIL !
As50 5T iy b

' Losen Sie diese Aulgaben selbstindig und vergleichen Sie erst
e dann.

» U12

£ (%) = 30z, — 11,

fo' (wg) = 4a,* — 6z,

Fiir die Anwendung der Quotientenregel bendtigen wir nun

/.1,(370) i fz(xo) A S R 4
fule,) s o lmy) s e sy e

Vergleichen Sie! —» U53
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Anwendung der Kettenregel auf die Funktion F(x) = arcsin

fithrt auf

Losungen:
x dx £
a) dy :—}7—1}_:(_—'72—, z €R.
a® dw
b) dy = — ECETOR x+40.
c)dy = — P da, am 0]

1
dyls e ot
'i!,=9 2700

Weiter im Darbietungsprogramm

— 139 —
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ui2

Lésungen:

; s
a) (o) = costz, ’

5 1 .
b) f (@)= 1 — $7T P sy lan®x,

¢) f'(t) = 2asin? t} oder f’(ty) = a(l — cost,).

Weiter im Darbietungsprogramm ————» 74, Seite 109

Us3

F1' () fo(g) = 3025 — 11zt — 90203 + 3324 + 60z — 22

Fu(@o) fo' (@) = 60xg® — 4yt — 824 — 6642 — 122,

Damit erhalten wir unter Beachtung der allgemeinen Aussage

vy 1 (@) Fa(@) — [1(w) f2' ()
A EEN

fiir die gegebene Funktion das Ergebnis

» U50
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iy 1 _ 20(2 4 a?) — (2 —a?)
F'(z) V;r‘lﬂ—id?‘ g PEEL s
- (555)
2+ a2
Vereinfachen Sie diese Losung!
()= e s =0,
» U95

R R T e A R o W R R P A TS B TR AT
9. Mittelwertsitze der Differentialrechnung
Aufgabe:

In welchem Punkt ist die Tangente an das Bild der Funktion
/(x) = 4 e x2’ x 6 (_2’]—):
parallel zur Sehne, die die Punkte A(—2,0) und B(1,3) verbindet?

Hinweis : Fertigen!Sie eine Skizze an!
' Entscheiden Sie!
[ ]

Ich méchte diese Aufgabe bis zum Endergebnis ohne Hilfe in meinem
Arbeitsheft I6sen und dann das Ergebnis vergleichen.

» U139
Ich benétige noch Hinweise. ——» U140
Ich kann diese Aufgabe nicht lésen. —» U135

—141—
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U54

2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Aufgabe:
Wir untersuchen die Funktion

f@) =

2 firz = 1,
(@ — 22 fire <1
in 25 = 1 auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Fertigen Sie zuniichst eine Skizze der Funktion an!

AnschlieBlend Lita o b o A

£ () = — 30xy° + 332y — 8x® — 33,® + 722y — 22
0 (‘Tod 1R 3_7;02 + 2)2

Sollten Sie diese Losung erhalten haben, dann haben Sie sehr gut gear-
beitet. Weiter so!
Sie kénnen schon mit der nichsten Ubungsaufgabe beginnen!

» U55
Sollten Sie diese Lisung jedoch nicht erhalten haben ————» U48
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T
K (z) — RNl =0

Bei der weiteren Vereinfachung dieses Ausdruckes (Rationalmachen des
Nenners) spielt das Vorzeichen von z eine Rolle. Unter Beriicksichtigung

ergibt sich damit

von Ja? = |z

i d ea ot n SR A g § Talls x>0
F'(2) = ——arcsin - = :
da DAL AR e T , falls z < 0.

» U096

Gesucht ist offenbar der ,,Zwischenwert® &, so daBl die Tangente im U |35
Punkt (&, f(£)) parallel zur Sehne AB verliuft.

¥ %
P(£,f(£)
(¢,f(£) 0 )

Al

g

! 1

1

fx) 57_ :
4 i okl Abb. 44
b A TSy X

Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form an

[®) = 1a) _ sy

b—a

und zwar auf die Funktion f(z) = 4— 2%, o € [—2,1].

Bestimmen Sie:

Vergleichen Sie anschliefend! o Ti oy 436

— 143 —
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g st Abb. 42
X

Das Bild von f(z) ergibt sich — unter Beriicksichtigung der jeweiligen
Definitionsbereiche — aus Teilen von zwei quadratischen Parabeln mit
den Scheitelpunkten in (0;0) und’ (2;0).

' Entscheiden Sie sich fiir eine der folgenden Aussagen?

L J
f(z) istin 2y = 1 nichl stetig. — U15
f(z) ist in 2y = 1 stelig. —_— (17
Ich weil} es nicht. — » U18

Aufgabe:
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

Cos. &

f(x) = m, 1 -+ 25iua:=i:0,

an der Stelle z,!

' Entscheiden Sie!
°®

Ich méochte diese Aufgabe selbstiindig 16sen und dann das Ergebnis ver-

gleichen. — U57
Ich benétige einen Hinweis. —» U56

Ich kann keine Losung finden.— Wir empfehlen Thnen, den Lehrabschnitt
,,Quotientenregel“, Darbietungsprogramm Seite 34ff., sorgfiltig zu
studieren. 50 bis 55

U055 -———
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o 21@ , falls >0, U 96

272
2 4 a2

Fila) =
Jfalls’z < O

Wir wenden uns einer weiteren Aufgabe zu, in der Umkehrfunktionen der
Exponentialfunktionen sowie hyperbolischer Funktionen auftreten.

Aufgabe:

Ein Kérper mit der Masse m legt unter der Einwirkung der Schwere-
beschleunigung g und einer Reibungskraft R = b? in der Zeit ¢ den Weg

i 1. cosh (artanh fv, + fgt) S
kst s pg cosh (artanh fvg) ’ e mg’
zuriick (z,, ), b sind Konstante).

Berechnen Sie die Geschwindigkeit v des Korpers!

' Entscheiden Sie!
)

Ich lose die Aufgabe selbstiindig und vergleiche das Ergebnis.
» U108, Seite 169

Ich bendtige Hinweise. —_— 197

U136

b=, a= —2,
f(b) = 3, fla) = 0.
f'(§) = —2&.

Setzen Sie die gefundenen Werte in die Formel des Mittelwertsatzes ein
(vgl. U135), und bestimmen Sie & (im vorliegenden Fall liBt sich & ex-
plizit angeben)!

EoRumge ke e L e

» U137
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Thre Antwort ist falsch!

Wiederholen Sie den Begrifl der Stetigkeit einer Funktion, z.B.

im Darbietungsprogramm, Seite 10

oder in [1], Seite 135 fI.
oder in [2], Seite 130 fI.
oder in [3], Seite 25 {I!

Anschlieend beantworten Sie bitte folgende Frage: Welche notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit von f(2) in 2, ist lhnen
bekannt? J

» U16

Hinweis : Setzen Sie

filz) = cos.z;
fo() =14 2sina
! pud) : AL () Tl cos & { ]
und differenzieren Sie [(z) = R R e I + 2sina == 0, nach
der Quotientenregel.
Vereinfachen Sie das Ergebnis unter Verwendung von

sin®x 4 cos?z = 1.

Anschliefend LD P NP 7y
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Schreiben Sie zuniichst den Logarithmus des Quotienten als Differenz

I _cosh (artanh v, + fgt)

2 coRhi(aTtAR By Fe e At R e S

Wegen

(o) —fla) '

e i

erhiilt man

3—0

e W
und somit

1
E=— 5

Bestimmen Sie nun fiir f(z) = 4 — 22, € (—2;1), den Wert der Funktion
an der Stelle &:

» U138

— 147 —
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Antwort:

Die Funktion f(x) ist in 2, genau dann stetig, wenn sie dort sowohl links-

seitig als auch rechtsseitig stetig ist.
In diesem Falle gilt:

a) lim f(o)= limf(x) = f(z,)

a—xy+40 x—>2y—0

oder

b)lim f(z,+ h) = lim f(z,+ h) = f(z,).
h—40 h—»—0

Berechnen Sie nun fiir die Funktion
h R Ty A 1
(x — 22 firz <1

Irmpf (b=t ol < i

h=>+0
S ER A R

h—>—0
Anschlieflend

» U19

Das richtige Ergebnis lautet

PR o (—sinay) (1 -

+ 2sin xy) — cos x, - 2c0s Ty

(1 4 2sin z,)?
oder vereinfacht

a1 2 + sin z,
il o (T4 2sinmy)2

Wir losen eine weitere Aufgabe.

— 148 —
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n vl partelth oy b ey = In [cosh (artanh fv, + fgt)]

~ cosh (artanh Bo,)

— In [cosh (artanh fuvg)].

Damit ergibt sich fiir den Weg 2 aus U96:

Ui3s8

oder

Formulieren Sie die Losung in einem Antwortsatz. Wir wiederholen
die dazu bendtigten Angaben:

gegeben: f(z) = 4 — a?, « € (—2,1), mit A(—2,0), B (1,3),

gesucht: P (&, f(&)), in dem die Tangente parallel zu AB.

Verdeutlichen Sie sich das Ergebnis nochmals an Hand Threr Skizze!

Anschliefend ) S L A i 1)
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Uiz

Ihre Antwort ist richtig!

Fiihren Sie den Nachweis fiir die Stetigkeit der gegebenen T‘lmklmn f(2)
in a; jetzt analytisch!

' Entscheiden Sie!
°

Ich kann den Nachweis in meinem Arbeitsheft selbstiindig fiihren.
Anschlieffend bl R i G Y )

Ich benétige einige Hinweise. S S U

Aufgabe:
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

[@) =% a4 (20 + 1) 5, a€R, (a = na),

tan @

an der Stelle 2!

Suchen Sie den vorteilhaltesten Losungsweg!
' Entscheiden Sie anschliefend!
L J

Ich habe vermutlich den vorteilhaftesten Losungsweg gefunden
» U59

Ich habe den vorteilhaftesten Lisungsweg vermutlich nicht gefunden.

» U61
Meine Losung lautet
—tanxz, cota
v, e sinZa cos®ry o ;
60 L gl o SR

Ich kann keine Losung finden. —  » 163



1
T =1x,+ Py {ln [cosh (artanh fv, + fgt)] —In[cosh (artanh ﬂz'o)]}
Bestimmen Sie nun die Geschwindigkeit » = (JI)I ;
(
Wissen Sie, wie Sie vorzugehen haben?
Falls Sie Hinweise bendtigen — U100
sonst — U101

L e Uli39

Antwort (sinngemiil):

Im Punkt P(—-%-. 1/;)) ist die Tangente an das Bild der Funktion

flx)= 4 — a? a € (—2,1), parallel zur Sehne, die die Punkte A4 (—2,0) und
B (1,3) verbindet.

Geometrische Darstellung:

yh t

a8 PAbD. 45

N
W
b%

Falls Sie diese Ergebnisse nicht erhalten haben, geben wir Thnen einige
Hinweise — U140

sonst SCLOM S A |
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Uuis

Uberlegen Sie zuniichst, wie die Stetigkeit einer Funktion f(z) an der

Stelle z,, definiert ist. Erforderlichenfalls informieren Sie sich

im Darbietungsprogramm, S. 10
oder in [1], Seite 1351f.
oder in [2], Seite 130ff.
oder in [3], Seite 25ff.!
a? fir x > 1,

(x—2)2 firz<1

Jerechnen Sie dann fiir die Funktion f(z) =

lifn FOLA R i b .

h——0

Us9

Die Anwendung der Quotientenregel ist nicht erforderlich; denn es gilt

cot a 1
——— =cota-——=cota-cotzx
tanx * tan @

fl@) =
und damit, da cot a konstant ist,

FE v i s A ;

— 152 —



Hinweise : Bei Betrachtung von

Tyt ng—{ln [cosh (artanh fv, + Pgt)] — In [cosh (artanh ﬂuO)J}
stellen wir fest:

1) Der Ausdruck In [cosh (artanh fvg)] ist von ¢ unabhiingig und daher
bei der Differentiation als Konstante zu behandeln.

2) Der Ausdruck In [cosh (url’anh Pv, + Pgt) ist von ¢ abhiingig.
Versuchen Sie erneut die Losung!

de

e dL --------------------------------------
» U101

Hinweise :

1) Gesucht ist offenbar der (in unserem Falle eindeutig bestimmte) ,,Zwi-
schenwert* &, so dal} die Tangente im Punkte (&, f(&)) parallel zur
Sehne AB verliuft.

2) Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f(z) = 4 — a®, o € (=2, 1),
und wenden Sie den Mittelwertsatz (Satz von Lagrange) in der Form

[0) = 1@) _ ),

b—a

auf diese Funktion f(x) an! Bestimmen Sie dann.& und f(&)!

Losune: V.G LSl s e e
Anschlielend —» U139
Falls Sie keine Losung finden kénnen — U135

U100

U140



uli9

Uéo

f(1) =1,
lim f(1 4 A) = lim (1 4+ h)? = 1,

h—+40 hovid
limf(1+ A)=1lim (1 4+ h — 2= 1.
A0 h—>—0

Wegen f(1) = lim f(1 + h) = lim f(1 + k) = 1 ist die gegebene Funktion
h—+0 h—>—0
in 2, = 1 sowohl rechtsseitig als auch linksseitig stetig und damit stetig

schlechthin.
Wir untersuchen nun, ob diese Funktion in 2, = 1 auch differenzierbar ist.
Fiir die beiden einseitigen Ableitungen in 2, = 1 ergibt sich

)= und

» U20

cot a

f, (xg) = —

sinfa,
Falls Sie weitere Aufcaben selbstindig losen wollen
2 g

» U64

sonst weiler im Darbietungsprogramm —» K, Seite 97

Al | <A,



Vergleichen Sie Lhr Ergebnis mit folgendem Losungsangebot!

e Ll il
o 'B% " cosh (artani B, + Bat) » U103
b=+ tanh (artanh B, + f) Ly 04
p gl slartanh io 1ilsy L s

" Bz cosh (artanh B, + fat)

Aufgabe:
Gegeben ist auf 5 Dezimalstellen genau lg 6 = 0,77815. Berechnen Sie
lg 6,2 mit Hilfe des Mittelwertsatzes aul drei Dezimalstellen genau!

' Entscheiden Sie!

[ ]

Ich mochte diese Aufgabe selbstindig bis zum Endergebnis in meinem
Arbeitsheft 16sen und dann das Ergebnis vergleichen.

» U148
Ich benotige Hinweise. —» U146
Ich kann die Aufgabe nicht losen. — U142

— 155 —
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Wenn Sie diese Losungen nicht gefunden haben, so vergleichen Sie lhre
Aufzeichnungen mit den folgenden Zwischenschritten:

1 4 2h 4+ 2 —1

45 R ity L ‘
p 1) ="lim ~§A———————: ]llll TS L T i) Z,
/r ( ) h—>-+40 h h—>--0 h

ABEH7 4 HS
TR T O e ol RGN

h—>—0 h

Welche SchluBfolgerung ziehen Sie aus dem obigen Ergebnis beziiglich
der Differenzierbarkeit der Funktion in z,= 1?

' Entscheiden Sie sich fir eme der folgenden Aussagen!
°

f(x) ist in @, = 1 differenzierbar. e iy 21

f(x) ist in 2, = 1 nicht differenzierbar. —_— 1022

. . . p cota |
Bei formaler Anwendung der Quotientenregel aul f(x) = TR kann man
an @

setzen
fi(@) = cot a; fo(z) = tan x

und gelangt unter Beachtung der Tatsache, dal col a eine Konstante ist,
zum richligen Ergebnis.
Vorteilhafter ist allerdings der Ansatz

[(@) =

’

cot a

4
= cota - = cot a-cot x
tan@ tan o

und damit

Y =W
» U60



uio02

1 sinh (artanh fo, - fgt)

Sie fanden mit v = U el S ol PS4
B2g  cosh (artanh Py, + Bgt)

pg ein richtiges Ergebnis.

: sinh @ : i
Wegen ———— = tanh x ergibt sich
cosha 7
DAES R R e el e e

» U104

U142

Wir empfehlen Thnen das Studium der Lehreinheiten 145 bis 147 (Sei-
le 751I.) im zugehorigen Darbietungsprogramm, anschliefend arbeiten

Sie hier weiter. 145 bis b
Wir wenden den Mittelwertsalz (Satz von Lagrange) an in der Form
fzo+ B) = fzg) + I+ /oy + BR), B € (0,1),

und zwar auf die
Bestimmen Sie:

a) o)l o B : d) [(z,) AR ;
b)) ide— s i S : e) iyt h) = i )
)imh S e S : B)ifflaacl o) = S S :

gegebene Funktion f(z) = lg fir x;= 6 und A= 0,2,

Hinweis : Die 1. Ableitung von f(z) = lg 2 finden Sie im zﬁgehﬁrigen Dar-
bietungsprogramm (Anhang, Seite 116), den Wert fiir Ig e in einem Nach-
schlagewerk.

» U143



Ihre Antwort ist nicht richtig!

Wiederholen Sie die notwendige und hinreichende Bedingung
tiir die Differenzierbarkeit einer Funktion z. B.

im Darbietungsprogramm, Seite 38
oder in [1], Seite 116
oder in [2], Seite 101
oder in [3], Seite 45.

Begriinden Sie anschlieBend, weshalb die vorgegebene Funkiion f(x)
in z,= 1 nicht differenzierbar ist!

» (22

Ué2

Lhr Ergebnis ist falsch!

' Beachten Sie: cot a ist eine Konstante!
®

Versuchen Sie die Losung erneut!

Anschliefend e Ly 58



Falsch! U l 03

Offenbar haben Sie die gegebenen Hinweise (vgl. U100, S. 153) nicht ge-
niigend beachtet. Wir lésen die Aufgabe schrittweise.
Zunichst stellen wir fest, daf in

T = Zy+ ngi“—{ln [cosh (artanh fv, + fgt)] — In [cosh (artanh [)’UO)]}
o
die Ausdriicke
2y und %ln [cosh (artanh fov)]
o
Konstanten darstellen und deshalb beim Differenzieren Null ergeben.
Verbleibt noch die Differentiation des Ausdrucks

ik

Py In cosh (artanh fv, + Pat) ! (%)

nach &

Wir setzen w = artanh v, + fgt,
w = cosh u.

Damit geht () iiber in

......................... : - 1107

U143

) f(2) = lga, d) flzy) = g 6.
’ Ig ] 13
b) f'(2) ===, o) fly + h) = lg 6,2,
¢ pL i dy @ lo e
c) zy + h = 6,2, £) [ (2o + Oh) = 51502 -I-bz’;O,? .

Anwendung des ersten Mittelwertsatzes (Satz von Lagrange) auf die
Funktion f(z) = lg 2 fiir ;= 6 und h = 0,2 ergibt

)
YD e
» U144
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f(x) ist in )= 1 nicht differenzierbar, weil

' (1) == /(1)

Wir [assen zusammen:

Die in U13, Seite 142, vorgegebene Funkiion f(z) ist in o, = 1 zwar stetig,
aber nicht differenzierbar. Es existieren in diesem Punkt die beiden ein-
seitigen Ableitungen

f,' () und f, (), es gilt jedoch f,'(z) = f, ().

Im Punkt (1, f(1)) kann also keine Tangente an die Kurve gelegt werden
(hingegen existieren dort die beiden einseitigen Tangenlen).
Wir wenden uns einem weiteren Beispiel zu.

» 023

Wie im Lehrabschnitt ,,Quotientenregel” (Lehrschritt 50fI., S. 341f.)
gezeigt wurde, ist der Quotient ¢(z) = #j?)
Funktionen f(z), fo(z) (mit fy(x) &= 0) wiederum differenzierbar. Man er-
hilt

von zwel differenzierbaren

e R 11 (%4) fa(®e) — fa(y) [/ (24) ;
q (x) = ()

Versuchen Sie nun, die gegebene Aufgabe zu losen!

» U58
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pi— %tanh (artanh pv, + Pgt)

ist die Losung in der einfachsten Darstellung.

Weiter im Darbietungsprogramm! —» 7, Seite 111

0,21ge §c (0’1) (*)

]g6,2:1g6-}—m0—2—,

Wie Sie bemerken, hiingt der Funktionswert lg 6,2 von der Grofie 9 ab,
die uns numerisch im allgemeinen nicht bekannt ist. Der ¢ enthaltende
Ausdruck ist offenbar streng monoton. Daher kann man durch Einsetzen
spezieller Werte fiir ¥ die niiherungsweise Berechnung des Funktions-
wertes lg 6,2 durchfiihren. Hierbei ist es zweckmiiBlig, statt ¥ die Werte
0 und 1 einzusetzen (die in (%) aber nicht angenommen werden konnen).

Ersetzt man in (%) ¢ durch 1, so folgt

Lo, 2004 bt i 8
Ersetzt man in (%) 9 durch 0, so folgt
16 <0 A L N

» U145
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Ué4

Aufgabe:
Gegeben sei die Funktion
14 sinz firz >0,
[(@) = L
|z + 1] fir < 0.
a) Skizzieren Sie das Bild dieser Funktion in IThrem Arbeitsheft!

b) Entscheiden Sie aul Grund Ihrer Skizze, ob f(x) in ;= —1 und in
2y = 0 stetig bzw. differenzierbar ist.
Tragen Sie Thre Antworten in die folgende Tabelle ein!

f(x) in stetig nicht differen- nicht
stetig zierbar differenzierbar
Ty = —1
2y=10
Vergleichen Sie! MR SR A

Nachfolgend seien einige Aufgaben genannt, die Sie ohne Hilfe 16sen sollten.

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen an der Stelle 2,

e?— 1

a)/‘(x)':—gf*_‘i‘a zCR,
b f@) =2E2E,  2>0,
c)f(x):%-_jl_:%j, x + sin x == 0.

Erst dann S Loy 106

— 162 —



Dieses Ergebnis ist falsch. U I 05

Bei Anwendung der Kettenregel kann man in
T =z, —}—73—3;—1n [cosh (artanh fv, + fgt)] — ﬂ—‘if In [cosh (artanh fv,)]
(=] =]

setzen
1

B*g
w = cosh u,
u = artanh ﬂvo gl ﬁgt’

c= x5 — Tg%]n [cosh (artanh fvy)] = const.

‘Inw + ¢,

und erhiilt

A—(—l—t— =y e SR A R S PR B e i ;
— » U106

U145

Ig 6,2 >1g 6 + 0’261;%1 — 0,79216,

Ig 6,2 < Ig 6 + .‘.)’2,.:6_‘&_ — 0,79263.

Daraus folgt

0,79216 < 1g 6,2 < 0,79263.

Wie man sieht, ergibt sich der gesuchte Funktionswert lg 6,2 auf drei

Dezimalstellen genau zu lg 6,2 = 0,792,
» U149
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65

Losung:

zu a)
y
2 -
7
L ; Loty \4 = b"} 71 Abb. 43
o X
7 -1 LT n
zu b)
[(z) in stetig nicht differen- nicht
stetig zierbar differenzierbar
zy=—1 X X
zy—=0 X X
' Entscheiden Sie!
°
Meine Antworten sind richtig. — V27
Ieh habe bei der Untersuchung an der Stelle 22;= —1 cinen Fehler
gemacht. : ——» U25

Ich habe bei der Untersuchung an der Stelle 2; = 0 einen Fehler gemacht.

—» 126

Losungen:

2(sin 2y — x4 cos 7))

o) [ (wy) = ERT e e xy + sin xy = 0.

» K., Seite 97

Weiter im Darbietungsprogramm! s
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() 1 . %
= | Ul06

—— = sinh u,
du
du B
AT
Es gilt
da dz dw du
Tiderer o dwviidu i des
3 ! d sinh
somit ergibt sich unter Beachtung von g At tanh x
cosh
1
und T =——Inw+ ¢, c = const., w = cosh u,

B*g
U= artanh fh’o + ﬂgh

die Ableitung

Tt U S o § —— U104

Ul4é6

Hinweis: Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form
@y + ) = fleg) + h - [z + Oh), & € (0.1),

auf die gegebene Funktion f(2) = Ig 2 fiirzy= 6 und h = 0,2 an.

Bestimmen Sie:

Die 1. Ableitung von lg  finden Sie im zugehdrigen Darbietungsprogramm
(Anhang, Seite 116), der gerundete Wert fiir lg e ist 0,4343.

» U147

11 Elster, Veriinderliche ; + 165 =



Die in U23 gegebene Funktion f(z) ist an der Stelle z, = —1 stetig, da dort
der Funktionswert mit dem Grenzwert iibereinstimmt. Die Funktion ist
dort micht differenzierbar, da offensichtlich im Punkt (—1, f(—1)) keine
Tangente an das Bild der Funktion (vgl. Abb. 43, U24) gelegt werden kann.
Wenn bei IThrer Entscheidung in 23 auch ein Fehler an der Stelle 2, = 0
auftrat,

dann — 126
~andernfalls — 127

5. Kettenregel
Aufgabe:
Differenzieren Sie die Funktion
G, AT O
F(x)= Ya® — bz, =z >5,

an der Stelle z !

Danach e el B S ]
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o da ~~_1. 1 U |07
Vel Tme

Bei der Differentiation haben wir also zu beachten, daf} es sich bei der
gegebenen Funktion 2 um eine zusammengeseizte Funktion handelt,
bei deren Differentiation infolgedessen die Kettenregel anzuwenden ist.

Es gilt

dz  dz dw du

AL L T R IR
Bestimmen Sie aus
1
-Inw + ¢, ¢c=a;— —Bz—g—]n [cosh (artanh fiv,)],

w = cosh u, u = artanh o, + fgt

o ad
B

» U106

U147

a) fle) =lga, d) f(z,) =1g6,
b) (@) =52, o) fwo + 1) =1g62,
v lge
C) 370+/L: 692, f)/ <'TO+’0]') o F"l‘ﬂ 0’-‘)

Arbeiten Sie selbstiindig in Threm Arbeitsheft weiter, indem Sie
' die unter a) bis f) gefundenen. Ausdriicke in die Formel des
e Mittelwertsatzes (siche UMG) einsetzen und dann den Fehler ab-
schiitzen!

Bemerkung: Wenn lhnen die Losung als zu schwierig erscheint, dann
empfehlen wir Thnen das Studium der Lehrschritte 145 bis 147, Seite
751, im Darbietungsprogramm, anschlieend arbeiten Sie hier weiter.

Anschliefend e ok 11148
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Ué7

Die in U23 gegebene Funktion f() ist an der Stelle , = 0 stetig, da dort
der Funktionswert mit dem Grenzwerl iibereinstimmt. Die Funktion ist
dort auch differenzierbar, da an dieser Stelle die linksseitige und rechts-
seitige Ableitung existieren und iibereinstimmen.

Wenn bei Threr Entscheidung in U23 auch ein Fehler an der Stelle zy= —1
auftrat,

dann Sl R PSS

andernfalls TR vy 127

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem folgenden Lisungsangebot:

3
F'(@y) = = (a —5ag) by 168
AL
F'(ag) = + (w2 — Bzg) " - (20 — 5) G BEUA 1
1 O G i
F'(zg) = 7 (229 — D) - ]/(“702 — Ba)? ST L
AT Yookl LRGN 71
4Y(wy? — Bay)®
1 A AT T ;
F’(.’UO) = 71‘(21'0 — 5) J ' m e U72

Ich erhalte kein oder ein anderes Ergebnis, ———» 73

— 168 —



) 1
= L A (artanh fv, + Pgt).
dt p
Wenn Sie diese Losung nicht erhalten haben ——————» 197, Seite 147
Sonst weiter im Darbietungsprogramm ————»  Zg, Seite 111

B R O SR T SR P
Vergleichen Sie lhr Ergebnis mit dem folgenden:

Wir wenden den Mittelwertsatz (Satz von Lagrange) an in der Form
flzg + k) = f(wy) + Af'(z,+ OR), | B € (0,1),

und zwar auf die gegebene Funktion f(2) = lg & mit ;= 6 und . = 0,2:

0,2-1g

Ersetzt man ¢ durch die Werte 0 und 1, so ergibt sich

,~ . ] ge 0,.. 1<r e

g6,2<1g6 +

g6 +

oder

0,79216 < 1g 6,2 < 0,79263.

Daraus folgt fiir den gesuchten Funktionswert lg 6,2 aul drei Dezimal-
stellen genau lg 6,2 = 0,792.

Falls Sie ein anderes Ergebnis erhalten haben,

dann —_— U142

sonst o] Ul{lg

— 169 —
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Wir wollen nun analytisch zeigen, dal}

f@) :{ |z + 1]

1+ sinz fiirx > 0,
firz <0

in ;= —1 nicht differenzierbar, in @, = 0 differenzierbar, aber an beiden

Stellen stetig ist.

Bestimmen Sie:

lim f(—1 4 h) =

h—~-+40

lim f(—1 + h) =

h—s>—0

Falsech!

....................

.............

lim f(0 + h) =

h—+40

limy At b= e S :

h——0

Sie haben nicht erkannt, dal} es sich bei der gegebenen Funktion um eine
zusammengeselzte Funktion handelt. Beim Differenzieren haben Sie die
Ableitung der ,jinneren‘ Funktion nicht beriicksichtigt.

Versuchen Sie die Losung der Aufgabe erneut!

Anschlieffend

— 170 —
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uio9
7. Hohere Ableitungen

Aufgabe:
Bestimmen Sie die dritte Ableitung der Funktion
f(x) = e =g €'R,
an der beliebigen Stelle x.
' Entscheiden Sie!
®

Ieh méchte diese Aufgabe selbstindig in meinem Arbeitshelt losen und
dann das Ergebnis vergleichen. ———» U124, Seite 121

Ich mochte diese Aufgabe schrittweise mil ecinigen Hinweisen losen.

» U110

U149

Wir bearbeiten eine weilere
Aufgabe:

Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die
Ungleichung

In/(1:efiz) <Gz, el T>10.
Veranschaulichen Sie den Sachverhalt geometrisch!
' Entscheiden Sie!
°

Ich mochte den Beweis selbstindig in meinem Arbeitsheft fiithren und dann
vergleichen. ——» U155

Ich kann die Aufgabe nicht losen. — U150
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69

f(—1)=9, f(0) =1,

lim f(—1+ h) =0, lim f(0 + k) = lim (1 + sin(0 + h)) = 1,
h—>40 h—>40 h—>--0

lim f(—1 4 h)= 0, lim f(O 4+ k) = lim (0 + A+ 1) = 1.
h—>—0 h—>—0 h—>—0
Also ist f(z) in #; = —1 und 2, = 0 stetig.

: e ; : 1+ sinz firz > 0,
Bestimmen Sie fiir die betrachtete Funktion f(z) = LA e
x iir v <<

» 029
QORI B e ik v T S R e T e s ST RAY S S RS T S e L i s i e O A R o

Das ist ein richtliges Ergebnis!

3
5 S 1 PNt i LAt ;
Das Ergebnis F'(z,) = T (@2 —b5x,) *- (225 — 5) lifit sich noch um-

formen, wenn man fiir die Potenz die Wurzelschreibweise verwendet.

' Entscheiden Sie!
[ J

Ieh kann die Umformung selbstiindig fithren! — » U75
Ich bendtige zur Umformung einen Hinweis! —» U74.

— 172 —



Bestimmen Sie zuniichst von der gegebenen Funktion
f(z) = e*"+2+1, 2 CR,
die erste Ableitung. Dabei ergibt sich
R e :
» U111

Nachdem wir den Mittelwertsatz in den vorangehenden Aufgaben auf
numerische Probleme anwandten, dient die gegebene Aufgabe dazu,
diesen wichtigen Satz zum Beweis von Aussagen heranzuziehen. Hierin
liegt auch die eigentliche Bedeutung des Mittelwertsatzes. Wenn Sie die
folgenden Lehreinheiten konzentriert und aufmerksam durcharbeiten,
werden Sie ohne Schwierigkeiten die gestellte Aufgabe 16sen und zugleich
Freude am ,,Beweisen‘‘ haben.

Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form
(o + b) = f(ag) + bf (5 + BB, & € (0, 1),
auf die Funktion

f@)y=In (1 4+ 2); z € (—1, o0),

an.

» U151

— 173 —
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u29

B R T e Suiell Pl ()

h—>—0 h

A A o S e o o L
h—>—0 h
h=>-40 h

— lim |"‘1+/Iv+1"—l_1+“:1,
h—>+0 h

/l,(o) = li”l M)—: ]i]n _I.h_—l:l_|____.1_= 1’

LI h

f,/(0) = lim LB =f0) 7 Syt (Ao sinh) =4 o sindy o

h h—-+0 h

Also ist f(z) in x;= —1 nicht differenzierbar (wegen [;/(—1) == [,/ (—1)),
aber in 2, = 0 differenzierbar.

Damit mochten wir die programmierten Ubungen zum Abschnitt ,,Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit* abschliefen.

Wenn Sie bisher sorgfiiltig gearbeitet haben, diirfte es Ihnen nicht schwer-
fallen, auch bei anderen Funktionen richtig zu entscheiden, ob Stetig-
keit bzw. Differenzierbarkeit an der Stelle 2, vorliegen.

' Arbeiten Sie im Darbietungsprogramm weiter!
o

» Z,, Seite 110

FFalsch!
Sie haben vermutlich beim Umformen des Potenzausdruckes in die Wur-
zelschreibweise einen Fehler gemacht. i

Wir geben lhnen einen Hinweis! — U741
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Ulll

Welche der angegebenen Ergebnisse erhielten Sie fiir die erste Ableitung?

f(z) = 2z + 1) . e +at1 — U114
J5) = e tekd — U112
Kein oder ein anderes Ergebnis _— U113

UliSI

Bestimmen Sie von der Funktion f(z) = In (1 4+ 2), 2 € (—1, c0), fiir die
Stelle 2, = 0 und fir den Argumentzuwachs /= x:

— 175 —



u7i

3. Produktregel

Aufgabe:
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion
flx)=2a% (1 — 2?) (L4 2?), = €R,

an einer beliebigen Stelle &, mit Ililfe der Produktregel!

' Entscheiden Sie:
®

Ich mochte diese Aufgabe selbstiindig in meinem Arbeitsheft 16sen und

das Ergebnis anschlieBend vergleichen. —» U32
Ich benétige einen Hinweis. ——» U3l

Sehr gut!

Ihr Ergebnis ist richtig!

Als niichste Aufgabe wollen wir eine transzendente Funktion differen-
zieren.

» U75

476



Thr Ergebnis ist nicht richtig.

Wir geben Ihnen daher einen Hinweis:

Bei der Differentiation der Funktion f(z) = e**+#+1 ist zu beachten, dal}
es sich um eine zusammengesetzte Funktion handelt (also ist die Ketten-
regel anzuwenden!).

Bestimmen Sie nochmals [/(z).

Dann v e LR LA iy

pa e s,
[ (@) R T2
’ Bl i
["(zg + Dh) = T bk

Anwendung des Mittelwertsatzes (vgl. U150) ergibt

Int(dale Y =soh b it G e b s e ;
» U153

BT} e

Uuli2

U152



31

Hinweis: Formen Sie die gegebene Funktion
flx)=2a% (1 —2?% (1+ 2a?), z €R,

unter Verwendung von (1 —2?) (14 2?)=1—2' in ein Produkt von
zwei Faktoren um und differenzieren Sie anschlieBend nach der Produkt-
regel!

Wir erhalten

» U32

Das ist ein richtiges Ergebnis!

Die von IThnen angegebene Losung liflt sich noch umformen.

' Fiihren Sie diese Umformung durch!

Anschlieffend maGeh s 0 1195



Setzen Sie u(z) = 2%+ = + 1.

Dann folgt aus

fl@) = e*

A du

b1 by S e N R AL o
da
unmittelbar

il R R e
: » U116

ln(l+2)=2 ﬂiﬁ-q- § € (0,1), € (—1, o). (%)

Wenn wir uns auf positive x beschriinken, so lifit sich wegen 1 4 92 > 1
die rechte Seite von (%) nach oben abschiitzen gemil}

X
m, ?9 E (0,1), X > 0.
Damit erhalten wir Yz > 0 die gesuchte Ungleichung

In (1 + 2) < a.

' * Veranschaulichen Sie diese Ungleichung in einem rechtwinkligen
e [Koordinatensystem!

Anschliefend L R b 1A
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32

Das richtige Ergebnis lautet

f'(z,) = 22y — 62 = 22, (1 — 3:1:04).

Bemerkung : Das Ergebnis erhiilt man auch, wenn man in der gegebenen
Funktion f(z) die Faktoren miteinander multipliziert und anschlieend

differenziert.

Sollten Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben,
dann 131
sonst — -y 133

73

Wir losen die Aufgabe schrittweise.
Verwenden Sie die Potenzschreibweise bei (l(}l Darstellung der gegebenen

FFunktion

» U76
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Richtig!

Sie haben erkannt, dal} es sich bei der gegebenen Funktion f(z) um eine
zusammengesetzte Funktion handelt und die Kettenregel anzuwenden ist.

Wenn Sie auch weiterhin sorgfiltig und aufmerksam arbeiten, werden Sie
dieses Programm gewif} auf dem kiirzesten Wege und mit gutem Erfolg
durcharbeiten.

Bestimmen Sie nun

Anschlieflend e | g

Veranschaulichung:

gx)=x
f(x)=In(7+x)
Abb. 46

/01}3'4 s

Aus Abb. 46 ist ersichtlich, dali die Funktionswerte von f(z) = In (1 + 2),
z > 0, stets kleiner sind als die der Funktion g(z) =2, 2 > 0.

Falls Sie den Beweis der gegebenen Ungleichung noch einmal zusammen-
hiingend dargestellt haben wollen —» U155

Falls Sie eine weitere Aufgabe mit wenigen Hinweisen 16sen wollen

» U157

Andernfalls sind Sie am Ende des Darbietungs- und Ubungsprogramms
angekommen.
Wir wiinschen Ihnen fiir die weitere -Arbeit viel Erfolg!

12 Elster, Verinderliche RS o e

uli4
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33 Wir lésen eine andere

Aulgabe:
Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

f(x) = cosa - cotw, x &= nw, n €G,
an der Stelle z.

' Entscheiden Sie sich fiir eine der folgenden Aussagen:

°
> . 1 il
["(xg) = — sina, - cot xy + cosay - —— e » L3
—sin?y,
; 1 4
' (w) = — sinzg - ( — —7> » U35
{ \/ 1 sindry
9 $ 1 tray
[’ () = — sinay - cotay, — cotay - prn » U34
sina,
AR . 4 1 LTI
["(xg) = — cotay - (sm.ro +——) » U36
" \ .\lll.('o /
Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis. » U37

v

Wir erinnern Sie an folgende Definitionen:

ak =

s L G,

N

ak

m n

A MM e i
a T et a0, 5a 6 Ry m n€G,in >0,

Damit ergibt sich fiir die gegebene Funktion F(x)
Ableitung
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Ullis

f(z) = (2z 1 1)es tak!

Wenn Sie diese Losung gefunden haben,

dann —» U116

sonst G T

Behauptung: In(1 4 ) < a fir x > 0. U I 55

Beweis: Wenn wir den Mittelwertsatz in der Form
flag+ ) = flwg) + b - [(xy+ 9h), 9 € (0,1),
aul die Funktion
f@)=In(l+2), € (—1,00), firzy=0und h==x

anwenden, so folgl
In (1 +2) = -

Wegen
x

149z

ergibt sich
In ({+2) <=z fur.z > 0!

Zur geomelrischen Veranschaulichung des Sachverhalts dient Abb. 46

U154.
» U156 .
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Richtig!

Das Ergebnis lifit sich noch weiter vereinfachen.
Klammern Sie in dem Ausdruck

—sinz, - cotxy — cotgy - ——
0 0 0 SII]J'0

den Faktor —cot z,, aus!
Es ergibt sich
i) = et oy (R ae g L e e e

U7s

F'(ag) =

Aufgabe:

Differenzieren Sie die folgende Funktion an der Stelle x,:
By 1 ° 7T J'L)
(ar— ncosaz—l—?tanx,mé g

Stellen Sie das Ergebnis in moglichst einfacher Form dar!

Anschliefend oy U79



A du
0 e 2z + 1,

/v(;p) Pl (2{17—!— l) er a1

(In e* wurde u wieder durch den Term 2® 4+ x + 1 ersetzt).

Beachten Sie die gegebenen Hinweise (sieche U112) auch beim weiteren
Vorgehen!

Bestimmen Sie nun

Dann R LS B

Vergleichen Sie Thren Beweis mit der in U155 gegebenen Beweisliithrung!
Wenn Ihr Beweis Miingel aufweist — U150

Falls das nicht der Fall ist und Sie eine weitere Aufgabe lésen mochten
» U157

Andernfalls sind Sie am Ende des Darbietungs- und Ubungsprogramms
angekommen.

Wir wiinschen Thnen fiir die weitere Arbeit viel Erfolg!

13  Elster, Veriinderliche — 185 —
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Falsch!

Bei der gegebenen Funktion f(z) = cosz - cot 2, x = nx, n € G, handelt
es sich um ein Produkt von zwei Funktionen!

Wenden Sie daher die Produktregel zur Berechnung von f’(x) an!

Im allgemeinen Falle gilt (vgl. Lehrschritt 42, Seite 18):

p@) = fi®) - fa(®); p'(2) =f"(2) - fol@) + fil®) - f" (@).
Versuchen Sie nun erneut die Losung der gestellten Aufgabe!

» U33

F(x) ist eine zusammengesetzte Funktion der Form

F(a) = f(g(@).

Wir setzen

I

Z e o () et et (innere Funktion),

f(B) = n e (iuBere Funktion).

Il

Zusammengesetzte Funktionen werden nach der Kettenregel F'(z)
z.[’.(zo) g’(xo) mit 3= g(x,) (,.,;\bleil,uug de}' iiuljel"en Fuyklion multi-
pliziert mit der Ableitung der inneren Funktion®) differenziert.

Es gilt
[z =i e =
e i i ;
Bl )= L :
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' Entscheiden Sie sich fiir eine der folgenden Aussagen!

®
f’(z) = 2e¥+a+1 4 (22 4 1)? e¥*+2+1 — U118
(@)= (24 (2x + 1)?) ex*ta+1 — U119
[7(@)= 2+ 2v+ 1)) ex+at1 — U120
["(z) = (42 + 4z + 3) ex*+ot! ——» U125, Seite 123
Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis ———» 121, Seite 195

Aufgabe:

Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die
Ungleichung

e?=>1+2x, x€R. ()

Veranschaulichen Sie den Sachverhalt geometrisch!

' Entscheiden Sie dann!
°

Ich mochte diesen Beweis selbstiindig in meinem Arbeitsheft fithren.

» U159

Ich benétige Hinweise fiir den Beweis. — U158

uii7

U157



Richtig!

Sie haben sehr gut gearbeitet.

Offenbar geht es nicht darum, eine Aufgabe schlechthin zu l5sen, sondern
ebenso wichtig ist das Bemiihen um eine moglichst einfache Darstellung
der gefundenen Liosung.

Fiir die Festigung Ihrer Kenntnisse ist die Losung weiterer Aufgaben

niitzlich. Wenn Sie diesen Hinweis befolgen wollen,
dann —_— V41

sonst weiter im Darbietungsprogramm —» K, Seite 95

Die in dem fiir /[”(x,) gefundenen Ausdruck auftretende Potenz
3

(x4 — bx,) * schreiben wir in Form einer Wurzel.

Wir erhalten

(o 2 Bl & e iy :

» U78



Sie haben richtig differenziert.

Vereinfachen Sie den fiir f”(z) erhaltenen Ausdruck
i z) = 2e% 2+l L (D 4 1) . ePHatl,

s ergibt sich

Vergleichen Sie erneut! —_— U117

Hinwezise :

1) Fiithren Sie den Beweis unter Anwendung des Mittelwertsatzes analog

der Aufgabe in U149.
2) Fiihren Sie eine Fallunterscheidung durch mit

Fallil: =z =0,

Kall 25 v <i30;

' Versuchen Sie nun, die Losung der Aufgabe selbstindig durch-
e zufiihren!

Erst danach — » U159

— 189 —
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U 37 Wir losen die Aufgabe schrittweise.

Bei der Differentiation der gegebenen Funktion
f(x)=cosz-cotz, x5 nw, n€G,
wenden wir die ,,Produktregel

(fle)’ 7 fllfz i flfz’

an.
Berechnen Sie an der Stelle x:

/1 (3«"0) B Lo v T 4

AnschlieBend { » U38

; Y 1
(@2 — Bxg) & = jriams Y
V(@ — 5wy

Damit ergibt sich fiir die Funktion

- S
F(z) = }2* — 5z, z>5,

die Ableitung

» U75
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Richtig!
Bestimmen Sie nun aus [”(x) = (2 + (20 + 1)?) e**+#+1 die dritte Ableitung
f(z)y= ol

AnschhieBlend —  » U124, Seite 121

U159

' Vergleichen Sie Ihre Beweisfithrung mit der folgenden:
°

Behauptung: e =1+ z, x €R.
Beweis: Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form

f@o+ h) = f@o) + k- ['(zy+ Ph), & € (0, 1),
aufl die Funktion

f(a) =e%, x € R, fiirzy=0 und 2=z an.
Dann folgt

e=1+z-e%, 9€(0,1), z €R.

| » U160

S dgt -



['(xg) = — sinag - cotzy — cosaxy - -

S

1

T VR
1mn-x,

Dieses Ergebnis lilit sich noch vereinfachen, denn fiir den zweiten Sum-

manden konnen wir schreiben

=GOS g S

und damit folgt

L().\' .'1'(]7 i I

S @&y S,

t sin &, tan x,
e B e o . o
cos @, cos®r,
F'(zg) = St + tana
9 cos X, v
oy — sin &, cos Ty + tan
i lg) = — et
cos?w,
F'(zg) = tan®z,
F’(z) = tanz, Ly
cos?x

Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis.

G

cotay » -

sy,

» U39

Vergleichen Sie lhr Ergebnis mit folgendem Losungsangebot:

080
Us1
Uso
U82
U83, Seite 119

U85, Seite 123



Ui20

Ihr Ergebnis ist nicht richtig.

Hinweis: f'(z) = (2o + 1) e®*t*+1 ist eine zusammengesetzle Funktion.
Infolgedessen ist die Kettenregel anzuwenden!
Versuchen Sie die Losung erneut!

PO .. ;

» U117

Fall1: 2= 0. U I 60

Dann gilt wegen Pz =0

offenbar el =re0—.1.
Daraus folgt 14ze?* =142
und damit ee=14+z, 2=0.
Fall 2: 2 < 0.

Dann gilt wegen Pz < 0

offenbar 9 < 0= 1.
Daraus folgt ze?® >

und schlieBlich L+ xe?* > 14 .

Somit erhalten wir e > 142, 2 <O0.

Daraus folgt die Richtigkeit der gegebenen Ungleichung
' e” = 1 + z, z € R. Veranschaulichen Sie deren Aussage in einem
®  rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem!

» U161
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1

f'(zy) = —sinz, - cotz, —cotz, - e

Klammern Sie in dem gefundenen Ausdruck den gemeinsamen Faktor aus!
Damit ergibt sich

A R S N T A T S TR
ﬁ 80 Das Ergebnis ist richtig.

Die Losung

F,(“"Jo) R

sin @, tan

€OS T, cos? T,

_ —sineos 3y + tan,

hE, » 2
cos?x,

kann noch vereinfacht werden unter Verwendung von

sin @
tanz = ——
cos ¥
und
Al =1 4 tan2z
cos®w i
X § } 4 7T\
Damit ergibt sich aus F(2) = In cosz + - tan’s, 2 € | — 5, 5 ) :
2 y) )
4
Hi )= r S, LA A £

» U84, Seite 121

i (Rl



Uli2l

Wir lésen die Aufgabe schrittweise.
Die zu differenzierende Funktion heif3t

(@) = (22 + 1)e” +=+1,
Zunichst wenden wir die Produkt- bzw. Kettenregel an und erhalten
f (@) = 2e"+a+1 4 e¥*+a+1 (2 1) (2 + 1).
» U122

Ulel

Geometrische Veranschaulichung:

yh  fm=e*

- gux)=T+x
2

1

1 1 1
R TR T

It Abb. 47
4~ X
Abb. 47 bestiitigt, dall die Funktionswerte der Funktion f(z) = €%, z € R,

niemals kleiner als die der Funktion g(z) = 1+ 2, @ € R, sind.

» U162
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/

L7 P s G X SR s T e A0 e
[ (zg) = —cota, (hlll,LO e i

Wenn Sie auf den beschrittenen Losungsweg zuriickblicken (vgl. U37 1),
werden Sie feststellen, dall nicht nur die Richtigkeit gezogener Schliisse
eine Rolle spielt, sondern dafl auch eine moglichst einfache Darstellung
bei der Losung einer Aufgabe anzustreben ist.

Fiir die Festigung der Kenntnisse zur Anwendung der Produktregel ist
die Losung weiterer Aufgaben niitzlich. Wenn Sie diesen Hinweis befolgen
wollen,

dann PE R A

sonst weiler im Darbietungsprogramm —» K, Seite 95

Falsch!

Sie haben nicht erkannt, daBl die gegebene Funktion
1 TTi 0T
F(z) = In cosz + Ttanzx, x € (— 5 7),

eine zusammengeselzte Funktion ist.
Wir geben lhnen daher einige Hinweise zur Losung der Aulgabe.

» U85, Seite 123
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Durch Zusammenfassen und Ausklammern ergibt sich:
/‘N(m) A (2 + (QCL =+ l)z)emg—l‘-a)—{—i
[7(@) = (4a® + 4o + 3) er' o,

Bestimmen Sie nun ["/(z).
' . Entscheiden Sie!
®

Ich kann die Aufgabe selbstiindig losen.
FRm) =0 e R N
» U124, Seite 121

Ieh benitige einen Hinweis. ———» U123, Seite 119

U162

Sie sind am Ende des Lehrprogramms angekommen.

Wir hoffen, dafl die Arbeit Ihnen Freude bereitet hat und Sie Thre Kennt-
nisse iiber den Begriff der Ableitung und die damit zusammenhiingenden
Fragen wiederholen und vertiefen konnten.

Fir die weitere Arbeit wiinschen wir IThnen viel Erfolg!
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Nachfolgend einige Aufgaben die Sie selbstiindig losen sollten.

Aufgaben:

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen an der Stelle :
a) f(a)yi—\xt sinlz,  2C R,

b) f(z) = 2? - tanz, =z# (2n+41) ‘; , n €G,

¢) f@)= Yx - cosz, x> 0.

Anschlieflend Sy ity (149 Seita 148

Richtig!

Sie haben die Losung in der einfachsten Form gefunden und damit be-
wiesen, daf} Sie nicht nur eine Aufgabe losen kionnen, sondern sich auch
erfolgreich um die Vereinfachung des gefundenen Ausdrucks bemiihen.

Falls Sie weitere Aufgaben ohne Hilfe 16sen wollen

» U88, Seite 129

sonst weiter im Darbietungsprogramm ———» 73 ;, Seite 111
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Hinweise [iir den Lehrenden

Das vorliegende Lehrprogramm besteht aus einem Darbietungs- und einem
Ubungsprogramm,

Die Arbeit mit dem Lehrprogrammbuch wird durch eine Vorkontrolle
eingeleitel. Diese soll dem Lernenden zeigen, ob er die erforderlichen Vor-
aussetzungen fiir ein erfolgreiches Lernen mit dem Lehrprogrammbuch
besitzt oder ob gewisse rgiinzungen durch Literaturstudium notwendig
sind.

Vor dem Studium der einzelnen Programmabschnitte muf} der Lernende
(mit Ausnahme des Abschnittes 8) jeweils eine kurze Kontrolle bewiiltigen.
Dadurch kann er selbstiindig entscheiden, ob er den folgenden Programm-
abschnitt durcharbeiten muf} oder iiberspringen kann.

Zu jedem Programmabschnitt kann der Lernende programmierte Ubungs-
aufgaben losen, wobei die Anzahl der Losungshinweise innerhalb eines
Programmabschnitts kontinuierlich reduziert wird.

Am Ende des Darbietungsprogramms befindet sich eine Zusammenfassung,
die in knapper Form eine systematische Darstellung des behandelten
Lehrstoffes gibt und gleichzeitig als Wissensspeicher dient.

Folgende Einsatzvarianten des vorliegenden Lehrprogrammbuches haben
sich bewiihrt:

a) Ubersichtsvorlesung zur Stoffeinheit ,,Ableitungen von Funktionen
einer unabhiingigen Veriinderlichen — Studium des Lehrprogramm-
buches — Leistungskontrolle — abschlieflendes Seminar;

=] ’

b) Studium des Lehrprogrammbuches in Verbindung mit anderen Lehr-
biichern neben den iiblichen Lehrveranstaltungen zum Stoffkomplex
,,Differentialrechnung einer unabhiingigen Veriinderlichen®;

¢) Wiederholung der Stoffeinheit ,,Ableitungen von Funktionen einer
unabhiingigen Veriinderlichen® mittels Lehrprogrammbuch vor Prii-
fungen (gleichzeitig als Kontrollprogramm geeignet);

d) Einsatz . einzelner Programmabschnitte des Lehrprogrammbuches in
Seminaren bzw. Ubungen zur Differentialrechnung.

Mit Hilfe dieses Lehrprogrammbuches kann die Selbsttiitigkeit der Stu-
dierenden wesentlich erhoht und ein hoherer Lerneffekt erreicht werden
als bei den iiblichen Lehrveranstaltungen. Der Einsatz des Lehrprogramm-
buches erfordert vom Lehrenden eine exakte Planung des Lehr- und Lern-
prozesses, vom Lernenden genaues und konzentriertes Lesen sowie aktive
Auseinandersetzung mit dem Lehrstoll,

Das Lehrprogrammbuch besitzt eine hybride Progranmimstruktur, d.h.,
es sind sowohl Elemente der linearen Programmiertechnik als auch Ele-
mente der verzweigten Programmiertechnik vorhanden. Jeder Programm-
abschnitt ist in Lehreinheiten und weiter in Lehrschritte unterteilt. Lei-
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stungsschwiichere Leser werden durch Zusatz- und Korrekturschritte
unterstiitzt. Die verschiedenen Lernwege ergeben sich durch

a) Auswahlantworten,
b) Entscheidungsvorlagen,
¢) Kontrollen in Kriteriumseinheiten.

Das vorliegende Lehrprogrammbuch wurde mit einer kleinen Studenten-
gruppe vorerprobt. Nach griindlicher Uberarbeitung und nachfolgender
Expertendiskussion erfolgte die Haupterprobung mit ca. 400 Studenten
technischer und pidagogischer Studienrichtungen des 1. Studienjahres.
AnléBlich eines Programmierungs-Lehrganges am Forschungszentrum fiir
Theorie und Methodologie der Programmierung der Karl-Marx-Uni-
versitit Leipzig wurde eine nochmalige kritische Durchsicht und Uber-
arbeitung vorgenommen.

Die statistische Auswertung der Erprobung bestitigt die international
vorliegenden Ergebnisse, dai der Einsatz von programmiertem Lehrma-
terial bei Erfillung gewisser Voraussetzungen zu signifikant besseren
Lernergebnissen fiihrt.

Die Lern- und Arbeitszeit betrigt fiir das Darbietungsprogramm ca.
10 Stunden, fiir das Ubungsprogramm ca. 8 Stunden und ist mit den in
den Lehrprogrammen vorgegebenen Zeiten fiir diesen Stoffkomplex ver-
triglich. '
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