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Vorwort

Das vorliegende Lehrprogrammbuch, das aus einem Darbietungs- und
einem Übungsprogramm besteht, gibt eine Einführung in die Diiferential-
rechnung. Es wendet sich sowohl an solche Leser, die bereits Kenntnisse
über diesen Stoff besitzen und ihn festigen und vertiefen wollen, wie auch
an solche Leser, die über keine Kenntnisse aus der Differentialrechnung
verfügen. In Abhängigkeit von seinen Vorkenntnissen kann jeder Leser
selbst bestimmen, welche Teile des Buches er zu studieren hat.
Allen denjenigen, die durch wertvolle Hinweise und Anregungen zur Ge-
staltung des Buches beitrugen, sei an dieser Stelle herzlich gedankt.
Unser besonderer Dank gilt den Mitarbeitern des Forschungszentrums für
Theorie und Methodologie der Programmierung der Karl-Marx-Universität
Leipzig für die großzügige Unterstützung wäh’i'end der Erarbeitung des
Lehrprogrammb'uehes sowie dem Verlag für das vers Ländnisvolle Entgegen-
kommen bei der Drucklegung. Wir hoffen, daß das vorliegende Lehrpro-
grammbuch sich unter den Direkt- und Fernstudenten naturwissenschaft-
licher, ökonomischer, pädagogischer und technischer Studienrichtungen
sowie unter den Lehrenden zahlreiche Freunde erwerben wird.
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|):is‘ l’mgrmnm richtet sich vorwiegend an:

Sliulcnlvn nalur\\*issenschaftlicher, ökonomischer, pädagogischer und
levhniseher Fachrichtungen des 1.Studienjahrcs; Lehrer; Schüler der
oberen Klassen der Erweiterten Oberschule.

Voraussetzungen zum erfolgreichen Durcharbeiten
dieses Programms:

Sie benötigen folgende Kenntnisse, Fähigkeiten und Fertigkeiten:

Kenntnisse

—— Grundbegriffe der Analysis:
Grundbegriffe der Logik und Mengenlehre, Abbildungshegrifl, Eigen-
schaften der reellen Zahlen; Zalilenmengen und -l'olgen, Grenzwert.
Konvergenzkritcrien, Rechnen mit konvergenten Zahlenfolgen

— Grenzwerte und Stetigkeit reellwertigier Funktionen einer reellen Ver-
änderlichen :
Begriff der reellen Funktion einer reellen Verämferlichen, Definitions-
bereich, \\“ertelnweich; inverse Funktion, Grenzwert und Stetigkeit.
Eigenschaften steliger Funktionen

— Analysis (ler elementaren Funktionen:
rationale Funktionen und Wurzelfunktionen, fixponential— und Loga-
ritlnnnsfunktionen, trigonometrisehe Funktionen

Fähigkeiten und Fertigkeiten

— Richtiges Anwenden der Begriffe „Menge“,_„Abbildung”, „Funktion“

— Fertigkeiten bei der Durchführung von Konvergenzbetraehtnngen für
Zahlenfolgen

— Nachweis gewisser Eigenschaften für vorgegebene Funktionen: Be—
scliriinktheit, l\lonotonie, Stetigkeit, Periodizität

— Fertigkeiten bei der Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen

—— Fertigkeiten beim Untersuchen des Funktionsverlaufs für vorgegebene
Funktionen



Ziele

Gesamtziele
Dieses Programm soll Grundkenntnisse in der Differentialrechnung wie-
derholen, erweitern und vertiefen.

llauptanliegen sind:
die Vermittlung von Kenntnissen über den Ableitlfngsbegriff,
die Entwicklung von Fertigkeiten beim Differenziercn von Funktionen
einer unabhängigen Veränderlichen,
die Entwicklung von Fähigkeiten, das erworbene Wissen sowohl auf
innermathematische Probleme als auch auf Probleme der Praxis an-
zuwenden. '

']inzclziele

Der Lernende soll nach der Durcharbeitung des Programms in der Lage
sein:
a) den Begriff der Ableitung, ausgehend vom Begriff des Differenzenquo-

ff-""n+h) “‘ ff-T0)—
11

tienten, als speziellen Grenzwert lim zu definieren und
ihn geometiisch zu deuten; (””"
7.11 begründen. daß die Stetigkeit eine zwar notwendige aber nicht
hinreichende Bedingung für die Differenzierbarkeit einer Funktion ist;
Beispiele fü] stetige nichtdifferenzierba1e Funktionen anzugeben;
die Ableitung eines Produktes und eines Quotienten «von elementaren
l‘unkt1oncn selbständig zu bilden;
die \bleilmw der U111kehrfunktioncn von elementmen Funktionen
selbständig zu bilden;
v01gegebene zusammencesetzte Funktionen als solche zu erkennen und
die bAbleituntr z11sa111111e111fcsetzter Funktionen zu bilden;
den Begriff des Differentials dy— f'(zr) - h zu beherrschen und zu deuten;
den Begriff der Ableitung n-ter Ordnung zu definieren und die höheren
Ableitungen elementarcr Funktionen zu bilden;
den Inhalt des Satzes von Rolle sinngemäß darzulc«en, den Satz geo-
metriseh zu deuten und zu beweisen;
den Inhalt des Mittelwertsatzes sinngemäß darzulegen, den Satz geo—
metrisch zu deuten und zu beweisen;
den Mittelwertsatz bei der näherungsweisen Berechnung von Funktions—
werten anzuwenden.



Hinweise für die Arbeit mit dem Programm
Das Darbietungsprogramm und das zugehörige Übungsprogramm haben
die Aufgabe, Ihre Kenntnisse, Fähigkeiten und Fertigkeiten auf dem
Gebiet der Differentialrechnung für Funktionen einer unabhängigen Ver-
änderliehen zu vertiefen und zu erweitern. Dieses Programm trägt daher
wesentlich wiederholenden Charakter.
Die Erarbeitung des Lehrstoffes erfolgt selbständig durch den Benutzer.
Möglicherweise ist Ihnen diese Form der Wissensaneignung ungewohnt.
Wenn Sie jedoch zielstrebig, konzentriert und gewissenhaft arbeiten und
außerdem die gegebenen Hinweise sorgfältig beachten, wird der Lernerfolg
nicht ausbleiben, und Sie werden Freude an der Arbeit haben.
Das Programm besteht aus zwei Teilen: einem Darbietungsprogramn'l und
einem Übungsprogramm. Im Darbietungsprogramm wird der Begriff der
Ableitung behandelt, wobei eine geeignete Einteilung in Lehrabschnitte
erfolgt. Im Übungsprogramm werden zusätzlich Übungsaufgaben zum
Lehrstoff angegeben.
Bevor Sie mit der Bearbeitung des ersten Lehrabschnitts beginnen, ist
eine Kontrolle K0 (Seite 9) vorgesehen, die Ihnen zeigen soll, ob Sie die
geforderten Voraussetzungen für ein erfolgreiches Lernen mit diesem
Programm besitzen oder ob gewisse Ergänzungen durch Literaturstndium
notwendig sind. Außerdem erfolgen vor jedem Lehrabschnitt (mit Aus-
nahme des Abschnittes 8) Kontrollen. Mit deren Hilfe ist eine Entschei-
dung 111öglich, ob es angeraten ist, den folgenden Lehrabschnitt durchzu—
arbeiten oder ihn zu überspringen.
Am Ende des Darbietungsprogramms (Seite 109ff.) befindet sich eine
Zusammenfassung (Basaltext), die Ihnen in knapper Form eine syste-
matische Darstellung des behandelten Lehrstoffes gibt. Gleichzeitig dient
diese Zusammenfassung als Wissensspeicher.
Jeder Lehrabschnitt ist in Lehreinheiten und weiter in Lehrschritte unter—
teilt. Bei der Anordnung der Lehreinheiten bzw. -schritte (beginnend mit
Seite 12) wurde so verfahren, daß im allgemeinen auf, einer Seite zwei
nicht aufeinanderfolgende Léhrschritte stehen. Beide Seitenhälften sind
unabhängig voneinander zu benutzen.
Nach dem Durcharbeiten einer Seitenhälfte müssen Sie umblättern. Sie“
finden dann den Anschluß zum vorausgegangenen Lehrschritt.



Das allgemeine Bild einer Seite ergibt sich so:

X Lösung bzw. Antwort zum vorausgegangencn Lehrschritt

Stoffvermittlung
Aufgaben- oder Fragestellung
Steueroperator(en) —————> 33 + 1

Lösung bzw. Antwort zum vorausgegangenen Lehrschritt

Stoffvermittlung
Aufgaben- oder Fragestellung
Steueroperator(en) —>31 + 1

Bevor Sie mit dem Studium dieses Programms beginnen, beachten Sie
bitte folgende Hinweise:

Legen Sie sich für Lösungszwisehenschritte, Nebenrechnungen u.ä.
ein Arbeitsheft an!
Antworten und Lösungen werden in das Programm eingetragen.
Gehen Sie so vor, wie das Programm es vorschreibt!
Arbeiten Sie aufmerksam und konzentriert!
Arbeiten Sie ehrlich! Suchen Sie die Lösungen erst dann auf, wenn Sie
die gestellten Aufgaben selbständig gelöst haben!
Es ist zu empfehlen, nach jedem Lehrabschnitt eine Arbeitspause ein-
zulegen.
Die Aufgaben im Übungsprogramm dienen der Festigung und Vertie—
fung Ihrer Kenntnisse. Wir empfehlen Ihnen daher, den Hinweisen zur
Benutzung des’-Ubungsprogramms zu folgen.

Wenn Sie gewissenhaft arbeiten, wird Ihnen das Lernen mit diesem Pro-
gramm bestimmt Freude bereiten!
\/Vir wünschen Ihnen dabei viel Erfolg!



Zeichenerklärung
> x Gehen Sie zum Lehrschritt x des l)arbietungs-

progra 1111115!
> Ux Gehen Sie zum I.chrschritt x des Uhr!ngsprogrannns!

> Kx Arbeiten Sie die angegebene Kontrolle durch!

> ZX Gehen Sie zum angegebenen Abschnitt der Zu-
sannnenfassung (Basaltext)!

«Rx; Korrigierei_1 Sie Ihre Fehler in der Kontrolle KX und
kehren Sie dann hierher zurück!

U(a:o) = {a: | a: E (930 — (:, :r0—l— c)}, 0> 0 Umgebung von mo
U‚(rro):{a: ! n; 6 [wo, m0+ c)}, e > 0 rechlsseitige Umgehung von %

U,(aco) = {.t‘ | a: E (sro — c, a‘0]}, c > 0 linksseitige Umgebung von 350
N Menge der natürlichen Zahlen

G Menge der ganzen Zahlen

P Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

El „es gibt ein“

V „für alle“

Literatur
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[3] Pforr, A.; Scl1irotzek, W.: Differential- und lntegralrerlnnmg für
Funktionen mit einer Variablen, Band 2 des Lchrwerks „Mathematik
für Ingenieure, Naturwissenschaftler, Ökonomen und Landwirte“,
BSB B. G. Tcubncr Verlagsgcscllschaft, Leipzig 1973



Vorkontrolle . K0Für die erfolgreiche Dureharbeitung des Progrannns sind gewisse Kennt-
nisse, Fähigkeiten und Fertigkeiten erforderlich, die als gegeben angesehen
werden. (Vgl. Seite 4!)
Die folgenden Aufgaben dienen zur Selbstkontrolle und zeigen Ihnen, ob
Sie die Durcharbeitung des Programms sofort in Angriff nehmen können
oder ob Sie noch vorbereitcnde Literatur hcranzichen müssen.

' Rechnen Sie alle Kontrollau [gaben im Arbeitsheft!.
. 11) Gegeben SGI [(x):TT’ 95 :+: 2.

a) Bestimmen Sie den \Vertevorrat der Funktion!
!) Zeichnen Sie das Bild der Funktion!)
() Ermitteln Sie den analytischen Ausdruck der Umkehrfunktion!
d) Zeichnen Sie das Bild der llnikehrfunktion!

LO \_/ Bestimmen Sie für [($):a:+ —Iill_—I , a; :k (), den rechts- und den links—
seitigen Grenzwert an der Stelle wo:0!

3) Wie ist die Stetigkcit einer Funktion [(m) an der Stelle .170 definiert?

’1) lst die Funktion
502 +a: — 1 für .'‚D € [—4, 0),

f(x) = ‘). +1 “" =”’', für .1; € (0 4]
.r + l ’

auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig?
Hinweis: [(m) ist eine Funktion, die lediglich durch mehrere analytische
Ausdrücke dargestellt wird.

Nachdem Sie alle Aufgaben sorgfältig gelöst haben, blättern. Sie um! '

>L0



Lösung

0 1) a) Wertevorrat: (—OO, 0) (O, 00)
(Man schreibt kürzer: (rc) 0).

b) Bild der Funktion:

Abb. 1

c)f_l(x)=%+2,xzé=0
(1) Bild der Umkchrfunktion:

7

\
| 1 Abb. 2

2) lim f(.r0 +11)= lim (h+—Z—) = lim (h + 1) = 1,
h=+0 h=+o ‘ h—>+O

lim f(x0 +h) = lim (h _ £) = lim (h
_

1) ==1
h—>—O h—>—0 h h—>—0 .

3) f(x) heißt an der Stelle "% stetig, wenn gilt:a) um f(x) = f(ar.)

oder D

b) lim f(m0 + h) = f(w0)
h—>O .

oder
0) Zu jedem 8>0existiert ein 6 = ö(s) >\0 derart, daß If(a;) — f(x0)l (€

ist für jedes x mit [a: — 550! < Ö.

Hinweis: Sie erhalten den Punkt, wenn Sie eine dieser Bedingungen
genannt haben.

4) f(a;) ist auf dem Intervall [—4, 4] nicht stetig, weil an der Stelle xo= 0
gilt:
lim f(x) = 1und lim f(x) = —1.

w—>+O :t—>—0

Erreichbare Punktzahl:

——1()—



8 Punkte

6 und 7 Punkte

Sehr gut
Gut

weniger als 6 Punkte

W

Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlcn!
Schätzen Sie Ihre Kenntnisse‘_kritiscl1 ein! /

Folgende Bewertung dient zu;lhrcr Orientierung:

> KI, Seite 87

> K1> Seite 87

> W
<

Wenn Sie weniger als 6 Punkte erreicht haben, dann frischen Sie
Ihre Kenntnisse mit Hilfe der angegebenen Literatur auf.
Wir geben Ihnen dazu folgende Unterstützung:

\\bnn Sie Schwierigkeiten
hatten bei
Aufgabe '1,
Aufgabe 2,
Aufgabe 3,
Aufgabe /1.

dann wiederholen Sie mit Hilfe von
[I] oder
S. 92ff.
S. fl If)ff.

S. 135ff.

S. 1/10ff.

[2] oder [3]
S. 80ff.
S. 100ff.‘ S. 101f.
S. 1.308. S. 25 ff.
S. 134ff. S. 32ff.

'
Versuchen Sie danach erneut, die Aufgaben der Kontrolle Ko

.. ,. zu losen.

_11__

> KO, Seite 9

/
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1. Begriff der Ableitung

Für das Verständnis von Naturvorgäingcn und technischen Prozessen sowie
für deren malhmnatische Behandlung ist: die Dil'l'erentialrechnung von
großer Bedeutung.
Grundbegrilf dieser 111athcmatischen Disziplin ist. der Begriff der Ableitung,
den wir im folgenden behandeln wollen.
So kann man z.B. die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer Be-
wegung mit Hilfe von Ableitungen erfassen. Ebenso führt die von der

'Elementargeometrie her bekannte Aufgabe, an eine gegebene (stetige)
Kurve im Punkte ‚0 die Tangente zu konstruieren, auf den Begriff der
Ableitung.

> 2, Seite l/1

—lim f(x) = ()
n-—»t)

(wegen lim [(m) = lim (sin x} = lim sin .1: = tl,
.1t—>+0 .r—>+0 .r=+0

lim [(x) = lim !sin .1;| = lim (—sin „T) = O)
.1:=——0 ‘ .r—>—O .1‘==0

[(H) = o.

Differenzieren von f(x) in .t'0 = 0bcdeutet allgemein:
f„’(()) und ‚"/(O) existieren mit.
two=nrp

Speziell für f(x) = [sin .t‘l erhält man:

. ‘ . . sin hHinweis: hm ] = ‚|
h=o L

Also ist f(x) = [5111 a:] 111 % = 0 ........................ .



6. Ableitung der Umkehrfunktion
\\ie Ihnen bekannt ist existie1l für eine streng monotone und stetige
Funktion f(x), :r; E [n, I)], die U1nk(‚lnfunktion f (y), die auf dem lntervall
[f(u),f(f1)] (falls f(x) streng zunimmt) bzw. auf dem lntervall [f(b),f(a)]
(falls f(x) streng abnimmt) erklärt ist. '

Außerdem folgt aus der Stetigkeit von f(x) die Stetigkeit der Umkehr—
ftiiikti011f‘l(y). Es erhebt sich nun die Frage, ob eine entsprechende Aus-
sage aueh hinsichtlich der Differenzicrbarkcit gilt.
Dazu erfolgt zunachst eine geometrische Belmtl1tung. die von der lat-
Stube ausgeht, daß die Bilde1 del Funktionen f(x) und f 1g(/) überein—
stimmen. _

/

Vergegenwärtigen Sie sich diesen Sachverhalt an Hand einer. . ,. Skizze.

.Y

”!

Abb. 19
Ü MX )(

> 78_
, dyfW—Ü-

Daher erklärt sich die Be2eichnung „Differentialquotient“ an Stelle von
„Ableitung“.

di]Berner/rung: Wenn hingegenT nur als andere Schreibweise für die Ab-

leitung f’(x) verwendet wird, so liest man „dy nach dm“.

Die Sachverhalte

„dy durch dx“ (Quotient zweier Differentiale)
und „(lg nach dcr“ (andere Bezeichnung für Ableitung)
sind logisch zu unterscheiden.

Aus Abb. 23 (Seite 75) ist zu entnehmen, daß für lt—> () die Sekante s in
die 'l‘angcnte t_‘übcrgehl.
Dabei gilt:

P—> P0 und Ay—> dy.

Das Differential dy ist dem Argumentzuwachs da:
........ _. . . . proportional.
(direkt/indirekt)

> 115
_13_

‚77

“4



2 Gegeben sei die Funktion f(x), @“ & U(m„)‚ sowie eine variable Größe 11 :(: ()
derart, daß stets [me, .1:0+ I:] ( U‘(rro).
Die Sekante 3 durch die Kurvenpunkte PO und P (vgl. Abb. -’1) schließe
mit der positiven Richtung der ;r-.\chse den Winkel oe, ein.

!
f(Xo+/7)

f{x„)
‚\bb. ’1

0 x„ x„+h x

1) Uber]eflell Sie, wie man zum Anstieg der Kurve in P0 gelangen kann!
(Hinweis: Sehen Sie P als variablen Punkt an!)

2) Berechnen Sie den Anstieg tan 06, 1:11» der Sekante sl

tan ocs|‚:„.o = ...........................
Hinweis: Beachten Sie, daß es mehrere Schreibweisen gibt!

> 3

—
40 f'(0):lim f(0+h) —— f(0):lim |sin It] —— |sin 0]

r lH+u h 1„.+0 h‚_'J_
:lim sm h: ‚",

h»+0 h,

, . . _? . \ . . i'— S. U/‚ (()):1„„‚(le::1„„Mh—>—0 " [ta—0 IL

= — lim smh 2% 1
h—>—O h

Also ist f(x):(sin J:] in 370 = () nicht differenzierbar wegen f,'((l) :# f,'((l).

\Nir empfehlen, die von Ihnen nicht riehtiur gelösten Aufgaben der Kon—
trolle K2 (Seite 89) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigieren und
dann hierher zurückzukehren. _

“““? (Se“°i913
Wenn Sie weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt kennenlernen wollen,

dann —————> 1313, Seite 142
sonst ——> Z,. Seite 110

_1/‚_



Wenn man im Falle der Existenz der Umkehrfunktion in ein— und den1- 78selben Koordinatensystern die Bilder der Funktionen
f(x):1V/„ —> M„

und
f_1(y)i Mr* M, /

betrachtet (Abb. 20), so leuchtet unmittelbar ein, daß diese auf Grund
der eineindeutigen Zuordnung zusamnienfalletl. '

y l
/ rm).

57 ,

Yo
”! xsf_1(y)

flat
y=fm

(
. > Abb. 20

0 a x„ b x
HX ‘

Es gilt

110:lvl—To) und 330:f'1(yo) Vx0 € 1Wx.
Welehe Folgerung kann man hinsichtlich der den beiden Funktionen
f(x) und f*1(y) entsprechenden Kurven ziehen, wenn angenommen wird,
daß in allen Punkten Tangenten existieren?

>79

dy ist da: direkt proportional '|5wegen dy:f’(x0) - das.

Beispiel:
Für f(x):3:4 ist die Ableitung an der Stelle .t‘0

\ f’ (500) = ..........
und damit das Differenlial an dieser Stelle

dy:.......... .
> 116

__[5—



4l

1) ll1re Antwort muß mit der folgenden sinngemäß übereinstimmen:

Die Anschauung legt nahe, den Anstieg der Kurve in Pc als Anstieg
der 'l‘angcnte in Po anl‘zufassen und letztere als „Grenzlage“ von
„Sekantenfolgen“ zu erklären.

_ fir. +Am) — fir.):fm +h) — f(afo)
ftifl'o Aa; h

_Ay2) tan a, ;r:.r„ A;r

An Stelle von Ax:11 kann auch (330+ IL) — a'0 geschrieben werden, so daß
die Beziehung

fll_ :f(370+h) _ f(To)
A:!) at:.1;„ (.To+ h) — :tlo

einen Quotienten zweier Differenzen darstellt. Wir sprechen daher vom
Dillerenzenquotienten der Kurve in PO. 2Berechnen Sie nun den Dilferenzenquotienten für die Funktion f(x):rc ,
zu € R, an der Stelle %:ll

Ihre Antwort ist richtig, denn es gilt lim [sin xl:f(0), d.h., f(x) ist in 500
stetig. 37"0

f(x):(sin ml ist wegen f‚’(()):+1, ff(0):«l in wo:0 nicht differen-
zierbar (wohl aber rechtsseitig und linksseitig differenzierbar).
Hinweis: Die geometrische Veranschauliehung dieses Sachverhaltes ent-
nehmen Sie Abb. 18, Seite 86.

Wir e1npfehlen„die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der Kon«
trolle K2 (Seite 89) jetzt nochmals zu lösen, lhre Fehler zu korrigieren und
dann hierher zurückzukehren.

K, (Seitei£i)_—:D
Wenn Sie weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt kennenlernen wollen,

dann ————————> Ü 13, Seite 142
sonst—>ZZ, Seite 110

_15_
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Aus dem Zusannnenfallen der Kurven folgt das der 'l'angenten.

Betrachten wir nun eine Funktion f(m), die auf [a, fl] streng zunehmend
ist. \Yenn wir annehmen. (laß die 'l‘angentcn an die Bildkurvc auf ((I, f))
nirgends parallel zu den Koordinatcnachscn verlaufen. so kann man aus
der Anschauung sogar Hinweise über den \\"ert der Ableitung von f‘l(y)
entnehmen.
Dazu bet-achten wir in Abb. 20, Seite 15, den festen l\'urrcnpunkt P0
mit den l\'onrdinatcn (.ro. yo) und bezeichnen die Biehtungswinkel der
durch Po gehenden 'l‘angcntc fo bezüglich der .t‘-.\chse mit eco. bezüglich
der y-.\chse mit. ß0.

' Führen Sie die Zeichnung im Arbeitsheft aus, und vergleichen
Sie!. >80

ll6
f’(-f„) = w
(ly :[13:03da‘.

\\'ir zeigen Ihnen nun. wie der Begriff des l)ifferenlials in einer praktischen
Fragestellung Anwendung findet.
Für hinreichend kleinen Argumentzuwachs d.v (unterscheidet sich das
Differential dy vom Funktionszuwachs Ay beliebig wenig.

Es gilt also

2 Elster, Veränderliche _. 17 _



4 Ay (1+71)2=—“1=2+h.A3: x„=1 11
Wir setzen unsere allgemeinen Betrachtungen fort: '

Für it —-> 0 „dreht“ sich die Sekante 8 (siehe Abb. 4, Seite 14) um den festen
Punkt P0(xo, f(xo)) und geht dabei unter gewissen Voraussetzungen in eine
wohlbestimmte Grenzlage t über, die wir dann als Tangente an die Kurve
in P" bezeichnen. Als 7angente verstehen wir also die Grenzlage aller mög-

licheii Sekanten durch P0’ wenn sich der variable Punkt P dem Punkt P0unbegrenzt nähert. ‘
Die analytische Fassung dieses geometrischen Sachverhaltes führt dazu,
den Anstieg tan oc,|,„=„0 von 13 als15Grenzwert der \nstiege

tan oc,|,=xo für h —-> 0 aufzufassen.

Also gilt tan oc‚|„:,.n :lim tan ocsf...=xo.
h—>O

Schreiben Sie tan oc,lxz,o als Grenzwert von Differenzenquotienten auf!

tan oc,|„=ro:..............................
>5—42

3. Produktregel
Die Herleitung der „Produktregel“ ist gleichbedeutend mit dem Beweis
von

Beweis: Der Differenzenquotient des Produktes p(:v):f1(x) - f2(.r) an der
Stelle wo € (a, b) ist gegeben durch

£(3L+i)
_“ Pf%) _

h *

__1g__



ytt
f(b)

fm}
Abb. 21

n
2Wegen oc0+ 130: erhält man für den Anstieg der Bildkurve von f‘1(y)

(
im Punkte Po

(lf51dy :tan (%:..........................
Hinweis: Verwenden Sie die Beziehung tan 040 » tan 130:1.

> 82
Wenn Sie für die Lösung der Aufgabe zusätzliche Hilfe benötigen

> 81

(11 zdx
(für hinreichend kleines da:)

Diesen Sachverhalt benutzt man bei der Anwendung des Differentials in
der Fehlerrecbnung.
Dazu betrachten wir einen Vorgang, bei dem zwei (veränderliche) Größen

32 und y in einer Beziehung zueinander stehen, die durch eine Funktion
beschrieben werden kann: y:f(x).
(Zum Beispiel ist beim mathematischen Pendel die Abhängigkeit der

Schwingungsdauer T von der Pendellänge [durch T = 275 I/% gegeben.)
Im allgemeinen sind die Messungen der Größe x mit einem Nfeßfehler Am
behaftet (z.B. Ablesegcnauigkeit), der als Zuwachs dx der Veränderlichen x
aufgefaßt wird. Die dadurch bedingte Ungenauigkeit von y läßt sich durch
die Differenz der Funktionswerte

ausdi-ücken.
> 118

_19_.



5 tan a,!„:..-„:lim Al— k9—thiilfffi/rl'iiq)::lim
A.r—>O A.r I:..."

A.r—>U AJ.
.: lim film" +kIUO‘ .

11:0 "
\\'enn dieser Grenzwert existiert, so wird er Ableitung der Funktion [(r)
an der Stelle xO genannt und mit

., .
ltr.. +A..-):ltr.)

51‘ :l1nr **v

*

f ( O) A.r—>tl A.L'
bezeichnet. Es gilt.

lim f(a:„+hL_ff££
h—>(l ll

(”(-"D):tan o;‚|_,.:_‚.;}:lim tan ocsla.=„.o‚
h—>O

(X, ist der Winkel, den die (nicht vertikale) 'l‘angente [ mit der positiven
Richtung der x-Achsc einschließt.
Veranschaulichen Sie für die gegebene Kurve (Abb. 5) |)ifferenzcnquotient
und Ableitung an der Stelle .f170. Zeichnen Sie insbesondere (X„ L und or, ein!

.Y

Q“D
f(x)

_; Abb. 5

43 Pfil'0 “l“ h_) f I'@:f1(-To +") 'f2(—To +]1)_ f1(*"0)' f2(w“o)
‚II, 11

Uni bekannte Grenzwertsiitze anwenden zu können, formen wir den obigen
Quotienten in geeigneter Vl"eise um.
Dazu addieren wir im Zähler des Quotienten Null in der Form

fl(-To) ' f2(3io+ h) _ fl("”o) ' f2(wo+ ")
und erhalten

EM h) _ P(—””o):
h

—2()——



8l
l*is gilt

df“(zu ) „TO:lan ßo:[an (7 — a„):ent “o:
tun (10 ’

falls 0c0 zb 1), und damit

'_/';u_o>:%, fans /"<a-„> + 0.
dl] / 't-lo)

l“ormnlieren Sie auf Grund dieser Betrachtungen eine Aussage über die
Ableitung der llmluxhrl'nnktion f‘1(y) in Form eines Sutzesl

' Vergleiehen Sie Ihr Ergebnis!. > 83

“8

Ay:/'(.1: + /|.T) — f(x)

Man nennt; Ay den absoluten Fehler von 3}.

Für hinreichend kleines [Azul gilt Ayzdy und damit.

]Ayl % ..... .
> 119

_gl_
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0 X0 ‘ X„+/l X Abb. 6

Falls Sie diese Darstellung nicht erhalten haben, vergleichen Sie mit
Abb. 3, Seite 88

Wir fassen zusammen und definieren:

Bemerkung: In den fonlgende Darlegungen wird die Schreibweise 1n1t Am
weggelassen.
Prägen Sie sich den Inhalt dieser Definition gut ein!

P(-'”o+hl _ P(%)
h \

=%[fd%'+ h) 'f2(%+ h) — f1(fvo)-fz(wo)+ f1(%)'%f2(+ '?)

—f1(äßo) ‘fz(%+ h)_l-"
Wir schreiben diesen Quot(ienten in der Form

(*) f1($0+h)"' ‘—’l»'fg(0 f2(‘1_0-+ h) "‘ f2(wl))+h) + f‚<xo>-—h—-‚
f2(x) ist in 560 differerizierbar und folglich auchln % stetig.
Es gilt somit

lim f2(“’o+ h) = f2(xol-
h—>O

Berechnen Sie unter Berücksichtigung dieses Hinweises und bekannter
Grefizwertsätze (siehe [1], Seite 117; [2], Seite 100ff.; [3], Seite 2OII.) den
Grenzwert von (*) für h—> 0.

> 47
Wenn Sie hierzu weitere Hinweise benötigen ———————> 45

1

_22_
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df‘l(yo) _ . _ ‘l
_

1 f, . ., .T _. tanß0 « taii do _ /.‚(_To) , .1lls/ (10)4:0.

Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben ——————> 81
sonst ——> 83

||?

äAy} zvw - ;Aa-1.
Damit gelangen wir zu folgendem Ergebnis:
Der Betrag des absoluten Fehlers Ay ist nüheru.ngsweise gleich dem Pro-
dukt der Beträge von Ableitung und Zuwachs der Veränderlichen cr.

Bekanntlich versteht man unter dem relativen Fehler von y die dimen-
. AIstonslose Zahl 1_/ -

l1n Falle y:f(a) #: 0 ergibt sich für den Betrag des relativen Fehlers von y
l.z .............. .

Ay
y

> 120

_23_



Beispiel:

, . . . .„ . . 1Unter Verwendung von D.I.I. ist die Ableitung der Funktion [(.r) z +27 ,‚.
‚r :}: 0, an der Stelle 10 zu bildenl
.\us f(xo):......und [(;th+ h):...................

l'(ä?„+'g)—f(-t=p_)_:
h

folgt zunächst** ......................

Hinweis: Vereinl'achen Sie den erhaltenen l)illerenzenquotionlen weit-
gehend!

> 8

45

Da der Grenzwert einer Summe von Funktionen gleich der Summe der
Grenzwerte der Sunnnanden ist — falls diese Grenzwerte existieren —,
ergibt sich für den Grenzwert des l)illcrcnzenquotienten

lim Äbfiijfnl_:lim üil';ll(ll - fg(fllo + /L)lhat) h h—>0 _ h

+ lim lfl(ivo) .Äiliog%fi]_h—>0

—\



83
Über die Ableitung der Un1kehrl'nuktion gilt

Wenn Sie den Beweis dieses Satzes kennenlernen wollen,

dann ———_-> 84

sonst ————b 88

\

l20

Ay
?/

“l I"(w)
f<x>

Beispiel:

Um den Betrag des relativen Fehlers von
y=cx“,m>0;oc,c€ R

zu ermitteln, berechnen wir zunächst
.d1/ _
@”

> 121
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— 1 1f($o)=$, f($o+h)=mjr—h)?’
f(flfo+h>—fen_i.( 1 _i)

h — h (mo+ h)2 3202
2.T‘0 +h

(%+ h)2-7702 .

Der Grenzwert des Dill'erenzenquotienten für h ——> () ergibt die Ableitung

f'(x„):lim 4_f(“i°+")“Wa):
h+>0 h

Da ferner der Grenzwert eines Produktes von Funktionen gleich dem Pro-
dukt der Grenzwerte der Faktoren ist — falls diese Grenzwerte existieren —‚
ergibt sich

limMILT0):umM.lim f2(x0+ (‚)
Ii.»0 h h—>(l h h—»0

_1. [($ ) _ lim f2(x0+h) "'f2@_
. 1 0 h—>U hoder

p’(ro):........ f2(x0)+ fl(x0) ........

Vervollständigen Sie diese Beziehung!

Dann —-———————} 47

_26_



\84
Brweis:W'ir führen den Beweis für eine auf [a, b] streng ztinehnnende
Funktion f(x). Bei dem Dillerenzenquotienten

/'"1(yo+ 7-7)*f"1(yol
. M+H—m

werde k stets so gewählt, daß gilt y0+ k € (f(a), f(b)). ’ .
Setzt man

P%+M=%+M
so ergibt sich aus den Voraussetzungen

>85

l2l

«':I/:wma—1.(l.l7

. . . Al ‘ . ,Dannt erhält man notwendigern'eßc als Betrag l—yJ—’ des relat1ven l‘ehle'rs

von y:
Ay
7N ............

Wenn Sie die Aufgabe selbständig lösen können —>123
\\'enn Sie Hilfe benötigen —————> 122

_27_
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{

—JI"(—io):— .:r'
"0

(Sollten Sie diese Lösung nicht gefunden haben, dann vergleichen Sie
Ihre Aufzeichnungen mit folgenden Zwischenschritten:

., . 2330+ h .l. . 2x +h
. = ! ————— = — ] ——°————/ (TO) 133 (.1;0+ I).)2a702

’

.7302 ‚:33 3702 + 25120 [L + /L2

_4‚ l 12.1 „ 447 12
f _ .1'02 732— __ _ 1703 )

Lösen Sie nun selbständig die folgende Aufgabe in gleicher Weise:

Es ist f(x)::t‘2+ .’L', m E R, an der Stelle ;t‘0:Il zu diilerenzierenl

> 10

—r’(—%) = fi’(xo) - f2(%) +f1($„) - fz’(%)-
Damit—ist die Produktregel (Lehrschritt 42, Seite 18) bewiesen.

' Prägen Sie sich den Inhalt dieses Satzes gut ein!.
Beispiel: *

Mit Hilfe der „Produktregel" ist die Ableitung der Funktion
f(x):(a:+pc?) - (5x — (i), ;1: € R, an der Stelle .1:0 zu bilden.

ln diesem Falle setzen wir

111111

>48



IL :): O, 85
500+ li. € ((I, b).

(Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben, machen Sie sich bitte
den Sachverhalt noch einmal mit Ililfe von Abb. 21 (Seite 19) klar, die
entsprechend zu ergänzen ist.)

V\'egen y0:f(m0), yo+ If:f(x„+ h) erhalten wir

[_1(3/o fi“) ”EQ/ul:f(-”"o +71)“ "‘0 : 1 _(y. +/->
—

% f("'o +h) —— f(-T„) ßrv.+h) —f(%)

h

Wegen der Stetigkeit von f_1(y) an der Stelle y0 ergibt sich für Ir—> ()
sofort h ——> 0.

.. 1. 1Fur h—> 0 strebt der Ausdruck f(%+ [l)—__ff—fifoT gegen I"(%) -
71

Wenn Sie diese Schlüsse nicht verstehen ——————> 86
sonst —————————————> 87

.

l22

Wegen [Ay] % [dy] gilt ‚% z%.
Unter Beachtung von

«a(131 :cax“*1 dx:00137 das

folgt
dy _ das A1
31 _

(L‘
_ T

und damit
Ay N

y „ .............
> 123

__29_



l0‘

f'(.r0):2.t‘0 + 1

(wegen ['(zv0) _—; 31115 (‘T’0 + IL)2+ (-"0 _/|1_ h) _ (1702+%)

:lim (2% + h + 1) = 2.1«„ + 1),
It—>O

f'(3) = 7.

Berechnen Sie nun den Anstiegswinkel tx, der 'l'angente L an die Kurve
. :, 1111.730 .3.

>11

48

:.t+ .v2,.v E R,f1(3fl
):'3_v— Ü,-r € R1f2(—l

Wegen f1'(:r0) — [2(:vo):............................
und f1(„vo) - f2'(aro):............................
folgt unmittelbar

f’(x0) = ......... .
>49

_30_
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Für h—> 0 hat man

71 = f"l(yo+ ’-') _ f_1(!/o) “* 0.
Da f(x) in wo differenzierbar ist mit f’(;v0) :}: (), existiert

li111
* 1„0 I<"'0

>87

l23

lAy ;„, äA-r!
Ey |NlaliTl'

Sie haben sich den Lehrstoff des Programms bisher mit Erfolg angeeignet.
Arbeiten Sie auch weiterhin ziclstrebig und gewissenhaft!
\\‘enn Sie noch weitere Beispiele zu diesem Lehrabschnitt rechnen möch—
ten, .

dann ——————————> Ü 128, Seite 129
sonst ———> ZS, Seite 113
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04, % 81,87°.
(Dieser V\’ert ergibt sich unmittelbar aus

tan octl„„u:p:[’(3):7
mit. Ililfe einer Zahlentafel oder eines Bechenstahes.)

Nach der Behandlung von Übungsaufgabeu setzen wir unsere allgenminen
Betrachtungen fort. '

Neben dem Grenzwert. lim [(m) einer Funktion [(m) an der Stelle 370 unter-
’ m—>x

sucht man bekanntlich audit die einseitigen Grenzwerte lim [(a) und lim [(i)
:1'—>ar„+ti $—>fl'„+0

(\’Venn Sie. Ihre Kenntnisse ergänzen wollen, studieren Sie hierzu folgende
Literatur: [|]. Seite 114 oder [2] Seite 101 oder [3], Seite 15).

>12

\ )

f,1(xo) ' f2(030)

fl(mol ' Il12(aiol
f’(aro):+6—2.TO + 1.5.1702.

+()' +7.1"0 + 103202,
1

l

r.. r . 2
.).LO+ 0510 ,

/

\Nir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der
Kontrolle K3 (Seite 93) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler( zu korri—
giercn und dann hierher zurückzukehren.

k„ (seitelg)2
W'enn Sie weitere Beispiele zur Anwendung der „Produktrcgcl“ selbständig
rechnen möchten,

dann ———————> Ü 30, Seite 176
sonst —————————> K.„ Seite 95
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Damit ergibt sich, daß
„m f“‘(% + Ic) —f-l<yo>

k—>O k

existiert und gleich ist, womit 8.6.1. (Lehrschritt 83, Seite 25);
fl('Tol

bewiesen ist.

Bemerkung: Häufig verwendet man für die Aussage in 8.6.1. die einpräg-
same Schreibweise *

(fi) _
1

dy y=yo
' ($). .r a-=.r„

>88

l24

9. Mittelwertsätze der Differentialrechnung

Die Mittelwertsätze besitzen für die Differentialreehnung große Bedeutung,
so (laß Sie den folgenden Lehrabschnitt besonders aufmerksam durch-
arbeiten müssen.

Wie würden Sie den Inhalt des Satzes geometrisch interpretieren?

Vergleichen Sie!—>125

‚3 Elster, \“erändcrlichc —— 33 ——



'
Ihnen ist die Ableitung einer Funktion als Grenzwert des Differenzen-
quotienten bekannt. Es ist naheliegend, auch einseitige Ableitungen zu
betrachten.

Man definiert:

—50 4. Quotientenregel
Die Herleitung der „Quotientenregel“ ist gleichbedeutend mit dem Be-
weis von

Beweis: Für ein x0 6 a, 2
,

ex1st1ert wegen er te't1g
von f2(;t) eine Umgebung U(xO), 50 daß dort ebenfalls f2(a:) nicht verschwin-
det. Wir wählen 11 stets so, daß (neo + h) 6 U(w0). Der Differenzenquoticnt
des Quotienten q(;v)= ;1—(x(33

‘I(% + h) _“(I(%) 1 _
h _ h

1

(an der Stelle 500 E (a, b) ist gegeben durch

7»' fa(xo)fz(wo+h) ' ————4—> 51
\ __34_



Im folgenden rechnen wir zur Anwendung von 5.6.1. (Seite 25) einige
Beispiele.

Beispiel 1:
Fiir die Funktion _1/:[(r) % .t‘2, .v > 0,
findet man

m:['“l(y) = .......... ,

df'l(y) _(|_1/ ...........

Wenn Sie die Lösung selbständig gefunden haben

Wenn Sie einen Hinweis wünschen
>90
>89

Ihre Überlegungen müssen (sinngemäß) mit den folgenden übereinsti1nmen:
Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, b),_ so daß die 'l‘angente t; im
Punkt (5, f(E)) des Bildes von f(x) parallel ist zur a:-Achse (vgl. Abb. 28).

\

P(f‚f(f))

_3;‚_

> 126

88

l25
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Veransehuuliehen Sie die Begriffe /'‚'(xo) und fl'(aro) mit Hilfe der folgenden
Abbildung

” @.

‘f(xi

.\hh. 7
0 x„ )(

Vergleichen Sie dann! ——————> 14

5 |‚

{“die+ /f)f.‚ ([‚(130) _ 1 /1(-"0+”) f1”o>
'

h /

*7. 72(.1'0 +1!) f ffir?)

_l_/i(”'o + Il) ' f2(-"'o) '_/.1(170)‘/13(-T0+h) .
W ]" fe(-"o) ‘ /lz(mo+")

Addiereu Sie im Zähler des obigen Quotienteu Null in der Form
f.(m„)

.
fz(%) * /1(m.‚> -f2(-ro>.

Sie erhalten
q(fl'o + 'l_) —‚{1Q3„) i

h ])

> 52

—36—
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Da [(r) streng zunehmend ist, den \\'ertevorrat ((V, 00) besitzt und außer-
dem für .t' > () diilerenzierbar ist, gilt

.17:f_1(y) = V}, „> <>.
‘lf_l(!/) ! l |
B

:
"'"*—

:— = I.. , ' 0.(lg d]'(.17) 2.1: 2}’y y>
da:

Vertuusehen der Variablen @: und 3} ergibt unmittelbar

> 91

l26
Der Satz von Helle sichert die Exisleuz mindestens eines 5 € (a, h) mit
f'(£):0. “'em! f(1) auf ((I. b) einen eindeulig bestimmten größten oder
kleinsten Wert anm'mmt, so 1st das zugleleh (lIC gesuehte Stelle £. Es gibt
dann genau eine Stelle & mit [’(5):0.
Zeichnen Sie zwei Kurven. in denen dieser Sachverhalt vorliegt!

y ' y

0 X 0 x
Abb. 29 Abb. 30

> 127



Die Existenz von f‚’(mo) und f,’(mo) bedeutet geometrisch die Existenz der
rechtsseitigen Tangente 13, bzw._ der linksseitigen Tangente t, in dem ac
entsprechenden Kurvenpunkt Po, in welchem keine Tangente schlechthin
existiert.

Aus der Definition der einseitigen Ableitungen ergibt sich unmittelbar eine
notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz der Ableitung
von f(x) an der Stelle wo.

52
?I(-To+ h) _ ‘I(-T0)

h

:i _ f1(930+") f2(-'”o) _ f1(xo)f2(xo+h) + f1(xo)fz(moi _ f1(370)f2(170)
h f2(”o)f2(“'o+h) «

'\1Vir schreiben diesen Quotienten in der Form

_f_i(_v’”gfl‘ 72 _ f1(10) _ f2(%) _ fl(‘®0) _ f2($o+h]i“ f2(“‘o)

(*) fz(%)fz(% +h)

Wegen der Stetigkeit von f2(w) an der Stelle '”0 und bei Anwendung bekann-
ter Grenzwertsätze (siehe [1], Seite 117; [2], Seite 114; [3], Seite 201f.)
folgt für h—> () aus (*) (vgl. dazu auch 45, Seite 24):

—-38—
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—'t = f‘l(y) = V.? ‚ '!/>0,
_df—l(y)

_
1
_. 7 0.

dy 2l’1/' ”>

Vcrtausehen der Variablen .T und _1/ ergibt unmittelbar

‘ f'l(t)=
(l *-J;Va:;............... .

>91

|27
y

ng,f(;»

„.:;f(x)

(„„N-
0 a 5 b )(

Ahh.:1i
\"

Offenbar gibt es ein Beispiel, wo auf (a, l)) unendlich viele Stellen 5 mit
f’(5):0 liegen. »

Welches Beispiel ist dies?
> 128

_39_
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I‘lin Beispiel möge diesen Sachverhalt verdeutlichen:

[(r):ia:I!. m E R, ist an der Stelle a70: | stetig, jedoeh existiert an
dieser Stelle der Grenzwert f'(l) nicht, denn es ist

l“,’(l):lin] !..(L.M; lim fi: "h:+0 IL „_‚+0 1

/'‚'(1):[i... [it’itfll „m M; f‚_

11->:0 h h—->:O L

\\Velche Schlußfolgernngen ziehen Sie daraus bezüglich der Differenzier-
barkeit dieser Funktion an der Stelle .ro?
A n[wort:........................................................

h:o ”' _ ‘ f22("'0)53 (l, (To):lim :ll(i+.h) i.‚q(iqj°l‚:f1'(.r0) f2(‘r0)f.__fl(mfl) Ii2,(..'.°...) .

Damit ist 5.4.1. (Lehrschritt. 50, Seite 34) bewiesen.

'
l’riigen Sie sich den Inhalt des Satzes gut ein!

0

Wir rechnen ein Beispiel:
Die Funktion f(x):%,„, e R, ist an der Stelle .r.0 zu differenzieren.

Wir setzen

/‚(1):.......... ‚m e R,

f2(.r):.......... ,
t e R,

>54
_/‚0_



f"(.r):VE -v> “’ 9'
Beispiel 2:
Die Potenzl'unklion

_1/:[(.1):.r"..r20.11 € N,

ist slreng' zunehmend und besitzl den \\erleu1rral [(), oo).
lis gilt

i:f"l(y):
(U"W'l)

„_"!I :....................
Wenn Sie einen Hinweis benötigen ————> 92

sonst ———————> 93

—Die l*‘unktion [(n):consl. .1: E [u, l)], erfüllt die Voraussetzungen des|28Salzes von Belle.
Daher gilt (vgl. Abb. 33):

['(E):() für jedes & € ((I. (1).

Mg, ng» f(x)

; .\ hl). 33
)(

Gilt die Aussage des Satzes von Belle für folgende Kurven?

' Begründen Sie Ihre Aussagen!.
.V |)

f(x)

0 0 V ; 0 0

Abb. 31 Abb. 33



|6 Sinngemüß :
lDie Funktion f(x):!.T — 1] ist in wo:1. sowohl rechtsseilig als auch links—

seitig dilferenzierbar, aber wegen f,’:ff (vgl. 5.1.1.) nicht differenzierbar
schlechthin. Es gilt tan ocT:‘l, tan ocl:—‘l.

Veransehaulichen Sie diesen Sachverhalt in einer Zeichnung!

.Y

7

. l * [\ bl). f)
ü 7 x

Anschließend —————————> 17—
fi(rv>:2x+1.1r @ R,

fz(m)::r+ 2, x e R,

fll(xo):27

f2l (”n):2370"
Wegen f1i_<10) . f2(xo):................‘. . . . . .

f (TO) - f2'(r0) = ....................
und f22(.170):....................
folgt unmittelbar

f’(x„):.....................xOGR
>55
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92. .
w =f_l(y) =y " .-!/ 6 [O. oo).

Da [(T) für :r>0 eine von Null verschiedene Ableitung besitzt, gilt

' 1df*l(y) ?

1 _» 1
f

1. _1_„__ 1 ( 7)1—"\ dy
_ arm “ imT1 “‘37'“ ”‘T' ” '

d.L‘

Damit hat man
fr:[“l(y):................
«ll'sl(y)

dy
>93

1) .la. und zwar existieren zwei Stellen 51 und 52. an denen die Ableitung l29verschwindet (vgl. Abb. 36).

Ah!). am

2) Nein. Eine Voraussetzung des Satzes von [tolle ist nicht erfüllt: f(x)
ist auf [a, l)] zwar stetig, aber nicht auf (a, b) differenzierbar.

Nachdem wir den Salz von Halle geometrisch gedeutet haben. wollen. wir
ihn beweisen.

Falls Sie den Beweis führen wollen ————> 130
sonst ——————> 136

_‚3_
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A hl). 10

Wir definieren nun die Differenzierbarkeit einer Funktion f(x) auf einem
offenen lntervall:

‚ -

Ist f(x)
Bemerkung: Häufig wird die Stelle, an der die Ableitung einer auf einem
lntervall differenzierbaren Funktion gebildet wird, der Einfachheit halber
mit a; (anstatt 330) bezeichnet.
Wie wird man entsprechend D.1.3. die Differenzierbarkeit eine1 Funktion
auf einem abgeschlossenen lntervall [a, b]_definieren?

auf (a, b) d1fferenz1erbar, so Ist f(x) eine auf (a, b) erk rte Bunkt1on.

Antwort: . . , ..........................................
‘ J——————b 18

Wir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der
Kontrolle K„ (Seite 95) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigieren
und dann hierher zurückzukehren. .
" K4 (Selteifl):
Wenn Sie weitere Beispiele zur Anwendung der „Quotientenregel“ selb-
ständig rechnen möchten, "

dann ————> U 43, Seite 120
sonst ———————> K5, Seite 97

_44_ 1



df“‘(?l)

1
mzf%m:yzlyéßhwtnäN

]

1 *„ff‘(W =;y ‚y€®wt

Beispiel 3:

Die Funktion

f(x):[an .1?, .1: € (— €} , %) ,

besitzt. die Umkehrfunktion

f“1(_I/):arctan „. 3] E R.

Es gilt nach 5.6.1. (Lehrschritt 83. Seite 25)

(V_1(!{l
dy

Wenn Sie einen Hinweis benöti(fell —————> 946

sonst ——————> 95

Wir unterscheiden beim Beweis drei Fülle:

Fall 7 :

Fall 2:

[(.1) sei auf [a. h] konstant. Dann gilt [’(5):() für jedes E E (u. I))
(vgl. Abb. 33. Seite 4I).
Es existiere mindestens ein .1“ E (u, b) mit [(.1) > [((I),
(vgl. Abb. 3l, Seite 39).
Da [(n) auf [a, I)] stetig ist, nimmt diese Funktion dort einen
größten Funktionswerl. (] an (Satz von \Neierslraß). Es sei etwa
G:[(aG).l)111111 gilt auf Grund unserer Annahme

C> [(a) und .1'G € (0,11).
Um f’(.1q;) zu berechnen, bilden wir die einseitigen Ableitungen
f,’(.r„) und f‚’(n'G) und bestimmen ihr Vorzeichen.

Hinweis: Wenn Ihnen der Begriff der einseitigen Ableitung nicht
mehr gegenwärtig ist, dann wiederholen Sie die l.ehreinheiten 12
bis Mi. (Seite 34)

V\f'ir finden

> 131

93

I30
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56

Sinngemäß:

\.

Die in S.1.1., Seite 38, angegebene notwendige und hinreichende Bedin-
gung für die Existenz der Ableitung f’(xo) kann auch durch eine andere
gleichwertige ersetzt werden. '

1
.

Wenn Sie diese Bedingung kennenlernen wollen, dann gehen Sie zum
folgenden Lehrsel1ritt über. '

> 19
Sie können diesen Lehrschritt auch überspringen. '

> 20

5. Kettenregel

'
Entscheiden Sie Ihr weiteres Vorgehen auf Grund der von Ihnen. in der Kontrolle K5 erhaltenen Ergebnisse!

' . !

Mir ist die Definition der zusammengesetzten Funktionen nicht bekannt
oder ich habe zusammengesetzte Funktionen nicht als solche erkannt.

>57
Mir bereitete lediglich die Differentiation der zusammengesetzten Funk-
tionen Schwierigkeiten.

> 66, Seite 66

_45_
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Da }] =f(.1t):tan .1: auf (_n2,?) (l1fferenzle1bai ist, den \\‘e1' tevor1at

(—oo‚ 00) besitzt und f’(1) auf (———_i;, %) nirgends vcrschwimlel, folgt

il/'_l(y) * 1
A 1 * 1

fl

dy _ df(.v) * (ltani _; l+ lan?r ‘ """"""

* da: dt
> 95

Bl
/'—"G+II)/('G/'‚'(.t'‚;):li11 h:::30 (wegen [(.1-G + Il);.tG),

l_1‚:>+0

f,'(.„,):lim. &G.fhÄv—f(“fl;0

It—>—O

Naeh Voraussetzung gilt aber

l"(-'fa) = f/($a) = fz'(ä‘a)-

Daraus folgt .
f'(:th):...............

> 132
Wenn Sie für diese Uberlcgung eine Hilfe benötigen

> 133



l9

Ohne Beweis sei angeführt:

Näheres hierzu findet man z.B. in [1], Seite 272 und in [3], Seite 13

Wir gehen weiter! ' +>20_
57 Funktionen F(m), die eine Darstellung der Form

F(fl?) = f(8(-T)% @" E M.;
zulassen, wobei der \\'ertevorrat von g im Definitionsbereich von fliegt,
kann man sich aus zwei Funktionen f(z) und g(.’t) zusammengesetzt denken,
die dann als „äußere“ bzw. „inner-e“ Funktion bezeichnet werden.

Wir definieren:

>58
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«l/“(y1
__

d
.. ; 1 «

,
,

dy -: dy autany: 1+yg : !ICR

Verlausehcn von :t' und „ liefert die Aussage

>96

l32

/'f(.v,):(>.

\\'ir setzen 5:.1'G und haben damit eine Stelle 5 mit f’(£):0 gefunden.

> 134

/1 Elster, \"c1'i'1ndcrlicl1e _ 49 __



20 Für spätere Betrachtungen, insbesondere bei Beweisführungen, ist die
\Veierstraßsche Zerlegungsformel von Nutzen. Wir verwenden sie, um eine
weitere notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz von f’(a:0)
zu formulieren.
\\'enn Sie die Herleitung der \Veierstraßschen Zerlegungsformel kennen—
lernen wollen,

dann / :::——> 21
Andernfalls empfehlen wir Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten
Aufgaben der Kontrolle K1 (Seite 87) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler
zu korrigieren und dann hierher zurückzukehren.

+K1 <58“°i“3
Wenn Sie Übungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt rechnen wollen,

I

‘ dann ———\> Ü 1, Seite 118
sonst ————> Z„ Seite 109

Einige Beispiele mögen es Ihnen erleichtern, zusannnengesetzte Funk-
tionen als solche zu erkennen.

Beispiel 1:
Die Funktion

F(x> = 157.5, x e 10, nt
läßt sich in der geschilderten Weise darstellen.

\\'ir setzen dazu
11

% /T\ 3 &z=g(a;

_50_



(lf_1(.11) _i' r t 1 __ I
d1' _ dr a c m ”ic—4 1+.t'2_ ,.1‘ER.

Wir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der
Kontrolle KG (Seite 99) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigieren
und dann hierher zurückzukehren.

\

Kg (SGI“Big);
Wenn Sie danach noch weitere Beispiele im Ubungsprogramln rechnen
möchten,

dann —————> Ü 90, Seite 133
sonst ___—> ZG, Seite 112

[',/(wa);0 bedeutet, (laß die rechtsseitige 'I'angente an der Stelle 176; einen
nichtpositiven Anstieg hat (vgl. Abb. 31, Seite 39).
f,'(as„);0 bedeutet, daß die linksseitige 'I‘angente an der Stelle x,; einen
nichtnegativen Anstieg hat.
Nach Voraussetzung existiert f’(aßa), so daß nach S.1..I.., Seite 38, gilt

f'(rc„):le(—TG):fr,(xci-
Damit erhalten wir f’(.1'G);0 und zugleich f’(xa);0. Das ist aber nur
möglich, wenn gilt

f’(föa):0.
Wir setzen 5:.1'G und haben damit eine Stelle gefunden, an der die Ab-
leitung verschwindet.

> 134

96

I33
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59

Die Funktion f(.1) sei auf U(.1'0) definiert und an der Stelle .1'0 differenzierbar.
Es wird bei festgehaltenem .1'0 folgende Funktion von /L erklärt.:

ßflih)—HM— f“-I--()
(*) z(.1'0: h): /‚ f(.10) 111 ,+ ,

() für [L:O.

\Neisen Sie unter Verwendung der Grenzwerlsiitze die Stctigkeit dieser
Funktion an der Stelle 11:() nach!

Iilll ;(.1‘0; ll):......................... —. . . . .
h—>()

>22—::g(.1‘):sin a:, .'C € [(), 7c],
f(z):1/2. : e l"— 001

Bemerkung: Der größtmögliche I)efinitionsbereieh M, von f ist. :;();
der \\’ertevorrat N„ von g ist das Intervall [(), |]. Offenbar gilt N„ .I[.
Damit ergibt sich die zusannnengesetzte Funktion

F(x>:f(g(m)):1/g € 10, «1
Beispiel 2:
Die Funktion

F(rr):In (| + (13). .1'‚ 6 R,
läßt sich ebenfalls als zusammengesetzte Funktion darstellen:

>60



97
7. Höhere Ableitungen

Wenn f(.1) auf (a, b) differenzierbar ist, dann ist. jedemw € (a, l)) eindeutig
ein Wert f’(x) zugeordnet. Somit ist f’(:r) eine auf (a, b) definierte Funktion
von .t'. Ob diese Funktion wiederum auf (a, b) differenzierbar ist, bedarf
einer erneuten dlntersueh—ung.
Wir erläutern diesen Sachverhalt an einem Beispiel.

Gegeben sei die Funktion

. x2 für .1';(),
[(x): :.122 für x < 0.

Bestinlnlen Sie f’(.t) für m:() und für .1::()!

Es gilt: Für 1; ’—i’— (): .................... ,
für x:(): .....................

>98

I34

Fall 3: Es existiere mindestens ein m € (a, l)) mit f(x)< f(a), (vgl.
Abb. 32, Seite 39). Zeigen Sie, daß auch für diesen Fall ein
.1:„ € ((I, b) existiert, so daß gilt

‚

‘

f'<x.):0!

Führen Sie den Beweis analog zu Fall 2 in Ihrem Arbeitsheft aus!

Danach ——————> 135
\
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60

z(.1'0; h) ist. an der Stelle 11:() stetig wegen

lim z("‘/10; /l):lim flfil;_)—_f(ifl _ /’ (10)[Il—PÜ h—>O .
I’

:tim 19.9.M),_ „m „(%)
h—>(l ( /l->O

= f '(—%) _ f'(fl‘„)
:()

und ;(.1'0: U):(). /

Multiplizieren Sie (*), Seite 52„ mit h:O, und addieren Sie hf’(.1‘0)!
Damit ergibt sich folgende Aussage: .

> 23

Offenbar gilt

N„ ( M,.

Damit ergibt sich die zusammengesetzte Funktion

F(w):f(g(w)):In (1+ re), .1'- e R.
> 61



23; ’fül' x> 05 ‘

Fürx#0= f(x): _2„ fürm<0 98
für a: = () ergibt sich der Differenzenquotient

(0 +h>j;Q
_ -- «

1ML:L@: " _
h m h > 09

h i+hfit_flz _h für h < 0.

Daraus folgt f’(()) = O. '

Somit erhält man als Ableitung von f(x) die Funktion

23; für a:> 0,
f’(x)= () für a: = 0,

—2a; für a:< 0.
(Falls Sie Schwierigkeiten bei der Berechnung von f’(()) hatten, verweisen
wir auf S.l.il. (Seite 38); vergleichen Sie auch das dort anschließend gege-
bene Beispiel.)
Wir folgern:

f(x) ist differenzierbar für ..........
> 99—Da f(x) auf [a, b] stetig ist, nimmt diese Funktion dort einen kleinsten '35Funktio'nswert g an (Satz von Weierstraß). Es sei etwa g 2 f(x„). Dann

gilt auf Grund unserer Annahme g< f(a) und m„ € (a, b).
Die einseitigen Ableitungen f,’(x„) und f,’(ac„) haben unterschiedliches Vor-
zeichen gemäß

/'.'<w„> = lim “%+’” "”””;0 (wegen f<x„ +h);l“(cv„))£
h—>+0 h

[ll (wg) _ hm IKTL ‚71—— f_@ g ()
/L—>—0 h

An der Stelle x„ existiert f’(a7„)‚ d.h., es gilt
f/(%) = fz'(%):f'(%)-

Daraus folgt

f’(%) = 0-
VVir setzen 5 = ab„ und haben somit eine Stelle E mit f’(£):0 gefunden.
Damit ist der Satz vollständig bewiesen.

'
Sehen Sie sich den Beweisgedanken des Satzes von Rolle noch. einmal in der Zusammenfassung an!

> Z„ Seite 113
__55_
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6l

h—;.(r0;ll)+ hf’(rv():) f(avo+ h) —f(xo).

Wegen Ay:f(a‘0+ h) » f(a‘o) folgt unmittelbar die \\‘eierstraßsche Zer—
legungsformel:

Ay—:]1f'a:(0+)+zhz(w0; h) mit
lim z(x„; II:) z.:co(;()):().
h—>0

Da die in den Lehrschritten 21 bis 22 entwickelte Schlnßkette mnkehrbar
ist, läßt sich auch mit Hilfe der \Veierstraßsrhen Zerlegungsformel eine
notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz der Ableitung
einer ankl.ion gewinnen.

> 24

—Mitunter ist es zweckmäßig, mehrere Funktionen „ineinam]erancharh—
teln“. \\"ir beschränken uns hier auf den formalen Vorgang. verweisen
jedoch ausdrücklich auf die in 57 (Seite 48) gegebene Definition einer
zusannnengesetzten Funktion, die dann sinngemäß zu erweitern ist. Wir
erläutern den Sachverhalt. an zwei Beispielen.
Für die Funktion

F(w):In (| + eSin 2“"), m E R,
läßt sich folgende Darstellung angeben:

1::g(a:) = 233 $ E R, w:I.‘(U):l + e“, v € R,
U:h(u):sin u, u E R, ;:[(w):In 10, 10 € ((), oo).

Entsprechend setzt. man bei der Funktion

. Ll— er”2+1I‘(.r):COSTFT_H, .r E R,

u:g(a:):............ , x 6 ...... ,
v:h(u):............ . n € ...... ,

w:Ic(v):............. 1) € ...... ,

z = [(w):............ , 10 € .......
>62



99
jedes .v 6 R.

Wir prüfen nun, ob die Funktion

23: für a;> (), , /

f’(a:)= 0 fürx= 0,
—‘..x für .t‘< 0

differenzierbar ist. ’

Es gilt für a:> 0 ............ ,
fur x< () ............ ,
fur cn:0 .............

> 100

l36
Wir wenden uns nun dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung zu.

Wie würden Sie den Inhalt des Satzes geometrisch interpretieren?-
Verdeutlichen Sie Ihre Gedanken dazu mit; Hilfe der Abb. 38!‚

f(x)

Abb. 38
0 x

Vergleichen Sie!
> 137
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Zur Formulierung dieses Satzes sind zunächst die Voraussetzungen anzu—
geben.
Welche Voraussetzung 1nuß f (m) auf U (sro) erfüllen?
Da es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung handeln soll,
sind zwei Aussagen zu formulieren.
Wir haben bereits gezeigt (Lehrschritle 21 bis 22):

der FunktionszuwlCllS Ay: f(.T0+ h) ::Lf(’120)
besitzt die Darstellung

f’(.TO) existiert :> Ay—:l1f’(mTo) + Iz:(.‘0; II)
mit lim :(r170;I1—) :(.;7O; ()):().

h—»O

Umgekehrt gilt (Lehrschritte 22 bis 21):

Ay besitzt eine Darstellung f(x) ist an der Stelle .TO
der Form Ay:h - ‘Po+ /1:(930; II) :> differenzierbar, und es
mit lim :(a70;]1)::(.TO; ()):(), gilt (po: f’(aTO).

h—>0

'
Fassen Sie beide Aussagen zu einem Satz zusammen!.

u=g(x) :x2+ 1, a;€R‚
’L': h(u):e", 11 E R,

w = k(v):—i—_T—_%.
::l(w):cos u', 70 6 R.

1;ERmitv=$=—l,

Wenn Sie weitere Beispiele zum Analysieren der Struktur von Funktionen
selbständig bearbeiten wollen,

dann . ————> 63

sonst ———>’ 66

C:t F;
|



2 für .T > 0.'(f'($))': .—.’ fura;< ().

Die Funktion f’(x) ist also für jedes .T+ () differenzierbar. An der Stelle
.T:() ist jedoch f’(.t) nicht differenzierbar. (Das ergibt sich sowohl aus
der analytischen Darstellung ]’(.T):2 [ml, cc & R, als auch aus dem Bild
von f’(m).)

Eine Funktion braucht also nicht „beliebig Oft“ differenzierbar zu sein.
Die Existenz der Ableitungen höherer Ordnung muß in jedem Falle ge-
prüft werden.
\\’ir bilden die höheren Ableitungen einiger elementarer Funktionen.

Für f.'(7):a:". :v 6 R. 11 6 N, ergibt sich

f’(.r) :...........
f”(;z‘):...........
‚vH/(@:...........

> 101

Ihre l,lberlegungen müssen (sinngemäß) mit den folgenden übereinstimmen:

Es existiert. mindestens eine Stelle 5 E (a, I)), so (laß die 'l'angenlc (E im
Punkt (E, f(f)) des Bildes von f(x) parallel zur Sekante 8 durch die Punkte
(a, f(u)) und (b, f(b)) ist (Vgl. Abb. 39).

„ .Yt '

‚ .
’ P;f( "‚(, i))"M:) [< f(x1 5

(mp—fin
fm) .

; Abb.1)!)

> 138

l00
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Wir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht r3iihtig gelösten Aufgaben der
kontrolle K1 (Seite 87) jetzt noclnnals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigie-
ren und dann hierher zurückzukehren.

“' (5.1.9313
Wenn Sie Übungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt rechnen wollen,

. \ dann ———> Ü 1, Seite 1 [8

sonst ——‘-——> Z], Seite 109

63

Stellen Sie folgende Funktionen in Ihrem Arbeitsheft als zusammengesetzte
Funktionen dar:

si112.v _ „ „
1)3) 1—(_12)5 , TE("LU1 (‚l)m, .T€(——?,—ä—),

)VCOS4-e vE(—%‚%) e) x?V@‚ me [-1, 1],

) rm g (o,;) f) .,„2,. „„ e R_

2) 3) vw, .. e R,

b) sin2 (a + beta"2x), 30 € (- 21, %) .

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse! ‘ ———————————> 64

_60_.



f‚(—T) :uw"“1‚
(”($):”(n. _ 1)3;11—2’
fr/’(.’U):”(l) — 1) („ .. 2) (U"_3_

Für die lr-t.e Ableitung (Ic< 11) erhält man
‘ f<k)(x) :.............................. ,

Aus f("_l)(:v): .............................
folgt. f(")(rr) :...............................

> 102

Wir wollen nun den Satz beweisen.
Folgende Abbildung soll die Überlegungen zum Beweis veranschaulirhen: '38

“ P(g‘‚f(f)) '?
f(b)=f(x„+h) s ”""My„ W foo ig

Abb. 40
[) a=x„ f=x„+th )( b=x„+h x

b—a-h

\\’ir konstruieren auf [a, b] eine geeignete Hilfsfunktion D(x), die allen
Voraussetzungen des Satzes von Rolle genügt. Wir wählen dafür an der
variablen Stelle .T jeweils die Differenz zwischen Kurvenkoordinate und
Sekantenkoordinate

W) = f<a-> — y.

Zur Bestimmung von 1, benötigt man die Gleichung der Sekante 5.

Stellen Sie die Gleichung der Sekante .s' auf!

Vergleichen Sie dann bei ———> 139

—61—



26 2. Stetigkeit und Differenzierharkeit
Im folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit. einer Funktion f(x) erläutern.
Zur \\f'iederholung beantworten Sie bitte folgende Fragen:

1.) Wie ist die Stetigkeit einer Funktion f(x) an der Stelle 350 definiert?
'.Z_) Wie ist die Differenzierbarkeit einer Funktion f(.1;) an der Stelle .v0

definiert?

' Formulieren Sie die Antworten und vergleichen Sie anschließend!.
l) .............................................

2) .............................................

> 27—
') 3)Z=g(di) =1—.152, 33€(—I‚ 1)7

. 1
[(Z): 55 ' I

" —— u : x /. . _ £ 1b)::o(t) cosa.r, .LQ( 8 , 8)’
f<z> = V2
oder auch
u = g(x):-’1.1‘,
11:h(u):cos u,

::lf(r) = 1/17.

e) z:g(m):293+ sin 2x, 3; 6 (O, %),
f<z> = V2
oder auch
u:g(a;):2.1;,
v:h(u):u — sin u,
::lr(v) = VE

. n n /

d):=g(x):5111.93, 3: E(— ?,?),
‚ :.2W) = T+ ,' .-..

> 65

.‘ —62—
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f(k)(.r):„(11 + |) — - (in + (fi + l)).t'""“ :11(11— l) - - (n. + /c + l).v"“",
f("_l)(at):„(II + l)- ' (n. +(11— I + l)).t'"*("_l):„(II, —I) -
f(")(g'):„(n.+ l)- ' (n + (n + l).r"_”:„(11 + |). "
:nl

Für alle ganzen 11> 11 folgt dann _

ff”)(m):................

y. — /‘<a> [(b) = f(a)
.t' —— a ib + a

oder ‘

b __ys:[(a) +Li,_{E»a+)+ ' (v + (l).

Wie lautet damit die Hilfsfunktion D(.Ct7)?

_53_

. *1T..1„,

> 103

l39

> 140



27 Sinngernäß :
1) f(x) heißt an der Stellexo stetig, wenn gilt.:

a) lim f(rt):f(x0)
oder . ..,

b) lim f(afo + h):f(w0)
IL+>O

oder
c) Zu jedem 8 > () existiert ein (gi: Ö(s) > () derart, daß

[f(x) + f(;r0) i< 8 ist für jedes .T mit [.T + .t‘0ä < Ö.

2) f(x) heißt an der Stelle .T0 differenzierbar,\wenn

a) f(m„):limMffiexistiert
I1—>0 h ‘

oder
b) zu jedem 8 > () ein Ö:Ö(e) > () existiert. mit

f(‘T0 +71)"- f(-”"o)__„II—:]"(.TO) < 8 für jedes /1 mit ()( [h]< Ö.

>28

oder auch
11:g(:c):5152,

l

):952, aa 6 R, l w:I.'(U):1+ 172,
11:h(u):cos „, ::[(w):VJ

u:k(s):es, - w:m(v):sin @,

p(w):102.t:
+

N ‚\ = V
II

: + e— = N
ll

>66

_64_



.“ ‘ 'l03

/'<">(.T):() für ‚> € N. p >11.
(Die Ableitung einer Konstanten ist. Null!)

Vervollsläindigen Sie!

[(T) :e“. .’t‘ € R. « € R. f(x) :(H”, .T € R. (I > (), a „l.-: [.
f’(.r) :ae“. f’(rr) :(II — Inn.
„>: f"(w>=.......-....

f(")(.v):........... f(")(:r):'...........

> 104

MG

_
@)= M) _ (..-

b+al)(.1;):[(.v) + [(n) + (l), .’l' € [a, f)].

Zeigen Sie. in Ihrem .’\rbeilsheft, daß D(.r) allen Voraussetzungen des Satzes
von Rolle genügt!

Vergleichen Sie! —\——> 141

.) Elster, Veränderliehe — 65 +—



28

66

Wir werden nun zeigen, daß die Stetigkeit eine zwar notwendige, aber
nicht hinreichende Bedingung für die Differenzierbarkeit einer Funktion
ist.

Beweis: il.) Für die erste Aussage des Satzes geben wir zwei Beweise an,
und zwar

a) ohne Verwendung der \Veierstraßschen Zerlegungsformel

>29

b) mit Verwendung der \Veierstraßschen Zerlegungsformel

>33

Im folgenden wollen wir die Differentiation der zusannnengesetzten Funke
tionen betrachten.

Es gilt: . ;

Bemerkung: Häufig verwendet man für die Aussage in 5.5.1. die einprüg-(IF df d:
‚' —' :=—-—=mit : cr.same Schreibweise da: (|: dx : g( )

Für mehrfach zusammengesetzte Funktionen läßt sich die Aussage von
S.5.1. verallgemeinern.

>67

/ _6.6_



l04
/w("f7):“26”, f"(.t‘) = (H”(Iil u.)2‚
ff")(.r):a"e‘“°. f<">(.r):(1””(111 a)".

Die Funktionen f(x):e”, (l € R, und f(x):(H”, a > 0, a =): if, sind also
für alle reellen a; beliebig oft differenzierbar.
Auch [(m):sin m, 50 € R, kann beliebig oft differenziert werden.
Bilden Sie von der Funktion f(a'):sin a:, m € R, die ersten fünf Ableitungen,
und ermitteln Sie ein allgemeines Bildungsgesetz für die 11-te Ableitung!

/’(.T) :...........
f”(as):.......... ,
f”’(az):. . . . . . . . . /'(n>(..): """ ’

> 105

l4l

a)
1))

ist als Differenz zweier stetiger Funktionen auf [a, b] stetig;D(:v)
D(x)

‚

D’(.CE):‚('/(x) __ ‚(b)—“(t) _
b—a ’

ist auf (a, l)) differenzierbar mit

e) D(u):])(b):0.

Bei Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion D(a:) ergibt sich:

> 142

+67—



29

Für h =): 0 gilt
(*) /'(-vo +h)

=
f(x.) = —+„—'+-h -

Beim Grenzübergang h +» () folgt für die linke Seite der Gleichung (*)
lim [f(rc0+ h) + [(%)]:. . ._............
I1—>0

Setzt man :v0+ /1:.T (h +» () ist dann gleichbedeutend mit n: +) mo). so ist

lim f(.r0 +11) +f(.170):................
h—>()

> 30

Den Beweis der Kettenregel finden Sie in der angegebenen Literatur
(z.B. in [l]. Seite 288ff.). Wir wollen nun die Kettenregel anwenden.

Es sei ["(a7):Vat‘ + 8.1.‘2 + [. .T € R.
" V\'ir betrachten

::g(rr):............ als innere Funktion,

f(z):............ als äußere Funktion.

Mithin ist

df:........ und «lg:.........
2- d;r

‚ . dl" _ df dgNach der I\et.tenregel 1stT:d: .:d;‚

d.h. für unser Beispiel%:.......... .

>68

+68:



f’(a:) :cos x, . |05
f”(a;):+sin fr,

f’”(a;):—cos :o,

f(4)(x):sin .T,

ff5)(ar):cos .t', .
(+J)" sin a: für n:2I.',.* (n) : IEZO’UI '

()f (x) (:])kcosa: fürn:2k+l. # ball

Bei geradzahligen Ableitungen ergibt sich dffensichtlieh die Sinusfunktion,
bei ungeradzahligen die Kosinusfunktion.
Das jeweilige Vorzeichen wird durch den Term (+1)" bestimmt.
Der Beweis der Formel (>tc), den wir hier weglassen, kann durch vollstän-
dige Induktion geführt werden.

> 106

\ l42
Es existiert nach dem Satz von Rolle mindestens ein 5 € (a, b) mit der
Eigenschaft l)’(£):O, d.h., es gilt

Sinngemäß :

0:/"(5> _ f(") —f(a>

b+ä _
oder

f'(£) = +——’“2,15“ -

Damit ist der Satz bewiesen. ;

Offenbar ergibt sich aus der vorliegenden Form für

f(a):N?)
der Satz von “Rolle als Spezialfall.
Warum war dennoch der Beweis des Satzes von Rolle notwendig?

Antwort: .................................

> 143

_59_



30 lim [f(x„+ l.):f(x„)]:lim f(.r0+ 1.)
_

[(%)
IL—>() h_‚()

1,3310f<x„ +h) = f(x..> = lrimrf(x) = f(w„1

Bestimmen Sie (unter Beachtung der Existenz von f’(aco)) den Grenzwert
für h—> () der rechten Seite von Gleichung (*), Seite 68!

ilimM—KT—OI-h:.i ..................... .
11:0 11

Hinweis: Man beachte, daß alle auftretenden Grenzwerte existieren!

> 31

68 . z=g(a:):m“;I—Sfi+ 1,
f(z) = 1/?=

1 _.l 1 ‘ ._El:f_::. z 2: __ und +Ig—:4.1'3 + 1().r,
d: 2 2 V: das

(IF __ 1 2.173 + 8.1:- (4.153 + 16m):
dx _ 2VW :VT1+T+„—S+TÜ.

Bestimmen Sie unter Verwendung der Kettenregel die erste Ableitung
der Funktion

AF($)= In cosa;.zr € (+%—|— 2117c,%+ 2117t),11 €G!

' Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit folgenden Lösungsangeboten:

a) 1 ‘ :::—'> 69
COS.'E

b) ““” —::—> 70
005 58 .

c) + tan ac —>71

(1) Wenn Sie die Aufgabe nicht lösen können, dann vergleichen Sie Ihr
Vorgehen mit dem Beispiel in —+——> 67

_ 70‘_



l06

\\"ii' empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der
Kontrolle K7 (Seite 103) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigieren
und dann hierher zurückzukehren.

_“

“7 (5°“'° £’L—_—>
\\'enn Sie danach noch weitere Übungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt
rechnen möchten,

dann ————> Ü 109,Seite 171
sonst ——————> Z„ Seite 112

- l43
Der Beweis des l\‘litlelwertsatzes wird auf den Beweis des Satzes von Belle
zurückgeführt, de' also als bewiesen vorausgesetzt werden muß.

Sinngemäß:

Für die Anwendung des Mittelwertsatzes ist es häufigr vorteilhaft, eine
andere Schreibweise zu verwenden (vgl. Abb. 40, Seite (31).

Setzen wir a z 330. l):370+ h und damit 1) — a:ll,

so gilt wo < «5< n'0+ II.

5 kann daher in der Form dargestellt werden

5:rr0+ 19/1, 19 € (0, 1).
Schreiben Sie den .\’liltelwertsatz in dieser Schreibweise auf!



3l “
liln fi?fijjf/l ? [(fill . ],]:lim f(m„+h) — f(‚ro)—,———=— - lim h,

71—>0 " h—>Oh—>O T
= f’ <a.) - 0.
= 0

Beim Grenzübergang h—> () ergibt sich aus der Gleichung (*) Seite 68,
also einerseits

lim f(m0+ h) — f(x0):lim f(a) + f(.ro)
Il.+>0 :r—>;r„

und andererseits

lim f(t'0 + h) — ]'(.r„):lim MTM-/1 = O.
h=>0 h»e "

Damit folgt:

\

Das von Ihnen erhaltene Ergebnis ist mit der Ableitung g’(a:) der inneren
Funktion g(a:):cosa: zu multiplizieren!

)

! Vergleichen Sie nochmals bei ———> 68



8. Das Dill'erential ’

Als weiteren Begriff führen wir nun das l)il'ferential einer Funktion f(x)
. .(‘lll. -

Dieser von Leibniz ein—reführte Begriff besitzt sowohl theoretische als auch
praktische Bedeutung,z.B. in der Fel1lerrechnung.

Geometrisch betrachtet, verfolgt; man mit der Einführung des Dillerenlials
die Absicht, die Kurve „:f(rr) in der lhngebung eines Kurvenpunktes Po
(näherungsweise) durch die 'I'angente in diesem Punkt zu ersetzen.

> 108

f(x) stetiur aul [.1'07:30+ h], EI 19 E(0, 1) mit
09'.ro+ 11) }:>i/(a:'0+ 11)— [(.130)+hf'(x0+ 19h).f(x) diflmcn7ie1bar auf (a:

Bemerkung: In diese1 l*onn ist der \litvtelwe1tsatz ein Spezialfall de1
laylorscl1en Fo1mel.

' Sehen Sie sich den Beweisgedanken des .\littelwertsatzes der

. DiIl'crentialrechnung noch einmal in der 7.115a111111enf11551111g an!

> Z‚„ S.9.2.; Seite 114

—73—
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144
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lim [(t) — f(at„):0
.’1'."""U

lim/(.T:) [(IT),
."—-."l>l„

(l. h., {(t) ist in .1‘0 stetig.

oder

' Sie überspringen jetzt einige I.el1rschrille!.
> 35

70

Ihr I‘lrgebnis ist nicht richtig (Vorzeichenfehlerl). Es gilt:

::g(a‘):cos .1‘, f(:):ln :,

_d_g:— sin .’l‘, dl:1 -d.1 d::
Somit ergibt sich:

dF
dT

. ———————> 71

_F/‚A



|08
ictrachtet man die feste Stelle 370 und den Argumentzuwachs A.1‘:h:dcr.

so entspricht diesem der Funktionsmnvaclm
\

.V \

f(x,+h) P S

f Ay
dy

”"” _y=f<x1 & „fi R

% > Abb. 23
0 x„ x„+h X

> 109

Als Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung behandeln l45wir die näherungsweise Berechnung von F1111ktionswcrten. Wir verwenden
dazu den l\littelwcrtsatz in der Form

ltr. +h) = f(—f„) + !»-.f'(x. + .9/‚). 19 e (0. 1).

Beispiel:

Unter Anwendung des Mittélwertsatzes schätze man ab:

f(x):.1‘3 — 3.1‘-’ + 3.1‘ + 1 für 550:l. und h:().05.

Bestimmen Sie:
a) [(r) :.......... . d) f(.1°0) :.......... ,
b) f’(.1‘*) :........... e) f(ato+ II) :...........
c) .1'0+h:.......... , f) f(zvo+ 19/1): ...........

Die Anwendung des Mitlelwertsatzes ergibt

[( l,05):...........
> 146



33 Nach Voraussetzung existiert

lim ————li(m°+h———')*fll‘0)+:f'(.r„).
IL—>0 ["

Aus der \\'eierstraßsehen Zerlegungsformel folgt

f(xo+ h) _ f(350):hl./(T0)+ II:- (.'t'0; II.),

und damit
lim f(.r;‚ +h):.................... _
h—>O

Daraus folgt wegen

lim :(:co; h) = ()
IL—+O

sofort lim [(t()+ h):............ .
It+0

> 34

7| .11«‘ _ 1 ‘Ü:m - (— sin r):— lan .1:

Das ist das richtige Ergebnis.

"Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

F(.r):aresin , .1JQR!
„1:

V1+.1r2

'
Vergleiclién Sie Ihr Ergebnis mit den folgenden Lösungsange-. boten:

__ „2V1 + .+2 _ :1__
1 ‘ V-l +fl:2 .)—=—T — =

777 <— } 7-1

V1 _
W 1+”

1 !Tr.“ ’75



ID?

A”:f(To+ I") “" f(fco)’
Fl).

Der zum Abszissenzuwachs d.1' gehörende ()rdinatcnzuwachs Ay des ent-
sprechenden l\'urvenpunktcs [’ kann, wie der Abb. 23 zu entnehmen ist.
in die Stimme

zerlegt werden.
> 110

—a) f(.1) :.1-3+ 3.1‘2 + 3.1“ + !, (l)/(10) :2, |46
b) f’(.1f) :312 — (3.1" + 3. e) /(.1°0 + II) :[(L05),
c) .TO + /1. = 1,05. f) f'(.1'0+ 12/1)::3O.I).)2192.

Die Anwendung des l\liltelwertsalzes ergibt
/(1.05) = 2+ 30.053192. 19 e (0.1).

1

\Nie Sie bemerken, hängt der Funktionswert f(1,05) von der Größe 12 ab,
die uns numerisch im allgemeinen nicht bekannt ist. \Nenn der 19 enthal-
tende Ausdruck streng monoton ist, dann kann man durch das Einsetzen
spezieller Werte für 19 Abschätzungen vornehmen. In vielen Fällen ist es
zweckmäßig, statt 19 die Werte 0 und 1 einzusetzen (die aber nicht zum
Variabilitättsbereich von 1? gehören). «

Einsetzen von 1 ergibt f(l‚05) < .......... .

Einsetzen von 0ergibt f(1,05) >.......... .

Damit hat man



34

72

Am. + h) = f(x.) + hf'<x.‚> + hz(rc.a h),

lim f(:c0 + h):lim [(.1'0) + lim hf’(xo) + lim h:. (10; h),
‘ lz——>0 lL—>0 [1:0 h—>O

lim f(ac0 + h):f(10),
h—>O .

d.h., f(x) ist in 10 stetig. .
>35

Sie haben die Kettenregel richtig angewandt.
Der Ausdruck

7-2
]. ."2r-t1 V +1 V1+w2

1/ x2
,f/1—1+.1'2 _1+.1'2

1«" (.1')

läßt; sich weiter vereinfachen, wenn der zweite Quotient mit ]/1+.1:2
erweitert wird.
Dabei erhält man

F’(.1):.................... ‚x 6 R.
> 73

—78—



ll0

Wir vergleichen den Ordinate‘nzuwachs A1) bei der Kurve mit dem ent-
sprechenden l(oordinatenzuwachs dy bei der 'l‘angente ! (durch P0)'
Es gilt (vgl. Abb. 23, Seite 75)

bei der Kurve Ay:.......... ,

bei der Tangente dy:...........
> 111

l47
f(l,05) < 2,000375,
f(.l,05) > 2,000000.

Damit hat man

2,000000< [(LOB)< 2,000375,

Wir erhalten auf drei Dezimalstellen genau

f(1,05):2,000.
In vielen Fällen ist die Genauigkeit dieser Abschätzung für die Praxis
ausreichend.

Der Vollständigkeit halber geben wir noch den verallgemeinerten Mittel-
wertsatz der Differcntialrechnung an.

Wenn Sie diesen Satz kennenlernen möchten ———> 148

501151; —+b 150

_ —79—



35
2) Um zu zeigen, daß die Umkehrung der eben bewiesenen Aussage nicht.
gilt, genügt es, ein Gegenbeispiel anzuführen (z.B. f(x):[1
Stelle .1'0:0).
Als Anwendung zu 5.2.1. (Lehrschritt 28, Seite 66) betrachten wir das fol-
gende Beispiel:

f(x):V$TF. ;r 5 (++, +)

a) ist in .1'0: () stetig und differenzicrbar ——> 36
b) ist in .1‘0:0 zwar stetig. aber nicht differenzierbar

an der

> 41, Seite 16

' Entscheiden Sie, begründen Sie Ihre Entscheidung und gehen. Sie dann zu dem angegebenen Lehrschritt.!

1 1_,
:

_1_‚ R

1«'<w>=]/1_ T (1+m2>-11++2 “6
1+.1‘2

oder, nach weiterer Vereinfachung,

, 1F(.'E)£m, .’t‘ER.
>75

__go__



|||

Ay=EP,
(lg:RT. )

Den Ordinatenzuwachs fider Tangente t nennt man das Differential dy
der Funktion f(x) (an der Stelle 10 und für den Argumentzuwachs h:da:).
Einerseits ergibt sich für die Tangente t als Anstieg

(*) tan ot,:f’(.ro),
andererseits gilt im reehtwinkligen Dreieck PORT

(**) tan oa,:...... 1
Aus (*) und (**) folgt durch Vergleich ‘

......................
> 112

MB

Begründen Sie, inwiefern dieser Satz eine Verallgemeinerung von 8.9.2.
(Seite 57) darstellt!

> 149

6 Elster‚ Veränderliche —— 81 ——



Ihre Antwort. ist nicht richtig.

lim das zu zeigen, vereinfachen wir zunächst den analytischen Ausdruck
für/(1) Nach der Definition der Quadrahvurzel gilt.

f(.1:):\lfsii
> 37

74

Die von Ihnen gefundene Lösung ist richtig und wurde in der einfachsten
Form dargestellt..
Sie haben konzentriert und zweckmäßig gearbeitet.. Weiter so!

>75

...82—



tan a‚ = g; i:% (lies: dy durch dx)f ‘
„ x

dy __ , ' \
fi; — f (%)-

Daraus folgt (ly:f'(mo) 'da: , \\

Für die spezielle Funktion 31:1 und den Argumentzuwachs h: da;
ergibt sich das Differential

> 113

Sinngemäß:

Für g(x):m folgt aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 3.9.3. der
Mittelwertsatz 5.9.2.
(Für die Funktion g(zv):x, a: E [a, b], erhalten wir nämlich

g’(a:):1 für jedes .1: E (a, b),
{;(G) =0; 140) = b-

Damit ergibt sich aus 3.9.3. unmittelbar die Aussage des Mittelwertsatzes'
(5.9.2, Seite 57): '

f’(£) =w. 5 e (a.b).)
11

Auf einen Beweis von 5.9.3. wollen wir verzichten.
> 150

__33_
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37 f(x) = V®= {sin 1], ac € (——Tc, rc).

Skizzieren Sie im rechtwinkligen Koordinatensystem das Bild der Funktion

f(x):|/sin2:c:[sin ac], m € (—71:, a:)!

y

l
_1 _ '“I‘h- Q . aus..Abb. 17

><)

>38

75 Ergänzend führen wir einige weitere Ableitungen zusammengesetzter
Funktionen an. Dabei ist z:g(x) eine beliebige differenzierbare Funktion
und in der Tabelle entsprechend zu ersetzen.

f (2) F'($)

. z" n - z"“1 — g'(x)
V7 o'<a=>

" 2V.?
sin z cos z .g' a:)

- /

cos z —sm z - g (ac)
. 1 ’tan z ?os2z — g (x)

1 ‚
601; z siii2z g (x)

—84—

>76



dy:1 - d.1‘:da:

Daher bezeichnen wir den Argumentznwachs /1:d.1° mitunter auch als
das Differential der unabhängigen Veränderlichen 1".

Aus D.8.1. folgt, daß die Ableitung f’(.1:0) numeriseh' mit einem Quotienten
übereinstimmt.
Es gilt

> 114, Seite 13

Wir empfehlen Ihnen, die von Ihnen nicht richtig gelösten Aufgaben der
Kontrolle K9 (Seite 105) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korri—
gieren und dann hierher zurückzukehren.

“9 (5°“°@:

' Rechnen Sie weitere Übungsaufgaben zu diesem Lehrabschnitt!.
> Ü 134, Seite 141

—85——

“3

ISO
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Abb. l>'

\\'ir mitnehmen Abb. 18 die Vermutung, daß f(x) in 50:0 stetig ist. Um
das zu bestätigen, berechnen wir

lim f(x):............
.T—>O

f(0) :............
> 39, Seite 12

V\'ir empfehlen, die von ihnen nicht rirhtig gelösten Aufgaben der Kon-
trolle K5 (Seite 97) jetzt nochmals zu lösen, Ihre Fehler zu korrigieren
und dann hierher zurürkzukehren.

K5 (Seite17:)
Wenn Sie danach noch weitere Übungsaufgaben zur Anwendung der Ket-
tenrcgel lösen möchten,

dann ——> Ü 66, Seite 160
sonst —————> Z3 bis 75, Seite 1“

„so-_



1. Begriff der Ableitung
Von großer Bedeutung für die Beherrsrhung der Differentialrerhnuug ist ’
das Verstehen und richtige Erfassen des zentralen liegri[fes „Ableitung“.
Ihre .\ntworten auf die folgenden Fragen sollen darüber entscheiden,
ob Sie den Lehrabschnitt „Begriff der Ableitung“ dureharbeiten müssen
oder einige Lehrschritle überspringen können.

'
Beantworten Sie die folgenden Fragen schriftlich in Ihrem Ar-. beitsheft!

Kontrolle Kl
1) \\"as verstehen Sie unter dem l)il'fcrenzenquotienten der Funktion [(m)

an der Stelle 320?
Hinweis: Stellen Sie diesen Quotienten analytiseh dar. Eine benach-
barte Stelle von “70 werde dabei mit x0+ [L oder .1=0+Am bezeichnet.

2) \\'ie nennt man — unter der Voraussetzung der flxistenz — den Grenzwert
dieses l)ilferenzenquotienlen für 71 —> 0 bzw. Am —> 0?

3) Geben Sie eine notwendige Bedingung für die E istenz der Ableitung
f'(.ro) an!

4) Wie ist die l)ilferenzierbarkeit von f(x) auf dem lntervall (u, [;) definiert?

5)Veransrhauliehen Sie geometriseh den Zusammenhang zwisehen Dif-
l'ercnzenquoticnt und l)ilferentialquotien|l

'
Vergleichen Sie Ihre Antworten mit denen auf der folgenden Seite!

0

> LL
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L Lösung L1 ‘ Punkte
1 1)Zf(xfl+hli—f(xo) oder ßflf+4}glwf . 7

1

(Setzt man Ay:f(m0 +Am) — f(x„) und beachtet
Aa::(wo+An:) — .TO‚ so leuchtet die Bezeichnung „Differenzen-

. . . . A A

quot1ent“ unrmttelbar etn. Man Schreibt kurz: TZ )
. 372.1],

2) Ableitung oder l)ilferentialquotient von f(x) an der Stelle (00
(oder: in .1‘0). ‘ 1

3) Stetigkeit von f(x) in wo. } 1
4) f(x) heißt auf dem lntervall (a, ll) differenzierl)ar‚ wenn f(x) an

jeder Stelle 580 € (a, l)) differ’enzierbar ist. ‘ ‘ 1

f(x„+h) *

f(Xo)

l - ; Abb. 3
0 x„ x„+h x

(Sie erhalten für Ihre Lösung 1 Punkt, wenn in Ihrer Darstellung
folgender Sachverhalt zum Ausdruck kommt:
Differenzen- bzw. Differentialquotient von f(x) an der Stelle 330
bedeuten geometrisch den Anstieg einer Sekante 3 (bestimmt
durch Po und P) bzw. der 'l‘angente t im Punkte PO.)

Erreichbare Punktzahl: 5

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!.
„ 5 Punkte ————> 12, Seite 34Erre1chte Punktzahl: _ _

‚ weniger als 5 Punkte —————> 1, Seite 12
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2. Stetigkeit und I)ilferenzierbarkeit

Die folgenden Ausführungen sollen dazu dienen, den Zusan'nnenhang
zwischen Stetigkcit und Differenzierbarkeit zu klären. Mit Ililfe der Kon-
trolle wollen wir feststellen, inwieweit Sie diesen Zusammenhang bereits
überblicken. Dabei wird entschieden, ob Sie den Lehrabschnitt „Stetig-
keit und Dilferenzierbarkeit“ studieren müssen oder bereits zum nächsten
Lehrabschnitt übergeben können.

Kontrolle K2
1) Skizzieren Sie das Bild einer Funktion f(x), welehe an zwei gegebenen

Stellen 331 und @ zwar stetig, aber nicht differenzierbar ist!

2) Welcher Zusammenhang besteht allgemein zwischen Stetigkeit und’
Differenzierbarkeit einer Funktion? -

Beweisen Sie Ihre Aussage! -
3) Untersuchen Sie die Funktion

f(x) = tv! + im — it e R

an den Stellen x1 = () und x2:1 auf Stetigkcit und Differenzierbarkeit!
Fertigen Sie eine Skizze dieser Funktion auf

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit denen auf der folgenden. Seite!

>L2
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L Lösung L2 Punkte

2 1) Vergleichen Sie Ihre Skizze mit den angegebenen Beispielen!

‚Y

f(x)

0 x, .x2 x

Abb. 13

—" y

|

I

0 X: X; X 0 x, Xz )(

Abb. 14 Abb. 15

In xl und 502 muß die Sletigkeitsbedingung erfüllt sein. Hingegen
besitzt das Bild der Funktion dort keine 'I‘angenten. sondern
eventuell nur einseitige 'I‘angenten. \\'enn Ihre Skizze diese Eigen-
schaften aufweist. dann haben Sie die Aufgabe richtig gelöst. I.
Einige Erläuterungen zu den Abbildungen:

Alle vier angegebenen Funktionen sind in xl und :r2 stetig, aber
dort nicht differenzierbar.

Abb. 12: stüekweise lineare Funktion; einseitige 'I‘angenten in
xl und rr2 fallen mit Kurvenstücken zusammen.

Abb. 131 in .1‘1 fällt eine einseitige 'l‘angente mit einem Kurven-
stüek zusammen: in x2 liegt eine sogenannte .,Eeke“
vor.

Abb. “M: die Kurve entsteht durch Aneinanderfügeu von drei
llalbkreisen; in xl und x2 hat man jeweils vertikale,
einseitige 'I'angenten.

Abb. 15: die Kurve entsteht ebenfalls durch Aneinanderfügen von
Halbkreisen; in xl und x2 liegen sogenannte ,.Spitzen“
vor; die einseitigen Tangenten in xl und .T2 sind ver-»
tikal.
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2) f(x) in wo differenzierbar :>f(x) in x0 stetig. 1 L2Die Umkehr-ung dieser Aussage gilt nicht.

Beweis der ersten Aussage : 1

Für IL :l: 0 gilt

f(% + I:) — f(««„):Mai—id _ ‚(

und damit, da die folgenden Grenzwerte existieren, einerseits

lim ”% + ") _ [(%):limM . h
h—>0 Ii—>O h

:limM - lim h
1._‚0 " h—»0

= f ‚(%) '0

:0
und andererseits

lim f(x0+ h) — f(xo):lim f(x0+ h) — f(xo)
lL—>0h—>0

:flmK@—fl%t
:t:—>a;„

wobei x0+ h:x gesetzt wurde (h _» 0 ist dann gleichbedeutend
mit x —> x0).
Durch Vergleich folgt

0:lim f(a) — f(xo)
oder “_. “l®fl@=fl%fi

also ist f(x) in % stetig.

Beweis der zurflen Aussage: 1

Es genügt ein Beispiel dafür anzugeben, daß die Umkehrung
nicht gilt. Die Funktion

fl@=htr€&

ist in 930 = () stetig, aber nicht differenzierbar.
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L 3) Es gilt für xl:() und %:I:

2 f<aa> = 1; f(x.) = 1.
lim f(x1 + h):l, lim f(x2+ h):I.
h—>0 h—70

fz'(w1)= *“2, f/(ß‘1) = 0; fz'(ffz) = 0, fr'(%) = 2-
f(x) ist in xl und x2 stetig wegen
(I) lim f(x,+h):f(.r,), i: I, 2,

Iz—v0

\

aber nicht differenzierbar wegen 1
(2) [cl/(xt) =I: fr,(mi)a i = L 2-
Wenn von den & Aussagen in (I) und (2) wenigstens drei richtig
sind, dann gilt die Aufgabe als gelöst.
Als Bild der Funktion ergibt sich:

.I’

3 f(x)=lxl+lx-I/

Abb. 16

Erreichbare Punktzahl: 6

'
Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!. .

5 oder 6 Punkte ———————> Kg, Seite 93
Erreichte Punktzahl: _ __ .

wen1ger als 0 Punkte ——> 26, Seite 62
»
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\

3. Produktregel
In den nächsten Lehrabschnitten behandeln wir einige grundlegende
Differentiationsregeln. Wir beginnen mit der Produktrcgel.
Überprüfen Sie Ihre Kenntnisse! Verwenden Sie Ihr Arbeitsheft!

Kontrolle K3
1) Formulieren Sie schriftlich die Aussage über die Ableitung der Funktion

Ffm):f1(x)“ fg($) („Produktregel“).
Hinweis: Voraussetzung und Behauptung angeben!

2) Differenzieren Sie nach x:

a) f(x):7(x — a) (x2+ b2), x E R,
b)f(x):2a"(x+1). x € R; a >0, a :# 1.

3) Diiferenzieren Sie nach t:

a)f(t)=blnt,t>0,
b) f(t):sin t - eos t, t E R.

Hinweise:

1. Die Ableitungen der elementaren Funktionen finden Sie im Anhang,
Seite 116.

2. Die Ableitung einer Konstanten und die Ableitung einer Linearkom-
bination von differenzierbaren Funktionen werden als bekannt voraus-
gesetzt.
Falls nötig, können Sie hierzu nachlesen in [1], Seite 283; [2], Seite 175
und 184; [3]. Seite 481f.

V\"enn Sie Ihre Rechnungen beendet haben —————> L3

3



L Lösung Lg Punkte

3 I) Sinngemäß:

S.3.TI. „I’roduktregel“. V\’enn fl(x) und ]},(x) auf (a, b) dilfcren- 1
zierbar sind, dann ist auch das Produkt

P(@“) = f1(fv) ' fz($)
dort dilfcrenzierbar, und es gilt für jedes ;v0 € (a, b)

p’<av.> = f.'<x.‚> °f2(xo>+f1(%) . fz’(xo).

2) a) f’(x):7 (3x2 — 2ax+ IP), 1
I)) f’(x):2a”(’l+ (x+ I.) - In a). 1

3) a) f’(t):In t+ I, 1
b) f’(t):cos2t — sin2t. 1

Erreichbare Punktzahl: 5

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!.
Entscheiden Sie!

a) Ich habe 5 Punkte erreicht und möchte — bevor ich zum nächsten Lehr—
abschnitt übergehe — noch den Beweis für die „Produktregel“ durch-
arbeiten.

> 42 bis 47 (Seite 181f.), dann +——> K4
b) Ich habe 5 Punkte erreicht und möchte gleich zum nächsten Lehrab-

schnitt übergehcn. ‘

> K,
0) Ich habe weniger als 5 Punkte erreicht.

> 42, Seite 18
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4. Quotientenregel
\/Vii' wiederholen nun die „Quotientenregcl“. Überprüfen Sie zunächst 4
Ihre Kenntnisse!

Kontrolle K4

1) Formulieren Sie schriftlich die Aussage über die .'\bleitung der Funk-
:fd”)tion q(x) f»(JI?) („Quoticntenregel-u).

Hinweis: Voraussetzung und Behauptung angeben!

2) Differenzieren Sie folgende Funktionen nach x!

. 3x+5 .{t)/(“?)Im’xf“?
.r"

I)) [(m):m,_vn=1 ___|: „} n E N,

e) f(x):%,x e R.
ex

' Vergleichen Sie! » L4
0
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L Lösung L4 Punkte

4 1) Sinngemiiß:

5.4.1. („Quotientenregel“) Wenn fl(m) und f2(rc) auf (a, b) differen- 1
zierbar sind, dann ist auch der Quotient

qm = ”“? Mi") :|:0
fz(il) ’

dort differenzierbar, und es gilt für jedes :c0 6 (a, l)) mit
f2(‘”o) :l: 0

/ _ f1’(xolfz(-Tol “ fi(%l f2I(-Tol
!] (x0) _ f22(-Tol

, ‘ _ 14 [

2)“)f(“/)——ws \

» 1
, _ —'l12.17"‘1+„.2n—2 _ „.n—1(_Tn—i __„2)

b)[($) “‘ (_‚.n—1 _„)2 _ (.1'"‘1 ——n)2 ’ 1
—- 2.1'e‘”+ 201 2e1(1 —- :r}")f'(x)=W=W

Erreichbare Punktzahl: 4

'
Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlenl_. \

Entscheiden Sie:

&) Ich habe 4Punkte erreicht und möchte — bevor ich zum nächsten
Lehrabschnitt über-gehe — noch den Beweis für die „Quotienten—
regel“ durCharbeiten.

> 50 bis 53 (Seite 341f.)‚ dann 5————> K_5
b) Ich habe 4 Punkte erreicht und möchte gleich zum nächsten Lehrab-

schnitt übergehen.
> K5

0) Ich habe weniger als 4 Punkte erreicht. —'———> 50, Seite 34
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5. Kettenregel K5In diesem Lehrabschnitt wollen wir erläutern, was unter einer zusammen-
gesetzten Funktion zu verstehen ist und wie diese differenziert wird. Die
folgenden Fragen und Aufgaben dienen Ihnen zur Selbstkontrolle.

\

Kontrolle K5

1) Was versteht man unter einer zusammengesetzten Funktion?

2) Stellen Sie die folgenden Funktionen als zusammengesetzte Funktionen
dar!

3) f(x)=2 sin x, x 6 R,
b) f(x) = sin 2x, x E R,
0) f(x) = sin2x, x E R,
(1) f(x) = sin (x(x2 + i)), 05 E R,
6) f(x) =fm, x E R,
f) f(x) =_In cot x, x =}: n7c, n EG.

3) Bestimmen Sie mit Hilfe der Kettenregel die erste Ableitung der fol-
genden Funktionen:

\ a) F(x) = f(g(x))‚ x E M„ (M, Definitionsbereieh von g(x)),
b)f(m) = Vi—xä :» & (—1‚1)‚

c)f(x>=££‚ xe(g,oo)‚.
33

(1) f(x) = sin2x3, x € R (Ergebnis vereinfachenl),

e) f(x)= arctan er — _ x € R (Ergebnis vereinfachen !).e
2 5

Hinweis: Die Ableitungen der elementaren Funktionen finden Sie im
Anhang, Seite 116.

'
Vergleichen Sie Ihre Lösungen mit ———> L

o

63 Elster, Veränderliche —- 97 —



Lösung L5 Punkte

5 1) Sinngemäß:
D.5.1. Es seien f(z) eine Funktion mit dem Definitionsbereich M 2

und z = g(x) eine Funktion mit dem Definitionsbereich M1
und dem Wertevorrat N„;Ma. Dann heißt die Funktion

F(I) = f(g(x))‚ $ E M:: 1
zusammengesetzte Funktion, f(z) heißt äußere Funktion,
g(x) heißt innere Funktion. '

2) a) z = g(x) = sin x, f(z) = 2z. 1
b) z = g(x) = 2x, f(z) = sin z. 1
e) z = g(x) = sin x, f(z) = 12. 1
(1) z = g(x) = x(x2 + 1), f(z) = sin z. _ 1
e) 7.1 = gl(x) = a2+ b2 — 2ab - cos x, fl(‘z) = Vz1 1

oder

z2 = g2(x) = cos x, f2(z) = Va2 + b2 — 2ab - zz.
f) z——— g(x) = cot x, f(z)-—— In :.3) a)(> f’(>(>muz=g<x>
b —£L'> f («>= „__xz

c) f(x)= 2V___x__ (Anwendung der Quotientenregel und Ket-x
tenregel). 1

d) f’(x) = 6x2 sin x3 - cos 353 oder f’(x) = 3x2 sin 2x?. 1
‚ e” + e“"’

e) f ($) = _—er_—erzf2 —"2—— ’ 1
1+( 2 )

vereinfacht

£f’(x) = ————————eI+2 e_z = cosh“lx.

Erreichbare Punktm

'
Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!

‚ ‚. Entscheiden Sie!

3) Ich habe mindestens 10 Pimkte erreicht und möchte — bevor ich zum
nächsten Lehrabschnitt übergehe — mehrfach zusammengesetzte Funk-
tionen betrachten. .

>61 bis 65 (Seite 56ff.), dann _)K,;
b) Ich habe mindestens 10 Punkte erreicht und möchte sofort zum näch-

sten Lehrabschnitt übergehen.
___} KG

> 56, Seite 46
, O) Ich habe weniger als 10 Punkte erreicht.
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6. Ableitung und Umkehrfunktion
Nachdem in den vorangegangenen Lehrabschnitten die Ableitung eines
Produktes und eines Quotienten von Funktionen sowie die von zusammen-
gesetzten Funktionen behandelt wurde, wenden wir uns nun der Ablei-
tung der Umkehrfunktion zu.
Überprüfen Sie anhand der folgenden Aufgaben Ihre Kenntnisse!

Kontrolle K6
1) Gegeben sei die Funktion y= f(x) mit dem Definitionsbereich M„

und dem Wertevorrat Ill„. Unter welchen Voraussetzungen existiert
die Umkehrfunktion f”1(y) dieser Funktion, und wie lautet ihr Defi-
nitionsbereich?

2) Nennen Sie eine hinreichende Bedingung für die Existenzder Umkehr-
funktion einer stetigen Funktion f(x), x € [a, b]! Wie lautet der Defi-
nitionsbereich der Umkehrfunktion (im Falle ihrer Existenz)?

3) Die Funktion y= f(x), x & [a, b], besitze die Umkehrfunktion f“1(y).\
Nennen Sie eine hinreichende Bedingung für die Stetigkeit von f“1(y)l

4) Die Funktion y = f(x), x € [a, b], besitze die Umkehrfunktion f“l(y).
Nennen Sie eine hinreichende Bedingung für die Dilferenzierbarkeit
von f“1(y), und geben Sie die Formel für die Ableitung der Umkehr-
funktion an!

5) Bilden Sie die Umkehrfunktion der Funktionen
a) f(x) = Vas+ 1, „„ e [—1.1].
b) f(x) = e“, x E R.

@) Bilden Sie die Ableitung der Umkehrfunktionen der unter 5)angege-
benen Funktionen.

' Vergleichen Sie Ihre Lösungen mit ———————-—> LG. .
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I.ösung LG „ Punkte

1) Sinngemäß : 1
Durch f(x), x 6 M„„ mit dem Wertevorrat_lkl„ erfolgt eine Ab-
bildung von M„ auf M„. Ist diese Abbildung f: M„—> M„ ein-
eindeutig, so kann auf M„ eine Funktion erklärt werden, die
Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f(x) genannt und
mit f‘1(y)‚ 31 E M„, bezeichnet wird. '

2) Sinngemäß : 1
. Jede auf dem lntervall [a, b] streng monotone und'stetige Funk-

tion f(x)besitzt eine Umkehrfunktion f_l(y); diese ist für streng
zunehmendes f(x) auf [f(a), f(b)] erklärt und streng zunehmend
bzw. für streng abnehmendes f(x) auf [f(b), f(a)] erklärt und
streng abnehmend.

3‘) Sinngemäß: '

,
1

Wenn f(x) auf [a, b] stetig ist, so ist auch f'1(y) auf [f(a), f(b)]
bzw. [f(b)‚f(a)] stetig.

.

4) Sinngemäß: \ 1
Wenn f(x) auf (a, b) differenzierbar ist, so ist für jedes x„ 6 (a, b)
mit f’(x0) =i= 0 die inverse Funktion f'1(y) an der x0 entsprechen—
den Stelle 310 = f(xo) ebenfalls differenzierbar, und es gilt:

df"(yo): 1 _
dy. f'($o)
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5) 3) f(x) = Vx + 1 ist auf [—.l, 1]streng zunehmend und hat dort

den \\'ertevorrat 1I[„ = [U, ]*/2 ]. Daher gilt:
,-_1(„) = y — t y e [(> V"? 1. 1

b) f(v) = e“, x 6 R, ist streng zunehmend mit dem \\'ertcvorrat

M„ = (O, 00).
Daher gilt:

f‘1(y);% 111 y:ln l/177 !/ € (“- °°)- 1

. (II"—It!!) _ 1
„

1
_ 2 . /.» 1:2« . 0 5

6) &) dy _ f'(x) — 1 # I“ + y) y 6 (77I/ )

2 Vx + 1

(f(x)= ]fx+ 1 ist auf (—1, 1) dilfcrenzierhar, und es gilt dort
f’(x) =}: O; daher ist f_l(y) auf (0, V?) differenzierbar.)

’ (lf"l(y) _ 1 _— 1 _ 1
b) dy _ f'(rr) _ 20“ # ‘_2_17’ y € (0’ 00) 1
(f(x)= e238 ist überall difl'erenzierbar mit f’(x) zb 0; daher ist,
f'1(y) auf (O, 00) differenzierbar.)

Erreichbare Punktzahl: 8

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlenl.

7 Elster, Veränderlichc —-— 101 —-



L‘ '
Entscheiden Sie!

a) Ich habe mindestens 5 Punkte erreicht. ————————> K7

b) Ich habe weniger als 5 Punkte erreicht, kenne den Begriff und gewisse
Eigenschaften der Umkehrfunktion, kann aber Umkehrfunktionen
nicht differenzieren. ————> 88, Seite 35

c) Ich habe weniger als 5 Punkte erreicht und kenne den Begriff der Um-
kehrfunktion ungenügend.

Informieren Sie sich in der Literatur:
[1], Seite .l06—‘1I08 und 147,
[2], Seite 93-95 und 155-157,
[3], Seite 38 und 52—53.

Anschließend ————> 77, Seite 13



7. IIbhere Ableitungen K7Dieser Lehrabsd1nitt befaßt sich mit höheren Ableitungen einer Funktion
f(x) und insbesondew mit den höheren Ableitungen elernentarel Funk-
tionen. \Iit den nachfolgenden Fragen und Aufgaben sollen Ihre Kennt-
nisse auf diesem Gebiet überprüft werden„

Kontrolle K7
.l) Die n-te Ableitung (n;2) der Funktion f(x) ist rekursiv zu definieren,

d.h. unter Verwendung der als existierend vorausgesetzten (n — Ll)-ten
Ableitung von f(x)! '

‘).)Bilden Sie die ersten vier Ableitungen folgender Funktionen!

a) f(x) = cos x, x E R,
b)f(x)=x4 +3x3+x, xER,
..) f(x)= ...]/I, x > 0,
d)f(x)=e”, xER,c>O.

Hinweis: Die höheren Ableitungen einiger elementarer Funktionen finden
Sie im Anhang, Seite “6.

' Vergleichen Sie Ihre Lösungen mit; ————————> L7
0
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Lösung L7 Punkte
, d (fl—l)" 1> f‘">(w) = [f‘"‘”(ffl)l =———f..“”

'("— ) _ n— )

=]imi_;(il!'%w1‚ „ g 23 1
h—-O

falls dieser Grenzwert existiert. (Sie erhalten einen Punkt, wenn
Sie einen der angeführten Ausdrücke gefunden haben.)
Zusammenfassend geben wir die Definition:

D.7.1. Gegeben sei die Funktion f(x), x 6 (a, I)).
1. Die Ableitung erster Ordnung von f(x) wird erklärt durch

h—>0 h
2. Die Ableitung n-tcr Ordnung von f(x) wird erklärt durch
f<n)(;„):[f(n—1)(m)]'‚x G („, I,), „;2, n EG.

3. Die Ableitung O-ter Ordnung von f(x) wird erklärt durch
f“”($) 5f(x), $ E ((t. b).

2) a) f(x) = —sin x, b) f’(x) = 4x3 + 9x2 + 1,
f”(x) = «cos x, 1 f"(x) = 12x2 + 18.1“. 1
f"'(x)=sinx. f”’(x) =24x+ 18.
f(4)(x) = cos x. f(4)(x) = 24.

1 . ., 3 T, i} .,()f(x) =3..«: „' , (i)/(..) =ce”,

1

f”<$> = i’—*‘%= T3; 1 f"<x> = 1

3 —i 3 ‘

III.—_; 2__ "',:3cx
f (®) _ 8 "' 8$VE ! f ('I) 0 € ’

f<4><m>
== 2

= 9 f<4)(fv) =“) 16x21/x

Erreichbare Punktzahl: 5

' Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!. Entscheiden Sie:

Erreichte Punktzahl :. {
_10f—

4 oder 5 Punkte
weniger als 4 Punkte

> 107, Seite 73

> 97, Seite 53



9. Mittelwertsätze der Differentialrechnung
In diesem Lehrabschnitt wollen wir zwei grundlegende Sätze, den Satz
von Rolle und den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, beweisen und
letzteren auch anwenden. Die folgende Kontrolle zeigt Ihnen, ob Sie
diesen Lehrabschnitt durcharbeiten müssen oder nicht.

Kontrolle K„
]) a) Formulieren Sie den Satz von Halle!

b) Mit]llilfe einer Skizze ist‘die Aussage‘des Satzes geometrisch zu inter-
pret10ren.

2) a) Formulieren Sie den Mittelwertsa tz der Differentialrechnung (Satz
von Lagrange)!

b) Mit Hilfe einer Skizze ist die Aussage des Satzes geometrisch zu inter-
pret1eren.

3) Schätzen Sie unter Anwendung des Mittelwertsatzes für die Funktion
71 n .f(x) = ln cos x, x € (“T’7) , den Funktlonswert an der Stelle

370+ h = 0,0! ab, und zwar mitllilfe des Funktionswertes an der Stelle
x0 = O.

4) Zeirlmen,Sie das Bild der Funktion

1x] für ‘‚xl;],
[($ = .. ‚1 fur [x]> 1!

Zeigen Sie, daß es auf dem Kurvenstück zwischen den Punkten 0 (O, O)
und B(3,1) keinen Punkt gibt, in dem die Tangente parallel zur
Sehne@ verläuft.

'
Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit —>L„.

') l\'8 entfällt, da die Behandlung des Differentials im Lehrplan für Mathematik
der l‘lrwcitcrten Oberschule nicht vorgesehen ist.
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Lösung L9 Punkte

9 1) Sinngemäß :

a) Satz von Rolle: 1
f(x) stetig auf [a, 5], El & E (a, b)
f(x) differenzierbar auf (a, b),}=>{ mit
f(a) =W)). f'(£) = 0-

i\ b) Geometrische Interpretation:

y Pl;,f(g» !,
f(x)

f(al-flb)
]

Abb. 25

Es existiert mindestens eine Stelle E 6 (a, ()), so daß der Anstieg
der Tangente tg im Punkte (E,f(£)) des Bildes von f(x) gleich Null
ist. 1

2) Sinngemäß:

a) Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz von Lagrange): 1
f(x) stetig auf [a, 11], El & € (a, b) mit

(a, b)} {,"(5)ZM.f(x) differenz1erbar auf I) __ a

In anderer Schreibweise:
f(x) stetig auf [x0,xo+ h], EI 19 € (0, 1) mit

f(x)differenzierbar auf (500,xo + I:), :> f(xo+ h) =f(xo)+ hf’(xo+ 'Öh).

..»
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b) Geometrisehe Interpretation: L
P(5‘‚f(i))

f(i)=f(x„=h;

fin-fm

Abb. 20
!? a=x„ !=x„+#h 17=x„fh7.,

Es existiert mindestens eine Stelle & € (a, I)), so daß die Tan-
gente t; im Punkte (5, f(f)) des Bildes von f(x) parallel ist zur 1
Sekante 8 durch die Punkte (a, f(a)) und (l). f(b)).

3) Es ist
‘ 7; at
[(r) = In cos x, 9; € (—?,7) ; f’(x)= —tan x.

Für x0 = 0 und h = 10_2 wird

f(xo) = 0; f(x() + h) = In cos 0,01.
Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt

In cos 0,01 = () —0,0I - tan (O, 0119), 19 E (0, 1).
Setzt man an Stelle von 19 die Werte 0 und 1 ein, so ergibt sich wegen
der strengen Monotonie von tan (0,0119)

0> In cos 0,01 >—0,0l - tan (0, 01).
Für hinreichend kleine positive x gilt

tan x <2x,
somit ist

tan 0,01 < 2 - 0,01,
—tari 0,01>—2 - 0,01.

Damit hat man

0> In cos 0,01>—2 - 0,01 - 0,01 = —2 - 10“4
oder

—2 - 10“4 < 111 cos 0,01< 0. 1
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L 4) Bild der Funktion
9

Abb. '27!

-3-2-70723 )(

Abb. 27 zeigt unmittelbar, daß es auf dem durch 0 und B be-
grenzten Kurvenstück keine Tangente gibt, die parallel zur
Sekante s ist. ’

Unabhängig von der Anschauung ergibt sich, daß die gegebene
Funktion f(x) auf dem lntervall [O, 1] den konstanten Anstieg 1
und auf dem lntervall [I, 3] den konstanten Anstieg () hat. Der 1
Anstieg von s ist; hingegen 23. Eine Voraussetzung des Mittel-
wertsa‘tzeS ist nicht erfüllt, da f(x) in 330: |. keine Ableitung be-
sitzt. \

Erreichbare Punktzahl: 7

'
Addieren Sie die von Ihnen erreichten Punktzahlen!

. Entscheiden Sie:

3) Ich habe mindestens 6 Punkte erreicht und möchte noch den Beweis
des Satzes von Rolle und den des Mittelwertsatzes durcharbeiten.

> 130bis 142 (Seite 451f.),dann ——==—————> Ü 134, Seite 141

b) Ich habe mindestens 6 Punkte erreicht und möchte noch Übungs-
aufgaben zu diesem Problem lösen.

> Ü 134, Seite 141
c) Ich habe weniger als 6 Punkte erreicht.

7

> 124, Seite 33
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Zusammenfassung '

"1. Begriff der Ableitung

D.1.1. Ableitung einer Funktion:

f(x) sei auf U(x0) definiert, Als Ableitung von f(x) an der Stelle x0
bezeichnet man den Grenzwert

f’(,fl):1„„M@
h=>0 h .

falls er existiert.
f(x) heißt dann differcnzicrbar an der Stelle x0.

Geornetrischc Interpretation:

Für h—> 0 nähert sich der Punkt P auf der Kurve K unbegrenzt dem
festen Punkt P dabei dreht sich die Sekan te 3 um Po und besitzt — falls03
f’(x0) existiert — eine wohlbestimmte Grenzlage t, die als Tangente an
K in P() bezeichnet wird.

D.1.2.

M
f (X„+h)

f(x,)
‚\bl). ll

0 x„ x„+h )(

Einseitige Ableitung einer Funktion:

f(x) sei auf U‚(xo) definiert. Als rechtsseitige Ableitung von f(x)
an der Stelle x0 bezeichnet man den rcchtsseitigen Grenzwert

f($o + h)- f(-’"o)f.'<w.> =1im „ ,
h—.+O

falls er existiert. .
Entsprechend wird die linksseitige Ableitung von f(x) an der
Stelle x0 erklärt: '

]'(x„+ h) _ f(..:„) .
h

/i' (%) = lim
h—>—0

Bitte umblät'tern!
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Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz
der Ableitung

Die auf U(x0) definierte Funktion f(x) besitzt in x0 dann und nur
dann die Ableitung f’(x0), wenn eine der folgenden Bedingungen
erfüllt ist:

5.1.1. Es existierten f‚'(x0) und f,’(x„) mit ’

fr‚(‘v0):fll(xo):f‚(T0)

5.1.2. (Vgl. 10, Seite 48; fakultative f.ehreinheit)
Zu jedem 5 > 0 existiert ein Ö = Ö(s)>0 mit

—Iifl‘Lthi—Nf=(i)l — f'(x„) < 8 für jedes h mit 0< |h|< Ö.

8.1.3. Der Funktionszuwachs Ay=f(xo+lz)—= '(x0) läßt sich in der
Form darstellen

A„:lzf’(xo)+ ]IZ(.TO; h) mit lim z(x0; h) = O,
‘ h—>O

L(%+_'l/)—_IQQ _ ["(x0) für I. + 0.

0 für I: = 0.
z(xo;h) =

(\A’eierstraßschc Zerlegungsformel)
' > I{2, Seite 89

22 2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

5.2.1. f(x) in 560 differenzierbar => f(x) in x0 stetig.
(Bemerkung: Diese lmplikation ist. nicht umkehrbar.)

> K;„ Seite 93
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Z3-5
3.-5. l)ifi'erentiationsregeln

Funktion‚' Ableitung ['
Linearkomhination clfl + 02f2 ('1f1'+ ('2f2'
l’rotluktregel f1 °f2 /1' - [2 + /.]/.2, _

:
Quotientem'egel fl fl—Elfi%/2

fe f2'
liel tenregel f(:) mit:= g(:r) [’(z) - g’(.r)

> KG; Seile 99

6. Ableitung der Umkehrfunktion

8.6.1. Die Funktion f(x) sei auf [a. l)] stren«r monoton und auf (a, b)
differenzierbar. Dann ist für jedes .r0 € (a. b) mit ]"a(f0)=l= () die
i11\erse Funktion "
f_l(y)‚ 316 Wii) f(b)] (“Y—\\ !! El[f(l')af(fl)l)
an der wo entsprechenden Stelle yo = f(x0) ebenfalls differenzier-
liar, und es gilt

l(___?_lo)df1dy f'(m.) '

Bitte nmblättern!
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Z. Geomclrische Inlerprelulion:

Die Bildknrven der Funktion 3} = f(x) und der inversen Funktiona; = f_1(y)
und damit auch ihre 'l‘angenten fallen zusammen.
Für die Anstiege tan (xt und tan 130 der Kurven im Punkte Po gilt im

1
Falle oct :): () (bzw. f'(.r0) :k ()) wegen ac,+ 130 = T

tan ac, — tan ß0 = 1
oder auch

«lf<x.) _ (If—l(yo): [_

da; dy
> KT, Seite 103

x=f"(y)

ff;) y=flX)
fo@ /

p
„Va 0 at

f(9)% „
Abb. 23

0 a x„ b )(

Z7 7. Höhere Ableitungen

D.7.1. Für f(x), 3: € (a, l)), ist die Ableitung erster Ordnung erklärt durch

f'(..«):mw ‚ a,- @ (a‚b).
IL—>0 !

Die Ableitung n-ter Ordnung (oder n-te Ableitung) wird re—
kursiv definiert durch

/"")(;v) = lf("_l)(m)ll:n...__“)<—*‘+fl‚hf‘”ii?(fl“ ,
Il. v+0 IL

x€(a‚b)‚ 1122,n6G.

Unter der Ableitung O-ter Ordnung f“”(.r) versteht man die Funk-
tion f(a:) selbst.

> 107, Seite 73
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8. Das Differential Z8l).8.1. Ist die Funktion y = f(x), .1‘ € U(.TO), an der Stelle 10 dilfcren-
zierbar, so nennt man

(I]; = f’(x0) - h = f’(mo) - dm
das zur Stelle wo und zum (willkürlichen) Argumentzuwachs
h = da: gehörende Differential dieser Funktion.

Geometrisclw Inlerprelation:

Das Differential (lg ist der Zuwachs der Tungentenordinate für den Argu-
mentzuwachs dx = /I.

.V

f(x„+h)

> K„‚ Seite 105

9. Mitlehvertsäitze . Z9
5.9.1. Satz von Rolle:

[(m) stetig auf [a, l)], El 5 E (a, b)
f(x) differenzierbar auf (a, I)), :> mit
Rat)= f(I)) f '‚(5):“-

Gcomeli‘ische Interpretation:

Es existiert mindestens eine Stelle E E (a, b), für die die Tangente &; durch
(E, f(E)) parallel zur x-Aehse verläuft.

! P(f‚f(f)) ’

Abb. 37
D‘ 0 „€ 17 X

Bitte umblätternl
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Z Beweisgedanke :

9 Fall 1:

Fall 2:

Fall 3:

8.9.2.

f(x) = eonst auf [a, b].
Dann gilt f'(rv) = 0 für jedes 30 € (a, I)), d.h., & kann auf (u, b)
beliebig gewählt werden.

Es gibt; ein „a; E (a, b) mit f(x)> f(a).
Da f(x)auf [a, b] stetig ist, existiert dort ein größter Funktions-
wert G= f(xa)‚ wobei gilt @; € (a, b), f(rca) > f(a).
Man findet

I',1(x.;) = 533 Ä”L+"/)_—_fh_m;o,

- ] . _/‚; ] _ ; ‘ HV 0

und damit wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von
f(x) in xG:
f’(%) = 0.

Es gibt ein a: 6 (a, b) mit. f(v)< f(a).
Behandlung analog zu Fall 2. Für den kleinsten Funktionswert
g = f(x„) von f(x) auf [a, b] gilt:
.1‘„ € (a, (1), f(x„)< f(ü)‚
f'(%) = 0

> 136, Seite 57
Mittelwertsatz:

f(x) stetig auf [a, l)], El 5 € (a, b) mit

[(m) differenzierbar auf (a, b), => ["(5) = fi%—:—%®— .

Geornetrische Interpretation :

Es existiert mindestens eine Stelle 5 € (a, b), für die die Tangente tä durch
(5, f(E)) parallel zur Sekante 3 durch (a, f(a)) und (b, f(b)) verläuft.

Abb.‘ 41
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Beweisgedanke :

1) Einführung einer auf [a, b] stetigen llilfsfunktion D(x), die die Voraus-
setzungen des Satzes von Rolle erfüllt:

_ D(w)= f(x)_ „. (vgl. Abb. 41)
In".

y. = /'<a> +fig—j—L) (. — a).

2) Es gilt:

D'@ = /"(x> —””)—1“ & (.,b),

D(a)= D(b)= o.
3) Nach dem Satz von Rolle existiert ein & 6 (a, b) init

D©=Q

!.) Demzufolge gilt:

0 = f’(£) ==—=—=”QZ’ZE® —

5.9.3. Vorallgemeinerter Mittelwertsatz:

(Vgl. 148, Seite 81; fakultative Lehreinheit)
f(x), g(a:) stetig auf [a, l)], E E € (a, b)

\ f(x), g(a;) differenzierbar auf (a, b), :> mit
' f'(£)g'(x) =): 0 auf (a, b) . g'(E) =

> Ü162, Seite 197

——115—
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Anhang: Ableitungen elementarer Funktionen
Funktion f Ableitung;f'

€ = const. a: 6 R 0
$“ 95 € ((), oo), oe reell an““ ' m € (0, oo)
sinn; .7; ER eos.”ß

eos\ac m Q R =siu a:
n 1: . .‘ ‘ — 1 : 2. ‘:===—tint z:(:(ln+ 1) 2 ‚nQG —|—tmt eos2x ,

‘ m:}:(21t—F1)%»‚HEG
1

t . .‘ . " "—.——_‘ . ' .co ”E ’L :|: nn, „ 6 G
}

sm“‘w 1 4: Im, 11 E G

. =, 1 /art-sm .77 ‚r E [——1, 1] W .’L E (—1‚ 1)

[ 1 1" 1 ( 1 1)arccos rt m = _ ‘ —r a; —/ , ’

aretanx .'L‘ € R fi— 32 E R

arccotcc :c€ R —=—1_f—®2 ac€ R
ei 9; 6 R ex at 6 R

111 a: E R, a > 0, (l =): 1 (1‚le1 a

Inn; ‚72 € (0, oo) =£ .'L" € (0, 00)
m

loga.z :l': € (0, oo). (t > 0, a :):1 —1—:ilogae :v { (0. oo)
.1;1n a '17

sinh a; 95 E R ' eosh.r
cash x m E R sinh 37

tauh:v rc E R _1)__ .eosh—ac

eothrß at:):0 _._1_‘_ a:=|=0smh*x—Funktion f Ableitung n—ter Ordnung f(")
fr" ac E R, n E N n! ‘

ax .'17 E R, a > (). a+ 1 (tx(ln a)” 50 E R
er» ‚1: Q R e‘” a: 6 R
1

,
0 o 1 „_1 (" ’1')! 1 — 0og..v xe( ‚oo)‚a > = (—1> „M „.—.x 6( 700)

sind; 15 / R (—1)"' sin x für IL:2/r,
' \ (—1)"' cosmfiirn=2/f+ 1

(k 3 0, ganz,!» € R) ‘"-—

‚ (—-1)" cos 3: für IL:2/5,
cos w 33 € R {(—1)"+1 sin a: für I’L:21."+ 1. (I.";0, ganz, 33 E R)
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Übungsprogramm



1. Begriff der Ableitung

Aufgabe:

Bestimmen Sie für die Funktion

f(x) = sin x, 93 € R,

'die erste Ableitung an einer beliebigen, aber festen Stelle% durch Be-
. Ayrechnung des Grenzwertes hm =— !

Ax—>O AT

'
Entscheiden Sie!.

Ich möchte diese Aufgabe selbständig in meinem Arbeitsheft lösen und
dann das Ergebnis vergleichen. ——>Ü 7, Seite 130
Ich benötige einen Hinweis. ———=> Ü 6, Seite 128
Ich kann keine Lösung finden, ——> Ü 2, Seite 120

Lösungen:

a) f’(xo) = x0(2 sin 330+ 930 - cos x0)‚ x„ G R,

l)) fl(x0):fian2moiiiiiii“ , c032350 =l: 0,. 2.cos x„
cos % — 221331ca f'(w..> = 2m , 970 > 0.

Arbeiten Sie im Barbietungsprogramm weiter!

>K 4, Seite 95
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Ü83

Richtig!
. .. - .. ., 1Sie konnen die Losung If (mo) = tan .x„ - ,_.(_ — 1 unter Beachtung von

('US".T„

1=— -— 1 + tan2reos2x ‘

weiter vereinfachen.

Damit ergibt sich
F’(x„)=............ __

* ___—> u 84

Ü l23

Hinweis: “"ir setzen

u = 2—1—(2x—1-1)“,
'U:e«"'2’l’-T+1

und somit

f’’(x) = u - 1).

Anwendung der l’redukt- und Kettenregel liefert.
f”’(m) = ........... . _

———> U 124
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U43

Wir wollen diese Aufgabe schrittweise lösen. Zunächst sei an die Beden-
. A1 . . .tung des Grenzwertes hm j£_—als Grenzwert des Differenzenqiiotienten

Ax=>0 '

erinnert. .
Ergänzen Sie (für eine beliebige Funktion 31 = f(x)):

. A
hm %= ..........

Ax—>O $

Für die Funktion f(x) = sin x, x E R, gilt dann analog

lim L(£f„—_t_h_)_-_f@
h=>0 "' >Ü3

4. Quotientenregel
Aufgabe:

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

r.«-2 . 3 =1

an der Stelle x0!

'
Entscheiden Sie sich für eine der folgenden Aussagen!. _

Ich möchte diese Aufgabe bis zum Endergebnis (einschließlich Verein-
fachung) ohne Zwischenkontrolle selbständig lösen und dann vergleichen.

>Ü54

ich möchte bei der Lösung der Aufgabe schon nach Teilsehritten das
Ergebnis vergleichen.

>Ü44
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U84

F (350) = tan“x„.

\

Falls Sie weitere Aufgaben selbständig lösen wollen
> Ü 88

sonst weiter im Darbietungsprogramm ———> Z;;_5, Seite 111

Um
f”’(x) = (:>...— + 1) [6+ (2...- + 1)‘-’] e ...—„

oder f”’(a;) = (2..- + 1) (4x2 +4x + 7) 0_‚„„_„‚„_

Falls Sie eines dieser richtigen Ergebnisse nicht erhalten haben

> Ü 123

Falls Sie weitere Aufgaben ohne zusätzliche Hilfen lösen wollen

> U 126

sonst weiter im Barbietungsprogrannn —————> Z7, Seite 112
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Ü3

. A .hm ——l = lim +++—

Ax—>0 A.?) /L——>0 h
lim f(x„+h) +](4110):lim sinfi,+h) == sm x„ (*)
IL=>0 h—>O

Auf der rechten Seite der Beziehung (*) erkennen wir im Zähler die Dif-
ferenz zweier Winkelfunktionen.
Die Anwendung eines Additionstheorems für Winkelfunktionen liefert

sin (330+ h) — sin x0 = .........................

Hinweis: Benutzen Sie ein Nachschlagewerk!

u44 Bilden Sie zunächst die Ableitung der Funktion und vergleichen Sie Ihr
Ergebnis mit den hier angegebenen!

[5(3.„„_ 1)+315%—2>1<m.°—3+.2+2>=(1az..*—6+.>(5w.—2)13x.— 1)

") ((lie): ($04 _ 3x02 + 2)2
> Ü45

!" ' ) —— 5<3‘”° ““ (x„4 — 3%2 + 2) — (1.1„3 = 61-0)151„ — 2) (3% = 1)
(% _ (%4 _ 33502 + 2)2 .’

> Ü46

f'(x„) ___ (30.750 — 11) (x04 _ 3x„2 + 2) —— (113503 _ 6%) (153,02 __ “%+2)
(5804 = 3:1:„2 + 2)2

> Ü47

/.‚($0):5 (3x0_ 1)+3 (5.270 = 2)(%4_ 31—02+ 2)_ ([*on _ 6x„)(5x„_ 2)(3$0_“
»

(..-„4 — 3x.2 +2)?

> Ü48

Ich erhalte keine oder eine andere Lösung.
> Ü48
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U85
. . . l . n „Bet der gegebenen Funktion [*(x) = ln cos x + —_‚ tan*’.v, .l,‘ € (— 7—)—— ,;).

handelt es sich um die Summe zweier zusammengesetzter Funktionen.
Wir setzen daher

F(5U):F1(®') + F2($)
mit.

Fl(x)= ln cos x, ' 1"2(x)=;taxf"'x
und

fl(z) =ln /'2(„) = -_3- „‚2,

5:51(“‘):C05 55: u = g2(:v) = tan 37.

Dann ergibt sich bei Anwendung der licll.enrcgcl

> Ü86

Ül25

Die von llnien gefundene zweite Ableitung

f"(x) = (43:2 + 4x + 3)e"'2+1‘+1
stellt ein richtiges Ergebnis dar.

Bestimmen Sie nun

f’’’(x) = ..............
Anschließend ——> Ü124

— 123—



2c S_(7'0+LL)_+L0 (70+//L)sin (w., ‚|, h) + sin ;r„__ +2 sin+

Fiir den Grenzwert des Dilferenzenquotienten gilt also

. . IL ’_ SID (%+h) —— slmc0 2cos (mo+ 2+)sin 7‘hm h = hm ] '

h—>() h—‚o L

l‘ormen Sie den erhaltenen Grenzwmt so um, daß Sie seine Bereehmnwunter Verwendun<r von

IL->O ++
durchführen können!

Lösung: ...... '.......................
>Ü5

Sie haben die Ableitung,' der Funktion richtig gebildet.

l\'liill‚iplizieren Sie nun in

/.‚(w ) _ [5 (3‚„,— 1)+3(53:0 — 2)] („i_ 3;‚-„2+2)— (4.z-„3-— (‚u-„) (fm-“_‘ 2)(3_„0_ 1)
0
_ (-"o4 — 3%2 + 2)2

die Klammern iin Zähler des Bruehcs aus. Sie erhalten dann



U86

Slll.’li„1 , 1 .
‘

I"'a: =+-z =— - ——sma; =++:——tan:v
1 ( 0) z0 0 cos „1:„ ( _0) eosx0 ‘”

1 , tan .'r
I".'.L' =-——-2u -u = "+-

.2 ( 0) 2 0 0 0052-72.)

, . . „ 1
Für die gesuchte Ableitung von I'(xo)= ln cos 3; ++tan2as,

n 71 .
'

[U € (—?,'?) , lOlg't
14"(x„) = ........... .

.4

> Ü87

Ul26

Aufgaben:

1) Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung un der Stelle wo von

f(x)=l/x2‘+1‚xé R!

2) Bestimmen Sie die n-ten Ableitungen der Funktionen

&) f(x) = In cc, 33 6 (O, 00),
b)f(a;)=az-efl :v€ R!

Anschließend +»Ü127



II \III *—

liiii eos a:„ + -;‚ ) - liiii
„ hf»— = eos 370 - l = cos .130.

h_.e “ /L_.o ?

Die Funktion [(at) = sin m, ;1; E R. ist somit an der Stelle wo und — da 350
beliebig war — zugleich an jeder Stelle ihres Delinitionsbereiches dilfcren-
7‚ierhar. Ihre erste Ableitung lautet /"(.i‘) = cosx.
Bearbeiten Sie eine weitere Aufgabe!
Sie überspringen einige Lehrschrith

' > Ü8

U46

Falsch!
Sie haben die Quotientenregel nicht richtig angewandt..

Gehen Sie systematisch vor. Setzen Sie für die Funktion
(5.13— 2) (3x _ i) ,„ . . . .den Ladder gleich /1(a;) und den l\enner gleich"(w) =T37'+ 2

f2($). Bilden Sie dann

f2'(x„):............ . __
___—___» U51



. tan .17I" a; = — tan $ ++ 51 .( O) () + COSZIUO

* 7 7 2l;lll.el' \ erwendung von+„= l + tan ac
(:()S'J;

erhalten wir

, _F (350) — ............ .

Lösungen:
:17 1

1 ’ —L :___fl—“ .” —' = _:°) f (Lo) va„2fi„ ("%) V($oz+ „3
2) u) M *) = <—1>"-1 F”+af„vl—)3‚ „„ e (0, oo)

b) f<“(a;) = e”(n +J:), J; E R.

Weiter im Barbietungsprogramm

+127—

U87

» Üs4

ÜIZ7

> Z„ Seite 112



Hinweis: Bestimmen Sie den Grenzwert des Dillerenzenquotienten unter
Benutzung

a) eines Additionstheorenis für \\dllkßlftlllkll0htäll [Nachschlagewerk be-
nutzen!] und

. h
‚ . _ Sin—r

b) des Grenzwertes lim h
h—>O —2——

:1.

Vergleichen Sie anschließend! +++—> Ü7

Richtig!

Vereinfachen Sie das Ergebnis, indem Sie die Klammern im Zähler des
Bruehes ausmultiplizieren und nach Potenzen von so zu ordnen!
Verschalien Sie sich erst dann über die Richtigkeit Ihrer Lösung Gewißheit.

> Ü50

—128—



Nachfolgend werden weitere Aufgaben gestellt., die Sie ohne zusätzliche U 88Hilfe lösen sollten.

!) Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen:

a) F(x) = eos (a —— ba“), .? E R,

b) F(m)=x-VKI, \:r]>1,

m _ 1 , m € (%, 00); berechnen Sie speziell F’(5)‚

|

e) F(m) = are sin n: '

Var? — 1 ‘d) F(rr) ::(Til-TF, la) > 1, .’17 :# +2.
_ —t*

2) Es ist zu zeigen, daß die Funktion :r(l) = +26? « , L:{:O,
],

. . . (L 1 ..der I)11Terentmlgle1chung tT7;+ 250 = e“‘2 + +l—genugt.

Anschließend +>Ü89

U l28

S. Das Differential

Aufgabe:

Bilden Sie das Differential der Funktion 31 = aretan re, 33 6 R,
an der beliebigen Stelle x.

'
Entscheiden Sie!

0

Ich möchte diese Aufgabe selbständig in meinem Arbeitsheft lösen und
dann das Ergebnis vergleichen. _»Ü130

Ich benötige einen Hinweis. —>Ü129

—129—



f<“io tä> 1"<”‘o>lim ‚+ + +

= lim
h—>0 L h-m

sin(n'„ +h) — sinrr„ = eosm .IL "

Wenn Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben oder wenn Ihnen der
Lösungsweg unklar ist,

dann +>Ü2

sonst +>Ü8

Da Sie kein richtiges Ergebnis erhalten haben. lösen wir die Aufgabe
schrittweise.

Setzen Sie

f2'(x0) = .................... .
Beachten Sie, daß f1(.’l‘) aus einem Produkt zweier Funktionen besteht.

— 130—



Lösungen:

1) a) F'(x0) = l) sin (a—bxo),
'

, 2x„2 _ 1
b) F (%) = W£;—T’

1 21
3F’.‘ =—_:=-,IFI5 =——,() (1°) x0)/2a30 _

i (, ) 15

_. 217d) pf(_„()) =_M,‚.sz_
i (:r+2)3

)3= 20_tif(_i+_tszi(IL %“

Einsetzen von es und(+ll— in die I)11Ierent1algle1ehung helert die Richtig-
(

keit der Behauptung.

\Vei‘ter im Darbietungsprogramm +>Z;‚_;„ Seite 1.1.1

Ul29

Hinweis: \Nir erinnern an die Definition des Differentials als Produkt.
aus der Ableitung und einem beliebigen Zuwachs das der unabhängigen
Variablen, also

dy = f’(a:) — dcr.

Versuchen Sie die Lösung erneut!

Anschließend +>Ü130

— 131 —
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Im folgenden seien weitere Aufgaben genannt, die Sie möglichst ohne
zusätzliche Hilfen lösen sollten.

Aufgabe:

Bestimmen Sie für die Funktion

f(x)=zv+ Sinn:, 9; E R,
die erste Ableitung an einer beliebigen, aber festen Stelle m„ durch Be-

. A1rechnung des Grenzwertes lim —A—'l+ -
An:—>O

'
Entscheiden Sie!.

Ich möchte diese Aufgabe selbständig lösen und dann das Ergebnis ver-
gleichen. ——————> Ü.10
Ich benötige einen Hinweis. +>Ü 9

Wenn Sie sorgfältig gearbeitet haben, dann ergibt sich (abgesehen von der
Reihenfolge der Summanden):
f’ (x ) _ 30x„5

_
909;„3+ 60:c„_ iin-„4 +33r„2 _ 22_ 60x„5+90.1».„3 +

0 “ (m„4 _ 3a:„2 + 2)2
4435‘——66x2—822312x» 0 0 ow —— 3x..2 +2)2

Vereinfachen Sie das Ergebnis weiter! +>Ü50

+132-—



6. Ableitung der Umkehrfunktion

Aufgabe:

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion

. 2 —— m2F(rr) = aresm _fi , .’17 € R!

Falls Sie einen Hinweis benötigen .+>Ü91

sonst +>Ü95

—
We ren f’(fr) = --„+1+ folgt unmittelbarig . 1+12 . .

1(I1/ = i+m2 da:.

Wir lösen eine weitere

Aufgabe:

Bilden Sie das Dilferential der Funktion

r((p) = 2(p — sin 2q)!
Lösen Sie diese Aufgabe selbständig!

Anschließend +>Ü131

!) Elster. Verändcrliche —- 13" —

U I30



Hinweis:

lim f(n‘0 +h) — f(a’„):lim (.’l'o +h) + sin(:1:0 + h) +.”i20 — sinn.“0
II,—>O h „.‚0 h

Berechnen Sie diesen Grenzwert. unter Benutzung des Ergebnisses der
vorhergehenden Aufgabe!

Vergleichen Sie! +)Ü10

f?.397'qii 33%" *8”'o“ _ 33T»? + 7?-7Toj3fä
LI(T") _" (m„4‘_ Iln'„2 + 2)‘—'

Zur Festigung Ihrer Kenntnisse wollen wir die Quotientenregel noch auf
eine andere Klasse von Funktionen anwenden, und zwar auf trigono-
metrisehe Funktionen.

> Ü55

—- 134—



Fiir die Funktion aresin ac, .’L‘ E [—’I. 1],
gilt nach S. 6.1 (Lehrschritt 83, Seite 25)

1
arcsin x =+,a; — —1,1.

das V1 _ :r2 C ( )

' Entscheiden Sie!.
Ich kann die Aufgabe jetzt selbständig lösen. +>Ü.‘l5

Ich benötige weitere Hinweise. +>Ü92

ü|3|

Lösung: dr = (2 —- 2 cos 2(p) (hp.

Falls Sie weitere Aufgaben selbständig lösen wollen
> Ü132

sonst weiter im Darbietungsprogramm +>ZS, Seite 113

+135—



Ül0

U5l

Das richtige Ergebnis lautet

lim Rat„ + h) +I..('l‚i0.)‚:lim (.'r() + h) + sin(.r„ +h) +m„ + sin rr„
h—->0 ” IL—>0 ‚"

. 1 _ _. _\. _= lim ++ lim “" (7o+fl sm @
Ii->0 l" h—>U h

= 1+ cos mo.

Falls Sie weitere Aufgaben dieser Art; lösen wollen,

dann ——> Ü11 .

sonst weiter im I)arbietungsprogramm +>Z„ Seite 109

fl’(:r0):30m0_ ii,

f2'(rro) = i933 + (imo.

Bilden Sie nun noch einmal mit; Hilfe der Quoticnlenregel die. Ableitung
der Funktion

1.. 5.t+2-3.‚+1
[(m) =%:(IIT_%;I2FFF)F . .’I"I — 3.T2 + 2 :i: (l,

Vergleichen Sie erneut in

’ +>Ü44

+ 136 +



Wir betrachten die in Ü90 gegebene Funktion
«. 2+3;2

F(a;)=amsm 2+x2--,xER‚
als zusammengesetzte Funktion und setzen

2 — :r2f(z):arcsinZ, Z:g(7“):“mi .

Damit ergibt sich

==_____» Ü93

Ul32

Nachfolgend seien einige Aufgaben genannt, die Sie ohne zusätzliche
Hilfe lösen sollten.
Bestimmen Sie die Bühnentiale der Funktionen

a) y=V1+m2‚ xER,
a a;

b) y=++aretanz,méR, :c:i=0‚

c) y = Vi_an der Stelle wo = 9 für dx = +0,01.
.1;'

Anschließend+>Ü133

—l37+



u|' Aufgaben:

Bestimmen Sie für die Funktionen

JE"’L€GSa) f(x) = tan a:, x __ (2/L + l) 2

b)f(w)=x—tanw‚ a;=i= (2n+ LI)%,ILEG,
c) f(L) = a(t — sin t), 136 R,

die erste Ableitung an einer beliebigen, aber festen Stelle wo bzw. Lo durch
Berechnung des Grenzwertes

Ay Ai} 'lim . ‚_ bzw. lim
A.L'—>t) Am AL—>U A

' Lösen Sie diese Aufgaben selbständig und vergleichen Sie erst. dann.

> Ü12

f.,'@„) = 30550 _ 11,

f2'(zro):4303 _ 69%

Für die Anwendung der Quotientenregel benötigen wir nun

fl'(azo) — f2(a;0) = ........... ,

f1(xO)-fg'(xo)=........:.. .

Vergleichen Sie! +>Ü53

+ 138—



_L
V1+ z2_ ’

(239x2)2__ ;}.v(2+3:2) + 2:1:(i1— a:?)

. . . . . . . 2+ .’l‘2Anwendung der Ixet.tem-egel auf die [4 uiikt.ioii [4 (a,) -.=- aws1n 2+++B+2 , a; E R,
führt auf

F'(x) = .............. .

Lösungen:

_ ‚_ ;rda: '

cl) (.Iy —— V1;+—_w—ZT , 31 € R.

a3 d.r
b) (I” _@, [L'+FO.

e) dy = + 1_ da;‚ te >U,

1d‘! =+-J$L=9 2700

Weiter im Darbietungsprogramm

> Ü9’r

Ul33

> Z8, Seite 113

+ 139—



Lösungen:
’ 13) f (wo):3%; ’

I)) [II (III):l _ F(;0.;23: — [811251309

e) f'(t0) = 2a sin2 3°+0d01'f'(l„) = «(1 + eos[„).

Weiter im Barbie tungspi'ogranim +>Zi, Seite 109

{(wo 2(a;„ = 303305+ 11:1;04+ 903 3 + 33.1',2 + 6033 + 220 ( 0
fl(x0) f,'(.„,) = ßoxos _ /./.a;„4

_ 82.-„==_ 669.02
_ 12%.

Damit erhalten wir unter Beachtung der allgemeinen Aussage

fI(—7Jo):Iiil($ol /.2(4L'ol '— /°1($ol f2'1-730)
fz"($o)

für die gegebene Funktion das Ergebnis

> Ü50

—- 140—



94

., _ _ 1 + 2:1:(2 +fu?) + 2rr(2 + 112) .
P („L)

_ 1‚'2"_iufi ' (2 +fl)? "”*”'V‘im?)

Vereinfachcn Sie diese Lösung!

F'(x)= . ._......... , a:=)=0.
> Ü95

—_ o".
9. Mittelwei°tsätze der Differentialrechnung "|34
Aufgabe :

In welchem Punkt ist die Tangente an das Bild der Funktion

f(x):4 '— 1132,$ E (_271):
parallel zur Sehne, die die Punkte A(+2,0) und B(1,3) verbindet?

Hinweis: FertigeniSie eine Skizze an!

' Entscheiden Sie!.
Ich möchte diese Aufgabe bis zum Endergebnis ohne Hilfe in meinem
Arbeitsheft lösen und dann das Ergebnis vergleichen.

> Ü139
Ich benötige noch Hinweise. +>Ü140
Ich kann diese Aufgabe nicht lösen. +++ Ü135

+141+



2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Aufgabe:

Wir untersuchen die Funktioi1
f(x):552 für a:;1,

(a; + 2)2 fürn: <1
in n;0= 1 auf Stetigkeit und Dilfertiimierbarkeit.

Fertigen Sie zunächst eine Skizze der Funktion an!

Anschließend +—> [114

I., (x ) _ + 30.1105 + 3311:„" + Sm.,“ + 331:„2 + 72.1'" + 22 _° ' <w.° — 3x.2 + 2>2

Sollten Sie diese Lösung erhalten haben, dann haben Sie sehr gut gear-
beitet. Weiter so!
Sie können schon mit der nächsten Ubungsaufgabe beginnen!

> Ü55

Sollten Sie diese Lösung jedoch nicht erhalten haben +>Ü48

+ 142—



" . _ _„‚;8-L_- . .I‘ (a,) __ (2+x2)}/832— ,.fb=+ 0.

Bei der weiteren Vereinfachung dieses Ausdruckes (Rationalmachen des
Nenncrs) spielt das Vorzeichen von a; eine Rolle. Unter Berücksichtigung
von )/;r_{= |a:l ergibt sich damit

" d _ 2_ 322 .......... , falls &:> 0,[< (a:):++are sin+=d.» 24 + -L2 .......... , falls &;< 0.
> Ü96

Gesucht ist offenbar der „Zwischenwert“ &, so daß die Tangente im Ü l35Punkt (55, f(£)) parallel zur Sehne AB verläuft..

Wir wenden den l\’littelwertsatz in der Form an

/'(b) — f(G):f'(£).
b+a

und zwar auf die Funktion [(x) = 4+ w2, m € [+2,1].

Bestimmen Sie:

Vergleichen Sie anschließend! +>Ü136
+ 143—



Das Bild von f(x) ergibt sich + unter Berücksichtigung der jeweiligen
Definitionsbereiehe + aus Teilen von zwei quadratischen Parabeln mit
den Scheitelpunkten in (O; O) und' (2; O).

'
Entscheiden Sie sich für eine der folgenden Aussagen?.

/(;1;) ist. in 3:0 = 11 nicht stetig. +» Ü15

f(x) ist in wo: 1 stetig. +++—> Ü17
Ich weiß es nicht. +> Ü18

Aufgabe:

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

COS..'D
f($)Em,1—I—2sina;+0‚

an der Stelle 3:0!

'
Entscheiden Sie !.

Ich möchte diese Aufgabe selbständig lösen und dann das Ergebnis \_rer-
gleichen. ——+—> Ü57

Ich benötige einen Hinweis. +>Ü56

Ich kann keine Lösung finden.— Wir empfehlen Ihnen, den Lehrabschnitt
„Quotientenregel“, Darbietungsprogramm Seite 341f., sorgfältig zu
studieren. 50 bis 55Ü55+:

+ 144—



_ 22132 , falls rc > 0, U 96
21/52+x2 ,fallsx<0.

Wir wenden uns einer weiteren Aufgabe zu, in der Umkehrfunktionen der
Exponentialfunktionen sowie hyperbolischer Funktionen auftreten.

Aufgabe:

Ein Körper mit der Masse m legt unter der Einwirkung der Schwere-
besehleunigung g und einer Iieibungskraf t R= In? in der Zeit [ den Weg

1 cash (artanh [3110+ßgt) _L_ _ __. ___-4 2 ——.

a: _ x0 l {F}; n eosh (artanh ßv„) ’ 5 mg ’
zurück (mo, v0‚ 11 sind Konstante).
Berechnen Sie die Geschwindigkeit 1; des Körpers!

' Entscheiden Sie!
0

Ich löse die Aufgabe selbständig und vergleichedas Ergebnis.

> Ü108, Seite 169

Ich benötige Hinweise. —>Ü97— Ul36
[) = I, a = —2,
N') = 3, f(“) = 0-
f'(£) — *25

Setzen Sie die gefundenen Werte in die Formel des Mittelwertsatzes ein
(Vgl. Ü135), und bestimmen Sie & (im vorliegenden Fall läßt sich 5 ex-
plizit angeben)!

Lösung: ....................

> Ü137
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Ihre Antwort ist falsch!

Wiederholen Sie den Begriff der Slel.igkeit einer Funktion, z.B.
im Darbietungsprogramm, Seite 10

oder in [l], Seite 135 ff.
oder in [2], Seite 130 ff.
oder in [3], Seite 25 ff!

Anschließend beantworten Sie bitte folgende Frage: Welche notwendige
und hinreichende Bedingung für die Stetigkeit von [($) in ”o ist Ihnen
bekannt?

» U16

Hinweis: Setzen Sie

/'1(:1:) = eos :|:,

f2(:r) = 1,+ 2 sinzr
Il(n;) _ _yeosxund differenzieren Sie f(x) = —=/‘<Ü* 1+m’1-+25i"““4="’ ““h

der Quotientenregel.
Vereinfachen Sie das Ergebnis unter Verwendung von

sin2x+ coszx = 1.

Anschließend —————> Ü57

——MG—



Schreiben Sie zunächst den Logaritlnnus des Quotien ten als Differenz

ln rosh (nrtnnll 5%+ßgQ __
.. 311 (artanh 13%)

i

Ül37
Wegen .

f(b) —f(a) _ .,1;“_ „„ / (5)

erhält man

3 —— 0“112“ “2 5
und somit

15= _ 7.

Bestimmen Sie nun für f(x) = ’n — (02, an € (——2‚"1), den Wert der Funktion
an der Stelle 5:

> Ü138
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Ü57

Antwort :

Die Funktion f(x) ist in wo genau dann stetig, wenn sie dort sowohl links-
seitig als auch rechtsseitig stetig ist.
In diesem Falle gilt:
a) lim f(x) = lim f(x):f(%)

.T—>a:„+0 a:—+x„—O

oder
b) lim f(xo+ h) = [im f(x0+ h) = f(a:0).

IL—>+O ‚ h—>—O

Berechnen Sie nun für die Funktion

__ 902 fürxäl.‚

f(x)—{(m— 2)2 fürm < 1

lim f(1 + h.) = .............. .
h—>+()

lim f(1 + h) = ...............
]l.—>——fl

Anschließend ————————> Ü19

Das richtige Ergebnis lautet

, __ (—sin .r„) (11.+2sin mo) — eos x„ - 2eos m„[ ($“) “‘ (1+231„ m„)2 '“

oder vereinfacht

, __ 2+ sin .1:„
f(m“) "‘

_
(1.+2sinzv„)“‘ '

Wir lösen eine weitere Aufgabe. ——-—> Ü58
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n ms}! (af—lilfnh ß%_-l;fig£) = ln [cosh (artanh ßv0 + ßgt)]
cash (:|f'tanh ßv„)

— ln [eosh (artanh ß?)„)].

Damit ergibt sich für den Weg in aus Ü96:

UI38

oder

Formulieren Sie die Lösung in einem Antwortsatz. Wir wiederholen
die dazu benötigten Angaben:
gegeben: f(x) = 4— :);2, a: E (——2,1), mit A(—2,0), B (1,3),
gesucht: P(E, f(£)), in dem die Tangente parallel zu@
Verdeutlichen Sie sich das Ergebnis nochmals an Hand Ihrer Skizze!

Anschließend ‘

——————> Ü139

“) Elster, Veränderliehf —— .'l’if) —-



le7
Ihre Antwort ist richtig!

I‘ühren Sie den Naelmeis für die Stetigkeit der gegebenen Funklion f(::)
in ::0jetzt analytisch!

' Entscheiden Sie!.
Ich kann den Nachweis in meinem Arbeitsheft selbständig führen.

Anschließend ——> Ü19

Ich benötige einige Hinweise. ——————> Ü18

Aufgabe:

Bestimmen Sie die erste Ableilung der Funktion

f(x) =

an der Stelle 330!
Suchen Sie den vorteilhaftesten Lösungsweg!

(.Otn—,:ltzl:(2n+ 1-) £‚(1€R,2 («:|:nn),
tan :::

'
Entscheiden Sie anschließend!.

Ich habe vermutlich den vorteilhaftesten Lösungsweg gefunden
> Ü59

Ich habe den vorteilhaftesten Lösungsweg vermutlich nicht gefunden.

> Ü61

Meine Lösung lautet

—tan 320 ent a
, _ sin2a (os2% . _f ("?) “‘ 717" ___—> U62

Ich kann keine Lösung finden. _» Ü63



1
182gm=m0+ [In [cash (artanh ß110+ßgt)] ——ln [cash (artanh ß"o)l}

. . . . . . da“Bestmnnen Sie nun (he Geschwmdigkelt :) = „„(ll .
Wissen Sie, wie Sie vorzugehen haben?

Falls Sie Hinweise benötigen ——> Ü100

sonst ——————> ÜIII’I

-_g‚ f(5)—_i,f’. '

U|39
Antwort (sinngemäß):

r

Im Punkt P(——ä—,1TJ) ist die Tangente an das Bild der Funktion

f(x) = 4— :::2, (L‘ E (—2‚1), parallel zur Sehne, die die Punkte A (—2,0) und
B(il‚3) verbindet.

Geometrische Darstellung:

Abb. 45

Falls Sie diese Ergebnisse nicht erhalten haben, geben wir Ihnen einige
Hinweise —————> ÜI’10

sonst —> Ü1’11

—151———



Ul8
Überlegen Sie zunächst, wie die Stetigkeit einer Funktion f(x) an der
Stelle .’t‘0 definiert ist. Erforderlichenfalls informieren Sie sich

im Darbietungsprogramm, S. 10
oder in [|], Seite 135ff.

oder in [2], Seite 130ff.

oder in [3], Seite 25ff.l

x2 für a: 2 1,
(m — 2)2 für :r<1

Berechnen Sie dann für die Funktion f(x) := [
lim f(1 +h):............... .
[:=—0

Ü59

Die Anwendung der Quotientenrcgel ist nicht erforderlich; denn es gilt

rot (1 1f(x) = ‚+++ =eot a - — = eot (1- cat ::;
tan ::: ' tan (::

und damit, da cot a konstant ist,

[’(a70) = ............... .
> Ü60
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Hinweise: Bei Betrachtung von

::: = 370+%{ln [cash (artanh ‚3%+ßgt)] —— In [cash (artanh ß”o)l}
stellen wir fest:

I) Der Ausdruck In [cash (urlaub/31:0] ist von t unabhängig und daher
bei der Differentiatian als Konstante zu behandeln.

2) Der Ausdruck In [cash (artanh ßv0+ßgt) ist von t abhängig.
Versuchen Sie erneut d1e Lösung!

» dm
;“ dt ................................. ‚.....

> Ü101

Hinweise :

1) Gesucht ist offenbar der (in unserem Falle eindeutig bestimmte) „Zwi-
schenwerl'” 5, so daß die Tangente im Punkte (E,f($)) parallel zur
Sehne AB verläuft.

2) Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f(x) = 4— :c2, x 6 (—2, 1),
und wenden Sie den Mittelwertsatz (Satz von Lagrange) in der Farm

f(b) — ff“) .,777 = f (f),

auf diese Funktion f(x) an! Bestimmen Sie dann£ und f(E)!
Lösung: ....................

Anschließend —>Ü139

Falls Sie keine Lösung finden können ———————> Ü135

ü|00
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f(1) = 1,
lim f(1 +h) = lim (1 + “h)? = 1,

]t->+0 I:—a+0

lim f(1 + h) = lim (l+ h _ 2)2: 1.
h"'_0 It—9—O

Wegen f(1) = lim f(1+ h) = lim f(1+ h) = 1 ist die gegebene Funktion
h—>+U h—>—O

in 3:0: 1 sowohl rechtsseitig als auch linksseilig stetig und damit stetig
schlechthin.
Wir untersuchen nun, ob diese Funktion in .T0 = 1 auch differenzierbar ist.
Für die beiden einseitigen Ableitungen in a;0= 1 ergibt sich

[f(1) = ............ und

f,’(l) = .............. . “

> U20

not a
f,(xo) ; “‘ 'gi„2x, '

Falls Sie weitere Aufgaben selbständig lösen wollen

>Ü64

sonst weiter im Darbietungsprogramm ——>K5, Seite 97
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Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit folgendem Lösungsangebotl

_ 1
” ßzg

, 1
”_73?
, 1027
"72.5

sinh (artanh 500 + ßgt) [3 ’
.cash (artanh ßv„ +ßgt) '

1

- tanh (artanh ßv0 + ßgt)

sinh (artanh ß%+ßg’)
' ‚cash (artanh [311], +ßgt)

Aufgabe:

> Ü102

> Ü103

> Ü104

> Ü105

Gegeben ist. auf 5 l)ezimalstellen genau lgö= 0,77815. Berechnen Sie
lg 6,2 mit. Hilfe des Mittelwertsatzes auf drei Dezimalstellen genau!

' Entscheiden Sie!.
Ich möchte diese Aufgabe selbständig bis zum Endergebnis in meinem
Arbeitsheft lösen und dann das Ergebnis vergleichen.

Ich benötige Hinweise.

Ich kann die Aufgabe nicht lösen.

——155——

> Ü148

> Ü146

> Ü142

ü|0|

ü |4|



Wenn Sie diese Lösungen nicht gefunden haben, so vergleichen Sie Ihre
Aufzeichnungen mit den folgenden Zwischenschritten:

2_ 2 2 2 —„

f.‚'(1) = lim —(1—+I;LL)——l— = lim l + =IL7z—l—_wh———l—: 2,
/1=+() h—*+0

. . 1 =2 2 = 2 . 2 — ?
fllfll = Ilm (—+hr)—i:Ill" ’IL“‘ h‘; '”2'

Welche Schlußfolgerung ziehen Sie aus dem obigen Ergebnis bezüglich
der Differenzierbarkeit der Funktion in a;0= I?

' Entscheiden Sie sich für eine der folgenden Aussagen!.
[(m) ist in %= 1 differenzierbar. ————————> Ü2I.

f(x) ist in w0= 1 nicht differenzierbar. ——‚—> Ü22

.
U6l

. . . . . . cotltBei formaler Anwendung der Quollell‘tcnregcl auf [(x) = .=L===L kann man
an."

setzen

fl(“’):C0l« “; f2(-TJ) = tan n:

und gelangt unter Beachtung der Tatsache, daß cat a eine Konstante ist,
zum richtigen Ergebnis. '

Vorteilhafter ist allerdings der Ansatz
f(x) =

:

cat a 1=cot’a- =cata-cota;
tanzt tan :::

und damit

> Ü60



Ü l02

1 sinh (11111111 [3% +ßgf)
‚ ” ein 1ichligcs Ergebnis.ß2'r cash (aitanhßv„+ßgt) 13"Sie fanden mit. 'U=‘-

sinh ;:J . .\Ncgen— =+ = tanhx ergibt. sich
coshx

> Ü104

Ü l42
Wir empfehlen Ihnen das Studium der Lehreinheiten 145 bis 147 (Sei-
te 7511'.) im zugehörigen Barbietungsprogramm, anschließend arbeiten
Sie hier weiter. 145 bis21:3
Wir wenden den Mittelwertsatz (Satz von Lagrange) an in der Form

f(% +h) =f(x.) + h - f'(w..+ äh) «9 6 (0,1),

und zwar auf die gegebene Funktion f(x) = lgx für xo =6 und h = 0,2.
Bestimmen Sie:

a) f(x) = .......... , d) f(x„) = .......... ,
b) f’(xx) = .......... , e) f(x„+ h) = .......... ,
c)x()+ h—=.......... , f) f/(a;0 + 19h) = .......... .

Hinweis: Die 1. Ableitung von f(x) = lg 33 finden Sie im zugehörigen Dar-
bietungsprogramm (Anhang, Seite 116), den Wert für lg e in einem Nach-
schlagewerk.

> Ü143



Ihre Antwort ist nicht richtig!

Wiederholen Sie die notwendige und hinreichende Bedingung
für die Differ‘enzierbarkeit einer Funktion z.B.

im Darbietungsprogram'm, Seite 38

oder in [1], Seite 116
oder in [2], Seite 10.1.
oder in [3], Seite 45.

Begründeu Sie anschließend, weshalb die vorgegebene Funktion f(x)
in x„= 1 nicht differenzierbar ist!

> ‘Ü22

U62

Ihr Ergebnis ist. falsch!

' Beachten Sie: cat a ist eine Konstante!.
Versuchen Sie die Lösung erneut!

Anschließend ——> Ü58



Falsch!

Offenbar haben Sie die gegebenen Hinweise (vgl. Ü100, S. 153) nicht ge-
nügend beachtet. Wir lösen die Aufgabe schrittweise.
Zunächst stellen wir fest, daß in

—-ln [cash (artanh ßv„)]}x = x0+ „3—2g1{In [cash (a1tanh ßv„+ßgt)]

die Ausdrücke
% und 1In [cash (artanh ßv„)]ßs

Konstanten darstellen und deshalb beim Differenzieren Null ergeben,
Verbleibt nach die Differentiatian des Ausdrucks

%;ln cash (artanh ßv„ + ßgt)
nach t. 0

Wir setzen ::= artanh ßv„ + ßgt,
w = cash u.

Damit geht (*) über in

.) f(») — m, d) f(%) — lg (»

I lg ‘b)/ (a) — =,“ ‚ +) [(an + h) = lg b‚z‚

., l -)1„+h_oz f)f(xo+üfL)—6+ggo2

Anwendung des ersten Mittelwertsatzes (Satz von Lagrange) auf die
Funktion f(x)= lg x für xo = 6 und h = 0,2 ergibt

> Ü14’1

—— 159——

> Ü107

Ü l03

Ü l43



U63

f(x) ist in x„= 1 nicht differenzierbar, weil

f/(1) + f:'(1)-

Wir fassen zusammen:

Die in U13, Seite 142, vorgegebene I‘unklion f(x) is! in 500— 1 zwar stetig,
aber nicht differenzierbar. Es existieren in diesem Punkt die beiden ein-
seitigen Ableitungen

f‚.'(x) und f‚'(x), es gilt jedoch f,'(x) :|: f,'(x).
Im Punkt (1, f(1)) kann also keine Tangente an die Kurve gelegt werden
(hingegen existieren dort die beiden einseitigen 'I‘angenten).
Wir wenden uns einem weiteren Beispiel zu.

> Ü23

Wie im Lehrabschnitt „Quotientenregel“ (Lehrschritt 501f., S. 341f.)
gezeigt wurde, ist der Quotient q(xx=) f‚l(m)
Funktionen fl(x), f2(x) (mit f2(x) =]: O) widderum differenzierbar. Man er-
hält

von zwei differenzierbaren

q (x0) _ f‚f(x„)

Versuchen Sie nun, die gegebene Aufgabe zu lösen!

> Ü58

—— 160——



U l04

():%tanh (artanh ß1)0 +ßgt)

ist die Lösung in der einfachsten Darstellung.

Weiter im Darbietungsprogramm! ————-———————> Ze, Seite 111

1„62:1g6+.0’Zi fi6(01) (*) Ü |44o ' b+190,2’ ’

Wie Sie bemerken, hängt der Funktionswert lg 6,2 von der Größe 19 ab,
die uns numerisch im allgemeinen nicht bekannt ist. Der 19 enthaltende
Ausdruck ist offenbar streng monoton. Daher kann man durch Einsetzen
spezieller Werte für 19 die näherungsweise Berechnung des Funktions—
wertes lg 6,2 durchführen. Hierbei ist es zweckmäßig, statt 19 die Werte
0 und 1 einzusetzen (die in (*) aber nicht angenommen werden können).

Ersetzt man in (*) 19 (lurch 1, so folgt

lg 6,2>............
Ersetzt man in (*) 19 durch 0, so folgt

lg 6,2< ............

> 11145
—161—



U23

Ü64

Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion

1+ Sin x fürn:> 0,fü”) = ..[a:+ 1[ fur rc;0.
a) Skizzieren Sie das Bild dieser Funktion in ihrem Arbeitsheft!

b) Entscheiden Sie auf Grund Ihrer Skizze, oh [(n) in .'r‚0= _1 und in
ml = 0 stetig bzw. dilferenzierbar ist.
Tragen Sie Ihre Antworten in die folgende Tabelle ein!

f(x) in stetig nicht dilferen- nicht
stetig zierbar differenzicrbar

130 — —1
'r‚ = 0

Vergleichen Sie! ——————.——> Ü2.’1:

Nachfolgend seien einige Aufgaben genannt:, die Sie ohne Hilfe lösen sollten.

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen an der Stelle wo:
ex— 1“)ffxl=ngji—a 33€R‚

h)f<m> =1—+‘33‚ x>o‚

e)f(x)=x—_—FsiTq—;, x+sinx:l=0.

Erst dann —-—> Ü65

_
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Dieses Ergebnis ist falsch.

Bei Anwendung der Kettenregel kann man in

a: = 330 +?35131n [eosh (artanh ‚3% + ßgt)] —@;ln [cosh (artanh ß1)0)]
b b

setzen
1 |T: ß2". nw+c,
0

w=cosh u,
u = artanh [9110 +ßgt,
(? = 370 — —ßi—gln [eosh (artanh ß?)„)] = cons‘t.

und erhält

> U106

ü 145
lgß2>lg 0,2p-)’lge = 0,79216,

lg 6,2< lg 6+912-253 —_0‚79263.

Daraus folgt

0,79216 <lg 6,2 ( 0,79263.

Wie man Sieht, ergibt sich der gesuchte Funktionswert lg62 auf drei
Dezimalstellen genau zu lg 6,2 = 0,792.

> Ü149

——163—



24 Lösung:

zu a)
.V
Z

7
| 1:1 |} 1 | |} | Abb./13

"? “7 0 7%? 33r 4%!5 5217X
zu b)
f(x) in stetig nicht differen- nicht

stetig zierbar dilferenzierbar

x0 = —1 X X

501 = 0 X X

'h-

' Entscheiden Sie!. .

Meine Antworten sind richtig. ——————————> 1127
Ich habe bei der Untersuchung an der Stelle mo= —1 einen Fehler
gemacht. ' \ ———> U25

Ich habe bei der Untersuchung an der Stelle 321 = 0 einen Fehler gemacht.
> Ü26

65

Lösungen:
/ 2 370

“) f (“b) _ läig—t—1)f’ T0 E R,

b) f’<rvo) = —— h;j;° ‚
T., > 0,

; 2(sin x„ —% cos 370) _c)/ (930): (%“FW— , m„ + sm x0 :(: O.

Weiter im Darbietungsprogram'm! ————« > l(_.„ Seite 97

——16’1—



(In: _ 1 1 "1193“7é“15’ ' U |06
7Tu? = smh u,

_"L _ ß
(” F

”

Es gilt
das das du) du.

_“ _(l?= (hl) . du ‚_(llf’

sinh .7'

somit ergibt sich unter Beachtung von (_ IT}: tanh:r
‚os 1:7

1und m =——ln w + c, c = eonst., w = cosh u,1621;

u = artanh fiv„+ßgl,
die Ableitung

da: .-1) = —— = .................... . ———————> U104
(lt

U l46
Hinweis: Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form

f(-%+ h) = f(x.) +h -f'<x..+ M.), 1? € (0.1).

auf die gegebene Funktion [(fr) = lg 32 für :r0= 6 und h = 0,2 an.

Bestimmen Sie:

3) f(x) = ............ , (l) f(ac0) = .......... ,
b) f(x) = ............ , e) f(xo+ h) = .......... ,

Die 1.Ableitung von lg ac finden Sie im zugehörigen Darbietungsprogramm
(Anhang, Seite 116), der gerundete Wert für lg e ist 0,4343.

> Ü147

11 Elster, V(‘riimlcrlichr ' -—— 165 ——
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Die in Ü23 gegebene Funktion f(x) ist an der Stelle "”0 = —1 stetig, da dort
der Funktionswert mit dem Grenzwert übereinstimmt. Die Funktion ist;
dort nicht differenzierbar. da offensichtlich im Punkt (—1., f(—1)) keine
Tangente an das Bild der Funktion (vgl. Abb. 43, Ü2’1) gelegt werden kann.
Wenn bei Ihrer Entscheidung in Ü23 auch ein Fehler an der Stelle 931 = ()
auf trat,

dann —————> [126

, andernfalls _»Ü27

Ü66

5. Kettenregel
Aufgabe:

Differenzieren Sie. die Funktion

4 ___.—
F(a:):V:»? _ 5x, x >5,

an der Stelle "”0 !
Danach -————————> Ü(i7

—-166——



dir. ..Tlti :: [fg ln w.__ u|07
Bei der Differentiation haben wir also zu beachten, daß es sich bei der
gegebenen Funktion a; um eine zusammengesetzte Funktion handelt,
bei deren Differentiation infolgedessen die Kettenregel anzuwenden ist. ‚
Es gilt

da: _ da: dw du
Ü— dw_ du.dt

Bestimmen Sie aus

:v = ß21g In 10 + c, c = n‘„ —- 7921—g—ln [cash (artanh ß1l„)],

w = cosh u, u = artanh ßr„+ßgf
dx __ ‘

_(l.uT —— .................... ,

dw _
Ü -—— .................... ,

du _
?_ .................... .

——-—-————-> 11106

—Ü|47
' 3) f(x) = lg % “)f(%) =1g &

1,) f'(‚„) '
:.]*‘i=_°_‚ 0) f($o + ") = 1% 6,2,

“ , lg e
c) % +h= 6,2, f) / (“”" +M"):G+J-(Ti '

Arbeiten Sie selbständig in Ihrem Arbeitsheft. weiter, indem Sie

' die unter a) bis f) gefundenen Ausdrücke in die Formel des

. Mittelwertsatzes (siehe Ü1’16) einsetzen und dann den Fehler ab-
schätzen!

Berner/rung: Wenn Ihnen die Lösung als zu schwierig erscheint, dann
empfehlen wir Ihnen das Studium der Lehrschrittc 145 bis 147, Seite
751f. im Darbietungsprogramm, anschließend arbeiten Sie hier weiter.

Anschließend —————————> Ü1’18

—167—-



U26

U67

Die in Ü23 gegebene Funktion f(x) ist an der Stelle 371 = 0 stetig, da dort
der Funktionswert mit dem Grenzwert übereinstimmt. Die Funktion ist
dort auch differenzierbar, da an dieser Stelle die linksscitige und rechts-
seitige Ableitung existieren und übereinstimmen.

Wenn bei Ihrer Entscheidung in Ü23 auch ein Felder an der Stelle sro = —1
auftrat, —

dann > Ü25

andernfalls > Ü27

3
«; 1 ., _ T

" (mu):_ (”‘(F _ 530) I
/1

3
(w.? — 5%)_ - (Zr. — 5)“. 25 li

..\l>=

FI(%):'if (2930 _ 5) ' l/(-To2 =5mo)fl
r2xo— .)

4_—4V(x.2 — 5m..)3

4, 1 '/' 1 '

F (5130):f(2x0 _ 5) '|(3.02 _ 53013
Ich erhalte kein oder ein anderes Ergebnis.

—168—

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit; dem folgenden Lösungsangebot:

> 1168

> Ü69

> Ü70

> Ü71

> Ü72

> Ü'73



U l08

v =%=% - tanh (artanh 13110 +ßgt).

'\Venn Sie diese Lösung nicht; erhalten haben ———————-—> Ü97, Seite 147

Sonst weiter im Darbietungsprogramm —————> ZG, Seite 111

——.
Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit; dem folgenden: Ü|48
Wir wenden den Mittelwertsatz (Satz von Lagrange) an in der Form

f(zv0 + II.—) = f(x0)+hf’(xo+ 19h), 19 E (0,1),

und zwar auf die gegebene Funktion [(x) = lg a: mit 900 = 6 und h = 0,2:
0,2-Ige

Ersetzt man 19 durch die Werte 0 und 1, so ergibt sich_ ‚2.0: ‘ _ ‚‘ (r>ige+°_6%=i<igb‚2<igb+ 0261.»
oder

0,79216 <lg 6,2< 0,79263.

Daraus folgt für den gesuchten Funktionswert lg 6,2 auf drei Dezimal-
stellen genau lg 6,2 = 0,792.
Falls Sie ein anderes Ergebnis erhalten haben,

dann ————————> Ü142

sonst ———-———> Ü149

— 169—-



Wir wollen nun analytisch zeigen, daß

f() 1+sina;fürm>0‚
x: la;+ 1| für a; g 0

in 300 = —1 nicht differenzicrbar, in (1:1 = 0 dilfcrenzierbar, aber an beiden
Stellen stetig ist.

Bestimmen Sie:

‚((-1) = ..........
'

......... , [(c) = ................... ,

lim f(——1 + [L) = ............ , lim [(U+ h) = ............ ,
h—>+0 V h»+0

lim f(—-1 + I:.) = ............ , lim /(0+ II.) = ............ .
Iz—>—0 ' Iz—>»—O

> Ü28

Falsch!

Sie haben nicht. erkannt, daß es sich bei der gegebenen Funktion um eine
zusammengesetzte Funktion handelt.. Beim Dilferenzieren haben Sie die
Ableitung der „inneren“ Funktion nicht berücksichtigt.
Versuchen Sie die Lösung der Aufgabe erneut!

Anschließend ———————> Ü67

— 170 —
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7. Höhere Ableitungen

Aufgabe:

Bestimmen Sie die dritte Ableitung der Funktion

f(x) = em2+3+1‚ a; E R,

an der beliebigen Stelle fc.

' Entscheiden Sie!
0

Ich möchte diese Aufgabe selbständig in meinem Arbeitsheft lösen und
dann das Ergebnis vergleichen. ———> 11121, Seite 121
lch möchte diese Aufgabe schrittweise mit einigen Hinweisen lösen.

» Ulm

11149
Wir bearbeiten eine weitere

Aufgabe:

Beweisen Sie mit. Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die
Ungleichung

ln(l+w)<a;, a;>0.
Veransehaulichen Sie den Sachverhalt. geometriseh!

'
Entscheiden Sie!

0

Ich möchte den Beweis selbständig in meinem Arbeitsheft führen und dann
vergleichen. ' —>Ü155

Ich kann die Aufgabe nicht lösen. ————————> Ü150

——171—
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69

f(—1) = 0. f(0) = 1,
lin] f(—1 + IL) = 0, 11111 f(()+ IL) = lim (1+ sin (0+ II)) = 1,

a=+() I1—>+() h—>+(J

lim f(+1+ h) = 0, lim /(0+ II.) = lim (0+ IL+ 1) = 1.
I1.=>—0 I1—>-—0 h—>—U

Also ist. [(w) in .1'0 — ——1 und a:, = 0 stetig.

. .. . , 1+sinmfürrv>0,Bestnnlnen S1e für die betrachtete Funkl.1on f(x) = [ + 1| f" < 0
:(: ur as:

> U29

—
Das ist. ein richtiges Ergebnis!

1 _ _i3_
711 (51:02_ 53.0) 4

formen, wenn man für die Potenz die Wurzelschreibweise verwendet.

.'*‚'.v/._ _A._r:—-.'. . _Das Ergeb1ns [* (3.0)— (23.0 a) laßt s1ch noch um

' Entscheiden Sie!.
Ich kann die Unifor1nung selbständig führen! —————————> Ü75

lch benötige zur Umf0rmung einen Hinweis! —————> Ü74.

+172—
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Bestimmen Sie zunächst von der gegebenen Funktion

f(x) = c’f+x+l, m E R,

die erste Ableitung. Dabei ergibt sich

f(x) = .............. .

> 'Ü111

Ul50
Nachdem wir den Mittelwertsatz in den vorangehenden Aufgaben auf
numerische Probleme anwandten, dient die gegebene Aufgabe dazu,
diesen wichtigen Satz zum Beweis von Aussagen heranzuziehen. Hierin
liegt auch die eigentliche Bedeutung des Mittelwertsatzes. Wenn Sie die
folgenden Lehreinheiten konzentriert und aufmerksam durcharbeitcn,
werden Sie ohne Schwierigkeiten die gestellte Aufgabe lösen und zugleich
Freude am „Beweisen“ haben.

Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form
f(% + I») =f($„) +hf'(wo + «W:-). (+ € (0. 1).

auf die Funktion

f(x) = In (1 + a:), 50 E (—1, oo),
an.

> Ü151
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[129 ff(=1) _. lim fl;fi’ihi““f”
h»——0 h
;„... i+j+_“—_l—Ltil;_ 1,

h—>—-0 h
f/(—i> =‘n... ß;L+ii:fi;9

h—>+O
;u... 11313„ — 1;1_+_1|:1,

h»+o h

fl‚(0) = lim M2 lim _I_h_+%-i:1,h—>—O h h—>—0

(1—l— sinh)— 1—sin0 ._. ‚ . f(h) _ /'(0) .‚. 0 = hm ——‘————=+= lim - 1.
I ( ) h—>+U "' h—>+U ‚"

Also ist [($) in m0= —1 nicht dilfcrenzierbar (wegen f‚’(—J.) :}: ]'‚'(—l)),
aber in ."vl = () dilferenzierbar.
Damit möchten wir die programmierten Übungen zum Abschnitt „Ste-
tigkeit und l)ifferenzierbarkeit“ abschließen.
Wenn Sie bisher sorgfältig gearbeitet haben, dürfte es Ihnen nicht schwer-
l'allen, auch bei anderen Funktionen richtig zu entscheiden, ob Sletig-
keit bzw. Dillerenzierbarkeit an der Stelle wo vorliegen.

' Arbeiten Sie im Barbietungsprograuun weiter!.
» z., Seite 110

Falsch!

Sie haben vermutlich beim Uniformen des Potenzausdruekes in die Wur-
zelschreibweise einen Fehler gemacht. .
Wir geben Ihnen einen Hinweis! —— Ü7’1
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Welche der angegebenen Ergebnisse erhielten Sie für die erste Ableitung?

f’(m) = (2x+ l) - e”°'“f“""1 ———> Ü114
f’(x) = e-“L'2+$+1 —-——> Ü‘112

Kein oder ein anderes Ergebnis ————> Ü113

Bestimmen Sie von der Funktion f(x) = ln (1+.1:), &; € (—1, 00), für die
Stelle % = () und für den Argumentzuwachs lt = ;v:

w0+ ]. = .................... ,
f(ar„) :.................... .
/'(m„+ h) ;.................... .
/"(a;) = .................... ,

‚
f'(m„ + 19h):.................... .

> Ü152

— 175—
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3. Produktregel

Aufgabe:

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion

f(x) = a;2 (.! —— m2) (1+ .’L'2), $ E R,

an einer beliebigen Stelle wo mit Hilfe der Produktregel!

' Entscheiden Sie:.
Ich möchte diese Aufgabe selbständig in meinem Arbeitsheft lösen und
das Ergebnis anschließend vergleichen. —————————> Ü32

ich benötige einen Hinweis. ————> U31

Sehr gut!

ihr Ergebnis ist richtig!

Als nächste Aufgabe wollen wir eine transzendente Funktion differen-
zieren.

> Ü75
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Ihr Ergebnis ist nicht richtig.

Wir geben Ihnen daher einen Hinweis:
Bei der Differentiation der Funktion f(x) = e"'“f’r+1 ist zu beachten, daß
es sich um eine zusannnengcsetzte Funktion handelt (also ist die Ketten-
regel anzuwenden!).
Bestimmen Sie nochmals f’(x).

Dann . ——+——————> Ü115

Ül52

ff“) ”‘m ‚
.,

fl,
_ 1

/ („;0 + L) “(m; '

Anwendung des Mittelwertsatzes (vgl. Ü150) ergibt

mn+@= ...................... .

—177—
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Ilimmis: Formen Sie die gegebene Funktion

f(x) = 932 (1 — 332) ('I+x2), m E R,

unter Verwendung von (I — ac?) (I.+ :p?) = 1.— .'r4 in ein Produkt von
zwei Faktoren um und differenzieren Sie anschließend nach der Produkt-
regel!

Wir erhalten

f’(m„) = ............... .
> [732

72

Das ist ein richtiges Ergebnis!

Die von Ihnen angegebene Lösung läßt sich noch umformen.

'
Führen Sie diese Umformung durch!.
F’(m„):................... .

Anschließend ——————————> Ü75



Setzen Sie „(m) = 372+n:+ ’1.

Dann folg t aus
f(m):

duund u' = - = ....................(l.):

unmittelbar

f’(a:)=e”—u’= ........ .
‘ » ÜMG

In (1 +m):37 TE??? 7? € (0,1), rc & (-1.‚ oo). (+)

Wenn wir uns auf positive .r beschränken, so läßt sich wegen ’! + 1%:> 1
die rechte Seite von (*) nach oben abschätzen gemäß

.’1)

cm;, 19 € (0,1), .’L‘> 0.
Damit erhalten wir Vm >0 die gesuchte Ungleichung

In (1 + x) (ac.

Veranschaulichen Sie diese Ungleichung in einem rechtwinkligeu
Koordinatensystem!

Anschließend _»Ü1.54

—179—
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32

Das richtige Ergebnis lautet

[’(rvo) = 2.r0 —— G.r05 = 2m0(1 — 3x04).

Bemerkung: Das Ergebnis erhält man auch, wenn man in der gegebenen
Funktion f(x) die Faktoren miteinander 1'nnltipliziert und anschließend
differenziert.
Sollten Sie dieses Ergebnis nicht erhalten haben,

dann ———————> Ü31

sonst ———————> Ü33

73

Wir lösen die Aufgabe schrittweise.
Verwenden Sie die Potenzschreibweise bei dei Darslellung det gegebenen
I‘unkt10n

> Ü76
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Richtig!

Sie haben erkannt, daß es sich bei der gegebenen Funktion f(x) um eine
zusammengesetzte Funktion handelt und die Kettenregel anzuwenden ist.

wenn Sie auch weiterhin sorgfältig und aufmerksam arbeiten, werden Sie
dieses Programm gewiß auf dem kürzesten Wege und mit gutem Erfolg
durcharbeiten.
Bestimmen Sie nun

Anschließend ___» ‘Ü117

Veranschaulichung:

9(X)=X

f(x)=In (M)

‘ ‚\ bb. ’1fi
3

Aus Abb. 46 ist; ersichtlich, daß die Funktionswerte von f(x) = In (I+ re),
n:> 0, stets kleiner sind als die der Funktion g(a:) = x, a:> 0.

.

Falls Sie den Beweis der gegebenen Ungleichung noch einmal zusammen-
hängend dargestellt haben wollen —————-—> Ü‘155

Falls Sie eine weitere Aufgabe 'mit wenigen Hinweisen lösen wollen
> Ü157

Andernfalls sind Sie am Ende des Darbietungs- und Übungsprogramms
angekommen.
Wir wünschen Ihnen für die weitere Arbeit viel Erfolg!

12“ Elster, Veränderliche — 181 —
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33 \\ir lösen eine andere

Aufgabe:

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion
f(x) = cos .1: 'cot .’l‘, (r ;(; un, 11 EG.
an der Stelle .1'0.

' Entscheiden Sie sich für eine der folgenden Aussagen:.
. . ] --._['(aro) = — 5111.1'0 - eot .1'0+ cos.1r0 — —r.*„'+— ———————>[ö

"‘S'lll'. ‚l)

. 1 4
., . "-. .,:1; = —s111;r - ++ —————> [50/ < „> . ( „„.,„) .

., . ! "u,/ (wo) = — s111rr0 — cola0 — eot.r0 -—.|—[—[—— ——> 51
.\'| Ä",

., . ‘] -+. .[ (370) = — cot.r0 - (5111.1‘0 + +.++- ———————> [56
Slll.(‘0 .

Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis. ——————> (37

74 '

\\'ir erinnern Sie an folgende Definitionen:

(1""' = —'. (l # (), l.- E G,

„I II_? , ,

a " _ !’“'”‚ (1 >0, (IQ R: III./l EG, ;: >tl.

4
_,.*_

Damit ergibt sich für die gegebene Funktion I"(a:) =]/.1=2 +nr. .1‘ > a, die
Ableitung

1«‘f(a«„‚:............. . . .
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ü||5

f’(.1f) = (2.1f+ .|}„.‚-2.(._.-11

\\'1:1111 Sie diese Lösung gefunden haben,

dann —————-—-> lfl‘lß

> FII3sonst

—Be/muplung: ln(l + a“)< .1' für .1'> Ü. Ü|55
Beweis: \\‘enn wir den Mittelwertsatz in der Form

/‘<«-. +h) +f(-1*0) + ;. 1’(-1„+ 1%).- 19 € (0,1).
auf die Funktion

f(x) = In (| + .;-). .r 5 (41.00). für 310 .. 11 und /1= a:

anwenden, so folgt '

1„ (| + +):-1=+L_7„ «% (0,1), ..: g (_1, oo).

\\'egen

T+i9r < .1: für .’l' > 0

ergibt sich

In (|+ .r)< a“ für .1' > 0.
Zur geometrischen Veransehauliehuug des Sachverhalts dient Abb. 46
Ü15’1.

> Ü156 ‚
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Richtig!

Das Ergebnis läßt sich noch weiter vereinfachen.
Klammern Sie in dem Ausdruck

—siurro - cotrr0 —— COI.T0 - sin.r0
den Faktor —cot wo aus!

Es ergibt sich

f’(rro) = —-cot 370 (.....................)

U75

Aufgabe :

Differenzieren Sie die folgende Funktion an der Stelle 11:0:
1F(w) = In casa;+—2+tan2x, m € (—- %, %) .

Stellen Sie das Ergebnis in möglichst einfacher Form dar!

.\11schlicßend ———————_> Ü79



, du
= —= 2. ,11. da: 13 + 1,

f'(.”lt) = (2:1:+ I) exz'l"'"l'l

(In e" wurde „ wieder durch den Term 372 + m + 1 ersetzt).

Beachten Sie die gegebenen Hinweise (siehe 111.12) auch beim weiteren
Vorgehen!

Bestimmen Sie nun

f”(m) = ................... .

Daun —-————> Ü117

Vergleichen Sie Ihren Beweis mit der in U155 gegebenen Beweisführung!
Wenn Ihr Beweis Mängel aufweist ——————> U150

Falls das nicht der Fall ist und Sie eine weitere Aufgabe lösen möchten

> Ü157

Andernfalls sind Sie am Ende des Darbietungs- und Ubungsprogramms
angekommen.

Wir wünschen Ihnen für die weitere Arbeit viel Erfolg!

13 Elster, Ver:'inderlirhe — 185 —
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Falsch!

Bei der gegebenen Funktion f(x) = cosac - cot m, m :# Im, 11. E G, handelt
es sich um ein Produkt von zwei Funktionen!
Wenden Sie daher die Produktwch zur Berechnung von f’(af„) an!
Im allgemeinen Falle gilt (vgl. Lehrschritt 42, Seite 18):

P(x) = f1($) 'fzfm); P'($) = f1'($) ' fz(»”6) +f1(-’C) ' fa'($)+

Versuchen Sie nun erneut die Lösung der gestellten Aufgabe!

> Ü33

F(.r) ist eine zusammengesetzte Funktion der Form

F($) = f(8(«’6))-

Wir setzen

z = g(x) = .......... (innere Funktion),

f(z) = .......... (äußereFunktion).

Zusammengesetzte Funktionen werden nach der Kettenregel F’(wo)
=f'(zo) g’(:vo) mit zo=g(a:0) („Ableitung der äußeren Funktion multi-
pliziert mit der Ableitung der inneren Funktion“) differenziert.

Es gilt
f’(zo) = ......... . ,

g’(xo) = .......... ,
F’(a‘„) = ..........

> Ü77
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'
Entscheiden Sie sich für eine der folgenden Aussagen!.

f"($)= e'““’”“ + (2x + 1)2 e“'“f‘“ri —————————> Ü118

f”(mx)=((2 + (2x+1)2)e,..+„„ —————> U119
f"(-T)= (2+ (2.++1))a?+1+1 —_——> 13120

W)= (’m“ + 4a: + 3) e“+w+1 ———> U125, Seite 123

Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis ————> Ü121, Seite 195

Ül57
Aufgabe :

Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die
Ungleichung

efz’l+fc, mER. (*)

Veranschaulichen Sie den Sachverhalt geometrisch!

' Entscheiden Sie dann!
0

Ich möchte diesen Beweis selbständig in meinem Arbeitsheft führen.

> Ü159

Ich benötige Hinweise für den Beweis. , l—————> Ü158



Richtig!

Sie haben sehr gut gearbeitet.
Offenbar geht es nicht darum, eine Aufgabe schlechthin zu lösen, sondern
ebenso wichtig ist das Bemühen um eine möglichst einfache Darstellung
der gefundenen Lösung.
Für die Festigung Ihrer Kenntnisse ist die Lösung weiterer Aufgaben
nützlich. Wenn Sie diesen Hinweis befolgen wollen,

dann ————————> Ü41

sonst weiter im Darbietungsprogramm _»K4, Seite 95

8'("”0):2‘”o_ 5’

»F'<x„) = (tx? — 5w„>_7 (2%— a).T

Die in dem für F'(x„) gefundenen Ausdruck auftretende Potenz
:;

(3702 — 59:0) " schreiben wir in Form einer Wurzel.
Wir erhalten

‘:

2_ ' 7 __(x„ im“) ‘ — ........... .

» Ü78
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Sie haben richtig differenziert.

Vereinfachen Sie den für f”(x) erhaltenen Ausdruck

f”(fll):Zew"+;r+l+ (2.113 _*_ |)2 _ „1:3 |w+l_

Es ergibt sich

Vergleichen Sie erneut! ——> Ü‘117

IIinwei.sc :

1) Führen Sie den Beweis unter Anwendung des” l\litlclwcrtsatzes analog
der Aufgabe in Ü149.

2) Führen Sie eine Fallunterscheidung durch mit

Fall 1: a:;0,
Fall 2: x< 0.

'
Versuchen Sie nun, die Lösung der Aufgabe selbständig durch-

.. ‚. zufuhren .

Erst danach „__—> U159

=189=
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Ü37 Wir lösen die Aufgabe schrittweise.

Bei der Differentiation der gegebenen Funktion

f(w) = cosx - cot x, a; :l: INC, n E G,

wenden wir die „Produktregel“
(fl/02), = f1,f2+ f1f2'

an.

Berechnen Sie an der Stelle wo:

Anschließend ’ > Ü38

U78

„ —i 1
(an,- _ 510) " = ’4___“ '

l/(xo2 “. 5930)3

Damit ergibt. sich für die Funktion

4
#

F(x):]/a:2 - 5.73, J; > 5,
die Ableitung

> Ü75
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Richtig!

ü||9

Bestimmen Sie nun aus /"'(.r) (L! ) (‘l.:' [= l)?) c‘t°+"'+l die dritte Ableitung

/"”(w) = .......... !

.\lls'rhlicl.lcnd —> Ü124, Seite 121

' Vergleichen Sie ihre Beweisführung mit der folgenden:.
Behauptung: ex;1+ cr, J; E R.

Beweis: Wir wenden den Mittelwertsatz in der Form
f(w.‚ +h) = f(%) +h - f'<x„+19/L)‚ «9 e (o, 1),

auf die Funktion

f(x) = ex, $ E fi, für 930 = 0 und h = zu an.

Dann folgt

e””=1+a;-e‘”‚ 29E(0‚1), wER.

„191 __
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ft (mit);CDS 1170,
/'g (.r„) = cot;v„,

[',/(wo) = =sin a:",

. , . .,

_1
/2 (M)) = ';@04

/"(.L'„) = — sin;r0 - cet.r„ — cos.r„ ‚iQ-ii -

Dieses Ergebnis läßt sich noch vereinfachen, denn für den zweiten Sum-
1nanden können wir schreiben '

('OS ;)'„ lA.. ., ,=- cos;r„ - —— _— _ _ ‚_ ;_
„, cola-„ .f. ‚_

% Slll .’lfo s1n.’r„ Slll .'f‘„

und damit folgt

. / _ ".f(x0) = ................... . ——> U59

(

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit folgendem Lösungsangebot:

{„ _ 77777 _ sin .r„ _tan .Tl _ "

1 (3/0) _ cos .’L'o 005230.) ’U80

', . _<__ 1 1 . ‘ “1 (.L0) = cos:r„ + lan.t„ ———=> U81
"4 _ „' .’l' 7 . „. l‚‘ ‚.. )

[‘ (;t'0):7_”_'l‘_0 1f;;z_£;+ '£ " 07 —.—'> U60

1"'(x„) = ‘lan3mo —b Ü82

„(%):tan „»„„ (3325; _ i) _.U33, Seite 119

Ich erhalte kein bzw. ein anderes Ergebnis. —————> Ü85, Seite 123
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Ihr Ergebnis ist nicht richtig.

Hinweis: f'(a:) = (23); + 1) e"2 “+1 ist eine zusammengesetzte Funktion.
infolgedessen ist die f(ettenrogel anzuwenden!
Versuchen Sie die Lösung erneut!

f”(x) = ................... .

> Ü'll7

Full ]:$ 2 0- U|60
Dann gilt wegen 03;;()

offenbar e‘”g c0 = ].

Daraus folgt 1+ we‘”;1+x
und damit ca”2 1+ x, a;3 0.
Fall 2: a:< 0.
Dann gilt wegen 1%;< 0

offenbar ‘ e"“E< c“ = [.

Daraus folgt ;ve‘”> a;

und schließlich l. + rue“> 1+ a).

Somit erhalten wir ex > 1+ x, a:< 0.

Daraus folgt die Richtigkeit der gegebenen Ungleichung

' e$;1+x, a; E R. Veranschaulichcn Sie deren Aussage in einem. rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem!

> Ü161
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1’ . __ ° . _ . _. . _f(xo)— 5111.10 cota:o cot:t0 sina:„

Klammern Sie in dem gefundenen Ausdruck den gemeinsamen Faktor aus!
Damit ergibt sich

—Ü80 Das Ergebnis ist richtig.

Die Lösung

FI(“f'ol:“
sin at„ tan ;r„
“ . . 2cos a:„ cos .. 0

T, 55% 603 %ijälL-Ji»
'— . 2cos 10

kann noch vereinfacht. werden unter Verwendung von

sin ;r
tana; = == =

COSLL'
und

1 2——2—— = 1 + tan ‚ur.
cos ;v

> Ü84‚ Seite 121
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Wir lösen die Aufgabe schrittweise.
Die zu differenzierende Funktion heißt.

f’(a;) = (2x + 1)ew2+95+1.
Zunächst wenden wir die Produkt— bzw. Kettenre el an und erhalteng

f”(x) = 2e$2+‘”+1 + e-T2+1+1 (‘Zm + 1) (2x + t).

> Ü122

ü l6l

Geometrische Veranschaulichung:

f(X) =e"
g(x)=7+x

Abb. 47 bestätigt, daß die Funktionswerte der Funktion f(x) = ex, 30 E R,
niemals kleiner als die der Funktion g(w) = 1+ a:, :v G R, sind.

> Ü162
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l" = - 1 ' / mi(30) — —L0 350 - (511110+ sin?iiJ _

Wenn Sie auf den beschrittenen Lösungsweg zurückblicken (vgl. Ü37 ff.),
werden Sie feststellen, daß nicht; nur die Richtigkeit gezogener Schlüsse
eine Rolle spielt, sondern daß auch eine möglichst einfache Darstellung
bei der Lösung einer Aufgabe anzustreben ist.
Für die Festigung der Kenntnisse zur Anwendung der Produktregel ist
die Lösung weiterer Aufgaben nützlich. Wenn Sie diesen Hinweis befolgen
wollen,

dann ———> U41
sonst. weiter im Barbietungsprogrannn =—————————> K4, Seite 95

Falsch!

Sie haben nicht erkannt, daß die gegebene Funktion

1F(a:) = ln cosa: + —2= tan%c‚ a: E (—% , %),
eine zusammengesetzte Funktion ist.
Wir geben ihnen daher einige Hinweise zur Lösung der Aufgabe.

> Ü85, Seite 123

—— 196 ——



Ü l22
Durch Zusammenfassen und Ausklammern ergibt sich:

f(x)= (2 + (:>.— + 1)2),.2+.+1

f”(m) = (4x2 + 497 + 3) em?“! “".

Bestimmen Sie nun f"’(a:).

' . Entscheiden Sie!.
Ich kann die Aufgabe selbständig lösen.

f"’(m) = ....................
> Ül2’i, Seite 121

Ich benötige einen Hinweis. ———=—> Ül23, Seite 119

Ü l62

Sie sind am Ende des Lehrprogramms angekommen.
Wir hoffen, daß die Arbeit Ihnen Freude bereitet hat. und Sie Ihre Kennt-
nisse über den Begriff der Ableitung und die damit zusammenhüngcnden
Fragen wiederholen und vertiefen konnten.
Für die weitere Arbeit wünschen wir Ihnen viel Erfolg!
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Nachfolgend einige Aufgaben die Sie selbständig lösen sollten.

Aufgaben :

Bestimmen Sie. die erste Ableitung folgender Funktionen an der Stelle :r0:
&) f(a) = 372 - sin ac, mE R,

b) f(rr.) = :r2 - tan 33, at 4: (2n + l) -% , n EG.

e) f(x) = V;i: - cos a:, a;> 0.

Anschließend ——> Ü’i2, Seite 118

Richtig!

Sie haben die Lösung in der einfachsten Form gefunden und damit be-
wiesen, daß Sie nicht nur eine Aufgabe lösen können, sondern sich auch
erfolgreich um die Vereinfachung des gefundenen Ausdrucks bemühen.

Falls Sie weitere Aufgaben ohne Hilfe lösen wollen
> Ü88, Seite 129

sonst weiter im Darbietungsprogramm —>Z3_5‚ Seite 111.
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Hinweise für den Lehrenden

Das vorliegende Lehrprogrmnm besteht aus einem Darbietungs- und einem
Übungsprogrannn.
Die Arbeit. mit dem Lehrprogrammbneh wird durch eine Vorkontrolle
eingeleitet. Diese soll dem Lernenden zeigen, ob er die erforderlichen Vor-
aussetzungen für ein (erfolgreiches Lernen mit dem Lehrprogrammbuch
besitzt oder ob gewisse l‘lrga'inznngen durch Literaturstndium notwendig
sind.
Vor dem Studium der einzelnen Progrannnabschnitte muß der Lernende
(mit Ausnafnne des Abschnittes 8) jeweils eine kurze Kontrolle bewältigen.
Dadurch kann er selbständig entscheiden, ob er den folgenden Programm-
abschnitt durcharheiten muß oder überspringen kann.
Zu jedem l’rogrannnabsclmitt kann der Lernende programmierte Übungs-
aufgaben lüsen, wobei die Anzahl der Lösungshinweise innerhalb eines
Programmabschnitts kontinuierlich reduziert wird.
Am Ende des Darbietungsprogramms befindet sich eine Zusammenfassung,
die in knapper Form eine systematische Darstellung des behandelten
Lehrstoffes gibt und gleichzeitig als \Vissensspeicher dient.
Folgende Einsatzvarianten des vorliegenden Lehrprogrammbuehes haben
sich bewährt: '

a) Übersichtsvorlesung zur Stoffeinheit „Ableitungen von Funktionen
einer unabhängigen Veränderliehen“ — Studium des Lehrprogramm-
buChes — Leistungskontrolle — abschließcndcs Seminar;

b) Studium des Lehrprogralnmbuches in Verbindung mit anderen Lehr-
büchern neben den üblichen Lehrvcranstaltungen zum Stoffkomplex
„Differentialrechnung einer unabhängigen Veränderlichen“;

c) Wiederholung der Stoffeinheit „Ableitungen von Funktionen einer
unabhängigen Veränderlichen“ mittels Lehrprogrammbuch vor Prü-
fungen (gleichzeitig als Kontrollprogramm geeignet);

(1) Einsatzeinzelner Programmabsrhnitle des Lehrprogrammbuehes in
Seminaren bzw. Ubungen zur Differentialrerlmung.

Mit Hilfe dieses LehrprogrannnInn-Ines kann die Selbsttätigkeit der Stu-
dierenden wesentlich erhöht. und ein höherer l.erneffekt erreicht werden
als bei den üblichen Lehrreranstall ungen. Der Einsatz des Lehrprogramm-
buches erfordert vom Lehrenden eine exakte Planung des Lehr— und Lern-
prozesses, vom Lernenden genaues und lmnzentriertes Lesen sowie aktive
Auseinandersetzung mit. dem Ia-ln-stolf.
Das Lehrprogrammbuch besitzt eine h_yhride Progranlmstruktur, d.h.,
es sind sowohl Elemente der linearen I’rogrammiertechnik als auch Ele-
mente der verzweiglen l’rogrammierlerhnik vorhanden. Jeder Programm-
abschnitt ist in Lehreinlwilen und weiler in Lehrschrittc unterteilt. Lei-
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stungssehwächere Leser werden durch Zusatz- und Korrekturschritte
unterstützt. Die verschiedenen Lcrnwege ergeben sich durch

a) Auswahlantworten,
b) Entscheidungsvorlagen,
c) Kontrollen in Kriteriumseinheiten.
Das vorliegendeLehrprogrammbuch wurde mit einer kleinen Studenten—
gruppe vorerprobt. Nach gründlicher Überarbeitung und nachfolgender
Expertendiskussion erfolgte die Haupterprobung mit ca. 400 Studenten
technischer und pädagogischer Studienrichtungen des 1. Studienjahres.
Anläßlich eines Programmierungs-Lehrganges am Forschungszentrum für
Theorie und Methodologie der Programmierung der Karl-Marx-Uni-
versität Leipzig wurde eine nochmalige kritische Durchsicht und Über-
arbeitung vorgenommen.
Die statistische Auswertung der Erprobung bestätigt die international
vorliegenden Ergebnisse, daß der Einsatz von programmiertem Lehrma-
terial bei Erfüllung gewisser Voraussetzungen zu signifikant besseren
Lernergebnissen führt.
Die Lern- und Arbeitszeit beträgt für das Darbietungsprogramm ca.
10 Stunden, für das Übungsprogramm ca. 8 Stunden und ist mit den in
den Lehrprogrammen vorgegebenen Zeiten für diesen Stoffkomplex ver-
träglich. '
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