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Vorwort

Die moderne Wissenschaftsentwicklung stellt an den Ausbildungsprozefl
in unseren sozialistischen Hoch- und Fachschulen hohe Anspriiche, da
einer raschen Zunahme der Erkenntnisse und dem stiindig wachsenden
Abstraktionsgrad aller Wissenschaftsdisziplinen eine relativ konstante
Ausbildungszeit gegeniiber stehen. Deshalb ist es unumginglich, nach
neuen Wegen in der Erziehung und Ausbildung sozialistischer Persénlich-
keiten zu suchen. Mit programmiertem Lehrmaterial wird es méglich sein,
bestimmte Aushildungsabschnitte effektiver zu gestalten.

Die Anregung fiir dieses Heft gab ein Programm zum gleichen Thema,
das Studenten und Hochschullehrer der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitiat Leipzig fiir die Ausbildung von Diplommathematikern
erarbeiteten. Das hier vorliegende Lehrprogramm entstand in enger
Zusammenarbeit zwischen Vertretern des Forschungszentrums fiir Theorie
und Methodologie der Programmierung von Lehr- und Lernprozessen an
der Sektion Padagogik/Psychologie der Karl-Marx-Universitat Leipzig,
der Sektion Mathematik der Bergakademie Freiberg und der Sektion
Mathematik, Informationsverarbeitung und Kybernetik der Ingenieur-
hochschule Mittweida.

Es ist vor allem fiir den Einsatzin der Ausbhildung von Ingenieuren und
Okonomen gedacht. Einzelheiten iiber die Einordnung dieses Programms
in den Ausbildungsprozef} enthélt der Abschnitt ,,Hinweise fiir den Leh-
renden** (Seite 48). Bei der Konzipierung des Inhalt wurde davon ausge-
gangen, daB mathematische Beweise fiir Studenten technischer und 6ko-
nomischer Fachrichtungen nur in einem solchen Umfang zu vermitteln
sind, der zum Verstindnis des theoretischen Sachverhalts und zur Schu-
lung des logischen Denkens erforderlich ist. Aus diesem Grund wurde an
einigen Stellen bewuBt auf die Durchfilhrung von Beweisen verzichtet.
Das darf aber nicht zu der irrigen Meinung fiiliren, dall technische und
okonomische Kader nicht mit der IFilhrung von Beweisen vertraut sein
miissen.

Die Erprobungen des Lehrprogramms an der Bergakademie Freiberg
und der Ingenieurhochschule Mittweida und die Ergebnisse von Kontroll-
arbeiten zeigen, dafl mit dem vorliegenden programmierten Lehrmaterial
gute Lernergebnisse erzielt werden konnen, so dal empfohlen wird, das
Programm im Wechsel mit traditionellen Lehrveranstaltungen einzu-
setzen.

Allen, die zum Gelingen der Erprobung und zur Fertigstellung des Pro-
gramms beigetragen haben, sei an dieser Stelle herzlich gedankt.

DIE AUTOREN



Das Programin richtet sich vorwiegend an
tal

Abiturienten, Studenten des ersten Studienjahres ingenieurtechnischer,
naturwissenschaftlicher und 6konomischer Fachrichtungen und weitere
an Mathematik Interessierte.

Voraussetzungen
zum erfolgreichen Durcharbeiten dieses Programms

Mathematik-Abschlufl Klasse 12

(insbesondere Bestimmung von Nullstellen ganze1 rationaler Funktionen,
Typen rationaler Funl{llonen)

Grundrechenoperationen im Bereich der komplexen Zahlen
Koeffizientenvergleich fiir Polynome

Ziele

Sie sollen Kenntnisse iiber die Partialbruchzerlegung und Fertigkeiten
beim Zerlegen von gebrochenen rationalen Funktionen in Partialbriiche unter
Verwendung

der Methode der unbestimmten Koeffizienten,
der Einsetzungsmethode und

der Grenzwertmethode
erlangen.

Nach Durcharbeitung des Programms kénnen Sie

— den Begriff ,,Partialbruch® delinieren,

entscheiden, fiir welche Funktionen eine Partialbruchzerlegung moglich
ist,”

die wichtigsten Schritte von drei Methoden zur Bestimmung der Kon-
stanten [iir die Partialbruchzerlegung angeben,

diese Methoden auf typische Beispiele anwenden.

Des weiteren werden Sie sich eine iibersichtliche, systematische Darstel-
lung des Lisungswegs aneignen.
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Hinweise fiir die Arbeit mit dem Lehrprogramm

Die Arbeit in einem Lehrprogramm ist eine Form des geleiteten Selbst-
studiums. Sie ist nur dann effektiv, wenn Sie selbstiéindig, ehrlich und
gewissenhaft studieren und bemiiht sind, alle an Sie gestellten Anforderun-
gen zu erfiillen.

Der Lehrstoff ist nach fachlichen und p#dagogischen Gesichtspunkten in
Lehrschritte aufgeteilt. Sie konzentricren sich auf das intensive Studium
der Schritte und die Losung der darin gestellten Aufgaben. Am Ende der
Lehrschritte wird durch Pfeile angegeben, welcher Lehrschritt als nachster
von Ihnen zu bearbeiten ist. Gehen Sie aber. erst dann weiter, wenn Sie
griindlich nachgedacht und die Losung schriftlich fixiert haben. Die dazu
erforderlichen Rechnungen und Notizen fiihren Sie auf Konzeptzetteln
aus.

Die im Programm verwendeten Symbole bedeuten im einzelnen:
» = Gehen Sie nach Lehrschritt 2!

-

» y Studieren Sie zunichst Lehrschritt 2, danach y!

z Lesen Sie Lehrschritt 2, und kehren Sie dann
'<_—_: zu der Stelle im Programm zuriick, an der Sie
sich gerade befinden!

' Wichtiger Hinweis.
°

Durch die verzweigte Struktur des Programms wird eine Anpassung an
Ihre Leistungsfihigkeit ermoglicht. Entscheiden Sie sich stets fiir den
Weg, der Threr Losung entspricht.

' Legen Sie sich jetzt Ihr Arbeitsmaterial hereit.
LR

Wir wiinschen Thnen bei der Arbeit mit dem Programm viel Erfolg!

3
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In der Mathematik haben die rationalen Funktionen

f@) = g() - anwh + gy e+ a3+ ag
= h(z)  bpa™+ by o™ 40+ by + by

mita, =0, b,+0, m=0, n=0

eine groBe Bedeutung. f(z) heiBt eine gebrochene rationale Funktion, wenn
f(z) als Quotient zweier teilerfremder Polynome g(x) und h(z) darstellbar
ist,

Jede unecht gebrochene rationale Funktion (n = m) laBit sich als Summe
einer ganzen rationalen Funktion und einer echt gebrochenen rationalen
Funktion (n < m) darstellen. Es ist nun weiter méglich, die echt gebro-
chene rationale Funktion ihrerseits in eine Summe rationaler Funktionen
von besonders einfachem Typus, die sog. Partialbriiche, zu zerlegen. Die
Partialbruchzerlegung ist also die Zerlegung von echt gebrochenen ratio-
nalen Funktionen in eine Summe von Partialbriichen.

In der Praxis wird die Partialbruchzerlegung u.a. bei der Integration
gebrochener rationaler Funktionen und bei der Laplacetransformation
benétigt. Deshalb ist sie fiir Studenten der ingenieurtechnischen, natur-
wissenschaftlichen und okonomischen Fachrichtungen cine wichtige
Voraussetzung zur Losung mathematischer Probleme.

In diesem Programm wollen wir Sie mit einigen wichtigen Ergebnissen
der Theorie der Partialbruchzerlegung vertraut machen. Durch die Li-
sung zahlreicher Aufgaben werden Sie L'ertigkeiten in der Zerleguny von
echt gebrochenen rationalen Funktionen in Partialbriiche erlangen.

@

Zunichst sollen Sie Ihre Vorkenntnisse, die Sie dazu bendtigen, mit
einigen Aufgaben iiberpriifen. Benutzen Sie fiir die Losung einen der
bereitgelegten Zettel!

1. Aufgabe:

Berechnen Sie die Nullstellen der ganzen rationalen Funktion
f(z) = a® — ba? + 172 — 13!

Erstdann ——— p 14
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Fiir unecht gebrochene rationale Funktionen ist die Partialbruchzerlegung
nicht durchfiihrbar. Deshalb zerlegt man eine unecht gebrochene rationale
Funktion durch Polynomdivision zundchst in einen ganzen und ecinen
echt gebrochenen rationalen Anteil. Die Partialbruchzerlegung wird dann
nur auf den echt gebrochenen rationalen Anteil angewandt.

4. Aufgabe:
ad— T2 4
a8 — 32—+ 3

einen echt gebrochenen rationalen Anteil!

AnschlieBend ——— . 9

Zerlegen Sie f(z) = in einen ganzen ratlionalen und

.

' Vergleichen Sie Thr Resultat der 3. Aufgabe (LS 15) mit der fol-
genden Ubersicht:

®
Funk- Grad der Grad der Typ der Funktion
tion Ziihler- Nenner-
funktion ‘funktion
a) 2 > 1 unecht gebrochen rational
b) 5 < 6 ccht gebrochen rational
c) 2 = 2 unecht gebrochen rational
d) ’ ganz rational
e) 3 < 4 ccht gebrochen rational

(Teilerfremdheit liegt jeweils vor.)

—_— 3
_

Ihr Ergebnis der 1. Aufgabe (Lehrschritt 2) ist nicht richtig! Bei der Be-
rechnung der nicht-reellen Nullstellen unterlief Ihnen ein Vorzeichenfehler.
Die reelle Nullstelle ermittelten Sie richtig, aber die nicht reellen miissen
lauten:

Zp =2+ 3j ‘und‘ x3=2—3j.
Jetzt zur 2. Aufgabe!
» 10
Ihr Ergebnis der 1. Aufgabe ist richtig!

Sie hatten einen guten Start. Losen Sie nun eine weitere Aufgabe!

-» 10

—8—
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Ihr Ergebnis der 1. Aufgabe (Lehrschritt 2) ist nicht richtig!
Bei der Losung ist es zweckmiillig, das Horner-Schema zu verwenden.
Durch sinnvolles Probieren, z. B. Einsetzen der Primfaktoren 41, 413 des
Absolutgliedes, findet man fiira® — 522 + 170 — 13 = 0 di¢ Losung v, = |.
Abspalten des Linearfaktors (z — 1) ergibt:

(@ —ba? + 172 — 13):(x = 1) = 2% — 4x + 13,
Aus a? — 4o + 13 = 0 Tolgt (Anwenden der Losungsformel fiir die quadra-
tische Gleichung):

2o =24 3j und a3 =2 — 3.

Jetzt zur 2. Aufgabe!

» 10
L. R

Sie beherrschen noch nicht alle Voraussetzungen zum Durcharbeiten des
Programms. Im einzelnen waren als Vorkenntnisse notwendig: Grand-
rechenoperationen im Bercich der komplexen Zahlen, Typen rationaler
Funktionen, Bestimmung von Nullstellen ganzer rationaler IFunktionen,
Koefflizientenvergleich fiir I’olynome.

Verwenden Sie die aufgefiihrte Literatur, und cignen Sie sich
' die fehlenden Kenntnisse an. Beginnen Sic danach die Arbeit
®  im Programm erncut!

» Literatur

(Seite 47)

L - e
a2 -5

Losung: [(z) = a2 4+3 + P o

N
ganzer echt gebrochener
rationaler rationaler
Anteil Anteil

' Entscheiden Sie! Haben Sie ein anderes Resultat erhalten?
N

Ja — 11
Nein ——— » 13
e ——.
2. Aufgabe:
Berechnen Sie durch Koeffizientenvergleich -, B und C in der Gleichung
224 6=A(@+ 12+ B@*— 1)+ C(z — 12!
» 16

: —9-

7

10



I l Ihr Ergebnis der 4. Aufgabe (LS 3) ist fehlerhaft! - : g
Durch Polynomdivision folgt: U
(=t — Tx? +4): (22 —322—2+3)=2+3
— (w4 — 3a%— 2?4+ 32) 3x2-5
323 —622— 32 + 4
— (323 —‘9:1:2 —3z +9)
3x? -5
' Uberpriifen Sie Ihre Rechnung nochmals, und arbeiten Sie danach
e in Lehrschritt 17 weiter! :
4 » 17
e
I 2 Die Losung ergibt sich so:
2024+ 6=A(x+ 1)*+ B(a®* — 1) + C(a:— 1),
222 + 6 = Az? + 24z + A-l— B2? — B4 Ca®— 2Cx + C

202+ 6=(A+ B+ C)a?+ (24 — 2C)z + (A — B+ C). S
Durch den Vergleich der einander entsprechenden Koeffizienten auf belden e
Seiten der Gleichung findet man das Gleichungssystem §

r?: 2= A4+ B+ C
zl: 0=24 —2C
2%: 6= A— B+ C.

Sie kénnen das Gleichungssystem mit verschiedenen Verfahren lésen, z. B.
mit dem GauBschen Algorithmus oder dem Austauschverfahren. Wir

empfehlen hier folgendes:

Addieren Sie die erste und dritte Gleichung, dadurch fillt B heraus.
Sie erhalten ein Gleichungssytsem mit den Unbekannten A und C, das
Sie auf jeden Fall 16sen konnen.

Das richtige Ergebnis lautet: 4=2, B=-2, C=2.

I 3 Ibr Ergebnis der 4. Aufgabe ist richtig!

Sie haben damit das Studium des ersten Abschnitts des Programms erfolg-
reich abgeschlossen.

» 17

— 10—
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Entscheiden Sie, mit welchem der angegchenen Firgebnisse Ihr
Resultat iibereinstimmt!

=1, ;= —2+43j, x3=—-2-3j. » 5
=1, %p= 243}, 3= 2-3j. e
Ich habe ein anderes Ergebnis. _ 7
Ich finde kein Ergebnis. —_» 8

Fiir die weitere Arbeit im Programm ist es wichtig, mit den Begriffen ganze,
gebrochene, echt gebrochene und unecht gebrochene rationale Funktion genau
vertraut zu sein.

Diese Unterscheidung ist notwendig, weil die Partialbruchzerlegung nur
fiir echt gebrochene rationale Funktionen durchfiihrbar ist.

3. Aufgabe:

Ordnen Sie den folgenden FFunktionen die Eigenschaft ganz rational, echt
gebrochen rational oder unecht gebrochen rational zu, und begriinden Sie
jeweils Ihre Entscheidung!

at 41 2 3., 4 5
8) [(z) = —5~ d) f@) = z0% = To kg
=21 _y+ )+ +@y+3)
b) [6) =~y e) ftw) = ® + 2y — 1)
a224a+5

= Gy

' Notieren Sie sich den zutreffenden Begriff und die Begriindung
e auf dem Konzeptzettel! 4
>

X —
Die Losung der 2. Aufgabe (LS 10) lautet A=2, B= -2, C=2.

' Vergleichen Sie diese mit dem von Ihnen gefundenen Lrgebnis!
e Haben Sie das gleiche erhalten?
Ja ——» 15
Nein ———» 12

— 11—

14

15

16
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Wir befassen uns jetzt mit einigen wichtigen Ergebnissen der Theorie
der Partialbruchzerlegung.

. Definition des Partialbruchs: - -
Ein Partialbruch ist éfﬁe Funktioh der Form ‘

A4
f(!l)) )a s

wobei A und z; komplexe Zahlen smdtund o 2 1 eine natiir-
hche Zahl ist. )

o . . _.,;.:,._._.»__.“_,- NS )MZ et bl i il

Frage:
Welche der folgenden Funktionen sind Partialbriiche?

ba . 12

W) o) =5 b) [t2) = =g

5 3
c) f(x)=m d) [(w)=m
» 25
S
Antwort: '

Eine ganze rationale Funktion 3. Grades mit reellen Kocffizienten besitzt
mit Beriicksichtigung der Vielfachheit genau 3 Nullstellen.

Dabei sind folgende Fille méglich:

1. Alle Nullstellen sind gleich;
2y mit o = 3.

3. Zwei Nullstellen sind gleich;
z. B. 2, mit a; = 1, 2, mit o = 2.

3. Alle Nullstellen sind voneinander verschieden;
xy mit oy =1, 2, mit ay =1, a3 mit az= 1.

In den Fillen 1.und 2. sind die Nullstellen immer reell. Im 3. Fall sind
entweder alle drei reell, oder eine ist reell, und die anderen beiden sind
konjugiert komplex.

Aufgabe:
Geben Sie fiir die drei Fille die Zerlegung in Linearfaktoren an.

Danach ———» 20

— 12—
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Sie haben die Definition des Partialbruchs noch nicht richtig erfaBt. I9

Lesen Sie folgende Ilinweise zu den vier in LS 17 angegebenen
° Funktionen aufmerksam durch.

a) ist kein Partialbruch, da A stets eine Konstante sein mul,

b) erfiillt alle Bedingungen der Definition des Partialbruchs.

Beachten Sie, daf} cine reelle Zahl cin Sonderlall ciner komplexen Zahl ist.

¢) ist kein Partialbruch, da « eine natinliche Zahl griBer oder gleich eins
sein muf.

d) ist ein Partialbruch mit 2; =2 — 3j und a = 1.

' * Sehen Sie sich die Definition des Partialbruchs nochimals an.
®

—_— 17— 30

20

Die Zerlegung in Linearfaktoven ergibt:

1 h(z) = (v — 2,)®

2, h(z) = (@ — 2y) (x — x0)?

3. h(z) = (x — ;) (¢ — @) (x — ag).

Je nachdem, ob die Nennerfunktion /(x) einer echt gebrochienen rationalen
. T

Funktion f(z) = ifa))

oder mehrfache komplexe Nullstellen besitzt, macht man Ffiiv die Zerle-
gung von f(z) in Partialbriiche speziclle Ansiitze.

einfache reelle, mehrfache reelle, einfache komplexe

Die ersten drei Fillle behandeln wir zuniichst einzeln, den Fall der mehelachen
komplexen Nullstellen fiithren wir nicht besonders aus. Den Ansatz fie diesen
Fall konnen Sic dem allgemeinen Ansatz in Lehesehritt 51 entnehmen.

, 26

: — 13—
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22

23

-

Ansiitze fiir die Partialbruchzerlegung
Wir kommen jetzt zum einfachsten Fall
1. Fall der Partialbruchzerlegung
h(z) besitzt einfache reelle Nullstellen 2y, 23, ..., Zm, d.h., h(x) ist in der
Form )

h(z) = (z — ;) (# — 25) - (-”_'— ZTpm)
darstellbar. Dann macht man folgenden
gﬁ Ansatz: S e
. ge) A o
; - f== h( ) ; :z:—-a:lx

l.‘_ S ) . i omt  cumee-ote Dbl bt bemiie At ae® bos isfeac ap ¢

Hinweis : chhtlg ist, daB zu jeder Nullstelle ; genau ein Partialbruch
mit einer allgemeinen Konstanten A; angesetzt wird. Dabei ist die Reihen-
folge der Partialbriiche beliebig.

Die Berechnung der Konstanten werden wir spéter kennenlernen.

‘ !

5. Aufgabe:
Wie lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung der Funktion

N x4+ 7 0
f@) = 28 — 322 — 10z

Antwort (sinngeméB):

Der Hauptnenner der Partialbriiche ergibt die Nennerfunktion der echt
gebrochenen rationalen Funktion.

Diese Tatsache 1aBt erkennen, dafB es bei der Partialbruchzerlegung zu-
néchst einmal auf die Zerlegung der Nennerfunktion in Linearfaktoren
ankommt.

Deshalb beschaftigen wir uns jetzt mit der Zerlegung einer ganzen ratio-
nalen Funktion in Linearfaktoren.

» 24

—14 —




| =]

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt der

Satz: .

- "+ Jede ganze rationale Funktion vom Grad m der Gestalt
h(z) = 2™+ by_ya™ + o+ bz + by mit  reellen Koeffi-
zienten b; (i =0, 1, ..., m — 1) kann auf genau eine Weise als
Produkt h(z) = (z — 2;)™ (z — 22)" « (¥ — x;)"% geschrieben

- werden, wobei die z; samtlich verschieden sind, «; natiirliche

k .

Zahlen = 1 sind und > a;=m gilt.

=1

; heiBt a;-fache Nullstelle oder Nullstelle der Vielfachheit «;.
Zu jeder nicht-reellen Lésung z; mit der Vielfachheit a; ist die konjugiert
komplexe Zahl 7; ebenfalls Losung mit der V ielfachheit «;.

Frage:

Wieviel Nullstellen besitzt eine ganze rationale Funktion 3. Grades
h(z) = a® + bya® + byz + by (bys b1, by reell), und welche Kombinationen
reeller und/oder nicht-reeller Nullstellen kénnen auftreten?
' Geben Sie alle Méglichkeiten an, und vergleichen Sie anschlie-
e [Bendin LS 18. T

S A N T

Haben Sie erkannt, daB von den in Lehrschritt 17 angegebenen Funkiionen
b) und d). Partialbriiche sind und a) und c) nicht?

Ja ——» 30

Nein ———» 19

ﬂ

Bei unseren weiteren Ausfilhrungen stiitzen wir uns auf den Salz der
Partialbruchzerlegung, den wir ohne Beweis angeben.

Satz:
" Jede echt gebrochene rationale Funktion kann (bis auf die

Reihenfolge) auf genau eine Weise als Summe von Partial-
briichen geschrieben werden.

' Lesen Sie diesen wichtigen Satz nochmals durch.
°

— 15—

24

25

26



27 2. Fall der Partialbruchzerlegung

h(xz) besitzt mehrfache reelle Nullstellen a, (r=1,..., k) der Vielfach-
heiten o, > 1, d.h.,. h(z) ist in der Form h(z) = (v — 2;)™ (v — )™ -

(v — a3)™ darstellbar.

Ansatz:

I/]v’;z.‘ |
T m () (o =)k
i & I PR o |

Der 1. Index gibt immer die Nummer r (r=1, ..., k) der Nullstelle an,
withrend durch den 2. Index ihre Vielfachheit «, beriicksichtigt wird.

' Uberlegen Sie, wodurch sich dieser Ansatz von dem in Lehr-
H schritt 21 angegebenen unterscheidet.

Anschlieffend ———» 28

28 6. Aufgabe: :
Stellen Sie den Ansatz fiiv die Partialbruchzerlegung der Funktion

.’132
o) = e bl -
@) = 5 rop ™ — 36

29 Wir wollen die einzelnen Schritte des Ansatzes gemeinsam iiberlegen.

Die Nennerfunktion h(x) = a® — 32® — 10a besitzt die Nullstellen a; = 0,

@y =5, x3 = —2. Folglich ist sie in der Form h(x)=a(x —>5) (x4 2)
darstellbar. Nach Lehrschritt 21 setzt man an:
x4+ 7 A A, n A,
ad— 322 — 10z~ r—5H  a+42

: , " . A
Beachten Sie, daf} in der 5. Aufgabe (LS 22) der Partiall.ruch e
- r—a

|
die Nullstelle z; = 0 in f—l ithergeht.

p — 97

16—
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In den folgenden Lehrschritten zeigen wir lhnen eine Methode der Zerle- 30
gung von echt gebrochenen rationalen FFunktionen in Partialbriiche.
Wir betrachten die IFfunktion

flz) = gx) 4@ +ag 2"+t
x) = /1(1,) - am + bm_lmn;—l_'_ .t [)0 9

wobei ag, ++, tyy gy ooy by reell sind, n < m gilt und a, + 0 ist. b, =1
bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit. Diese Form lilit sich in
jedem Fall durch Erweitern der echt gebrochenen rationalen lFunktion

mit —— erreichen.
m

crkennen

‘ 9 (w4 3+2(x—2 D —
Am Beispiel ! 5 + S = (v + J).+ 2 (@ 0 2) =1
z—2  a+4+3 (®—2)(x+3)

Sie, daf} sich zwei Partialbriiche stets zu ciner echt gebrochenen ratio-
nalen Funktion zusammenfassen lassen, wenn ihre Summe nichit Null
ergibt. Dagegen ist der umgekehrte Weg, cine echt gebrochene rationale
Funktion als Summe von Partialbriichen zu schreiben, weilaus schwie-

riger. Dieser umgekehrte Weg heifit Partialbruchserlegung.

T =6

~ 1

' Sehen Sie sich das eben angefiihrte Beispicl noch einmal an,

o und beantworten Sie dann die folgende I'rage.

Frage:

X3

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Nennerfunktionen der
Partialbriiche und der Nennerfunktion der gebrochenen rationalen Funk-
tion?

» 23

Ihr Ansatz ist richtig. 3 I
Betrachten wir jetzt noch den IFall konjugiert komplexer Nullstellen.

» 33

Der Ansatz fiir die 5. Aufgabe (LS 22) lautet: 32

x4+ 7 4

A, Ay
flw) = 28 —322 —102 «a +

r—>5 a4+

Falls Sic den Ansatz nicht gefunden hahen —————» 29

Sonst —— 8 ———p 27

— 17 —

[ 2 Greucl u. a., Partialbruchzerlegung




33

34

35

3. Fall der Partialbruchzerlegung
. _gls)  Bz+C’

Ee seifle) = 4oy ~ @ ¥ pat 4,
reelle Nullstellen, d.h. ist p,2 — 4¢, = 0, so fiihren wir die Zerlegung wie

im 1. Fall (LS 21) oder 2. Fall (LS 27) aus. Ist p,2 — 4q, <0, d.h. liegen
nicht-reelle Nullstellen vor, kann man den Ansatz ebenso wie im 1. Fall

aufstellen.

Aufgabe:

Geben Sie den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung der obigen Funktion
f(z) fir den Fall an, daB h(z) die konjugiert komplexen Nullstellen x,
und .—'Er besitzt. b > 34
S S S
Die Losung der Aufgabe aus LS 33 lautet:
x Bx +C A ry
fle) = £ - S Ty
h(x) 2% + p,% + 4y T — Ty T — Ty

Es laBt sich nachweisen, daB A und A konjugiert komplex sind. Fiir
praktische Belange kann man die komplexe Rechnung umgehen. Deshalb
werden wir die Definition des Partialbruchs fiir den Fall erweitern, dal}

I(z) nicht-reelle Nullstellen besitzt. Dabei mufl man beriicksichtigen, daB}
diese konjugiert komplexen Nullstellen mit einer Vielfachheit § = 1 auf-

treten konnen. . > 35
| S

Erweiterung der Definition des Partialbruchs:

, wobei B, C, p,, g, reell sind. Besitzt h(z)

‘Unter Partialbruch verstehen wir kiinftig auch Funktionen
der Form s , :

_ Br+C o o o
) = —— - mit p,2— 4 0.
f( ) B ($2+Pfxv+/qr)p . R ,Pr qf<
. Dabei sind B, C, py, g; reelle Zahlen und B = 1 ist eine natiir-
" liche Zahl. /" RO :

PR IO SO IPR TR PERP i TS P S S A

Frage:
Welche der folgenden Funktionen sind im Sinne der erweiterten Definition
Partialbriiche?

3z +5 br— 3
2) fla) = =% ombg%mj

3z 45 5
b) f(z) = m d) f(z) = 22+ 3z + 3

> 43

— 18—

42 e
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Welche Form hat Ihr Ansatz?

;‘11 fln
2) — 2 —_ 39
f2) x—2 + z+5 >
A, A4,
@)= G—9 T arop >4
f(@) = Ayy Ars Adyg Ay Ags
T a2 @—2¢  @—23 " x+5  (v+5)
» 31
" Ich habe einen anderen Ansalz. _ 40

Lautet Thr Ansatz

Bz +C B,z 4+ C,
/‘(x)__: 1 1 2

)
a2+ 4 a2 —2x 43

-

Nein —————»

Ja. ——» 48

' Sehen Sie sich die Fragestellung in LS 33 und die dazugehérigen

e DBegriindungen an.

a) ist ein Partialbruch. Weil fiir p, = —4 und ¢, = 5 die Bedingung p,* — 4q,
= —4 < 0 erfiillt ist, kann die Nennerfunktion nicht in reelle Linear-
faktoren zerlegt werden.

b) ist kein Partialbruch. Fiir p,= —4 und ¢, = 3 gilt p,> — 4¢, =4 > 0.
Folglich kann die Nennerfunktion in (z — 1) (x — 3) zerlegt werden. Man

p _]1 und x{l_23 anselzen,

c) ist kein Partialbruch. Weil fiir p, = —4 und ¢, = 4 der Ausdruck p,2 — 4¢,
= Qist, kann die Nennerfunktion in der Form (x — 2)? geschrieben werden.
Dann mufl man die Partialbriiche fiir eine doppelte reelle Nullstelle ansetzen:

A und Aip .

x—2 (z— 2)?

d) ist ein Partialbruch. Weil fiir p, = 3 und ¢, = 3 die Bedingung p,? — 4¢,
= — 3 < 0 erfiillt ist, kann die Nennerfunktion nicht in reelle Lincar-
faktoren zerlegt werden. Im Zahler dieses Bruchs sind B= 0 und C= 5.

muf} zwei Partialbriiche

» 44

— 19—

36

37

38



39

40

41

Der von Ihnen gefundene Ansatz fiir die 6. Aufgabe (LS 28) ist nicht
richtig.

Sie haben iibersehen, daf} die Nullstelle z; = 2 mit der Vielfachheit o, = 3
und die Nullstelle 2, = —5 mit der Vielfachheit &, = 2 auftritt. Wegen der
Vielfachheit der Nullstellen miissen Sie fiir die Nullstelle x; drei Partial-

briiche p _112 + (mfil "’2)2 + @ _’32)3 und fiir die Nullstelle 2, zwei Partial-
briiche Agg ansetzen.

21
x+5 + (z+5)2

' Sehen Sie sich den Ansatz in LS 27 noch einmal griindlich an.

®
—27 » 33

]
Der Ansatz fiir die 6. Aufgabe (LS 28) lautet:

A A A 4 A
Y — 11 12 13 21 22
&=t et oo Tox5 T w15

Entscheiden Sie:

Ich habe nur die Konstanten anders bezeichnet, ————» 31

Ich stelle andere Abweichungen fest. —_— 42

Im Nenner der Funktion f(z) des Lehrschritts 44 steht eine ganze rationale
Funktion 4. Grades. Sie ist bereits in quadratische Ausdriicke zerlegt
und 1&Bt sich im Bereich der reellen Zahlen nicht weiter zerlegen.

Fir (22 + 4) ist p= O und g = 4, also p? — 49 = —16 < 0. In (22 — 2z + 3)
ist p=—2 und ¢ = 3, also p? — 49 = —8 < 0. Da der Ausdruck (p* — 4q)
in beiden Fillen negativ ist, liegen zwei verschiedene Paare konjugiert
komplexer Wurzeln vor. Fiir jedes Paar muB ein Bruch angesetzt werden.

' Wiederholen Sie Lehrschritt 44 noch einmal.
°

» 44

—20—~

=) £

(&




Ihr Ansatz liir die 6. Aufgabe (LS 28) ist nicht richtiy. 42

Die Losung ergibt sich wie folgt: Aus der Nennerfunktion konnen
unmittelbar die Nullstellen und deren Vielfachheiten abgelesen werden.
Der Nullstelle ;=2 mit der Vielfachheit 3 entspricht der Ansatz

xA_112 (;1122)2 + G ‘jl_l 3)3 und der Nullstelle &, = —b mit der Vielfach-
heit 2 der Ansatz Z% + (’%{—2_35? Um die gebrochene rationale Funk-

tion insgesamt zu erfassen, werden die beiden Teilansitze addiert.

' . Sehen Sie sich den Ansatz fiir mehrfache reelle Nulistellen in

LS 27 noch einmal an.
» 33

— 27

ﬂ

Antwort: 4 3

a) und d) sind Partialbriiche, b) und ¢) nicht.

Hatten Sie Schwierigkeiten bei der Beantworlung der IFrage in Leh-
schritt 357

Ja —» 38

Nein ———» 44

M

Wir fassen zusammen: 4 4

Fiir konjugiert komplexe Nullstellen der Nennerfunktion h(z) mit der
Vielfachheit 1 schreiben wir in der Faktorenzerlegung quadratische Aus-
driicke der Form (2% + pa + ¢) fiir r=1, ..., 1 (20 = m). Der Ansatz fir
die Partialbruchzerlegung lantet dann: :

]Ansatz ) '

% | g(=) Bz + G, Bz + C,

‘ f@) =3y == R R
; hz) 2*4+ prx+ ¢ P+ Pz t+q
!é ) mit prz - [’qr< 0

7. Aufgal)ef .

Schreiben Sie den Ansatz der Partialbruchzerlegung fiir die Funktion
a? —22x—3
auf.

f(x)=(x2+4)(a;2—2x+3) IN— ¥ |




45

46

47

Ihr Ansatz ist fehlerhaft.

' Priifen Sie der Reihe nach, welche(r) Fehler Ihnen unterlaufen

e sind (ist), und korrigieren Sie den Ansatz.

Der Partialbruch, der der einfachen Nullstelle » — —3 entspricht, ist

nicht richtig angesetzt worden. 91

Der Ansatz fiir die doppelte reelle Nullstelle z = 5 weicht von der ange-

b F b. :
gebenen Form a 97

ist anders angesetzt worden.

Bz + Cu

Der letzte Partialbruch —=22_ " “11
22 -5z 47

— 44 > 46

-_‘

' Vergleichen Sie, ob Ihr Ansatz lautet:
°
_ Ay, As,y Ayq B2+ Gy,
_f(x)_mr:+3+:1:—5+(:z;—5)2 @t —bx 7

Nein. Dann analysieren Sie Thre Abweichungen! —— . 5

Ja —» 49

‘

Antwort:

Der Ansatz muB genau m Konstanten enthalten. Eine weitere Kontroll-
méglichkeit erhdlt man auch mit Hilfe einer Beziehung zwischen m, q;
und §,.

Aufgabe:

Stellen Sie unter Verwendung des Satzes aus Lehrschritt 24 eine Glei-
chung auf, die die Gréfen m, «; und g, verbindet!

24 » 60

—22—

o

——f e




&£

¥

Sie haben den richtigen Ansalz fiir die 7. Aufgabe (LS 44) gefunden.

Zusammenfassend geben wir jetzt den allgemeinen Ansatz fiir die Zer-
legung einer echt gebrochenen rationalen Funktion

f(@) = g@) a4+ apaa" -+
 hia) I T e X )

in Partialbriiche an. Dabei gehen wir von der Zerlegung der Nenner-
funktion h(x) aus:

@) = g(@)

(@ — 20)" (@ — 2™ (@ + pra -+ q) o (@2 + o+ o)

Frage:
Was bedeuten die GroBen ;, &; und f; in der Nennerfunktion h(z)?

» 51

ﬂ

Dann ist Thr Ansatz richtig.

Im bisher dargebotenen Teil haben Sie die Ansiitze fiir die Partialbruch-
zerlegung echt gebrochener rationaler Funktionen kennengelernt.

Bevor wir Methoden zur Bestimmung der Konstanten behandeln, kinnen
Sie eine wohlverdiente Pause einlegen!

Danach ————» 53

M

Unterscheidet sich Thr Ansatz lediglich durch andere Bezeichnungen der
Konstanten?

Ja ——m 49

Nein ———» 45

93—

48

49

50



51

52

Antwort:

x; sind die reellen Nullstellen, «; ihre Vielfachheiten und pr die Vielfach-
heiten der Paare konjugiert komplexer Nullstellen, d.h. die Exponenten
der quadratischen Ausdriicke 22 + p,a + ¢,.

Wenn wir die speziellen Ansiitze aus den vorangegangenen Lehrschritten
kombinieren und den Fall mehrfacher komplexer Nullstellen der Nenner-
funktion hinzunehmen, so erhalten wir den allgemeinen Ansatz fiiv die
Partialbruchzerlegung.

?Al]gemeiner Ansats: g :"‘ \ : s
&(z) Al}lv ‘ Akn- T Aty
AR P AN i i Lol
eRCom oeone ceon e
e TN i A

| rrr— kil + k2 &,

2 @ oy (v S e (e )%

&

By O i Biga+ Cip,
a? + le‘f“]l (‘Tz + P11 + q1)2 (mZ + P1x + ql)ﬁl
an1$ -+ Cll : Bl 2$+ C'vg '"‘-l"' Blﬂ[x -+ Clpl
CApE g (Pt )l s @ patg)fi

B b e R R S e Y R e e e L, e e R e R s i L

> 52

—

Wenn Sie den Ansatz in Lehrschritt 51 griindlich angesehen haben, kénnen
Sie sicherlich die folgende I'rage leicht heantworten, die Sie kiinftig als
Kontrolle bei der Parl‘ial]n‘uchzerlegung verwenden kénnen.

Frage:

Wieviel Konstanten Ay, By, C,, muB der Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung enthalten, wenn die Nennerfunktion A(z) der echt gebrochenen

rationalen Funktion f(2) den Grad m hat?

' Uberlegen Sie genau, bevor Sie weitergehen.
®

2%



Nachdem Sie die Ansiitze fiir die Zerlegung in Partialbriiche kennen-
gelernt haben, miissen wir noch die Werle der Konstanten hestimmen.
Darum beschiiftigen wir uns nun mit drei Methoden zur Bestimmung
der Konstanten hei der Zerlegung echt gebrochener rationaler Funk-

g(x)

tionen der Form [(x) = 2—in Partialbriiche, mit der

h(=)
_ Methode der unbestimmien Xocffizienten (Koellizientenver-
- gleich)
- Einsetzungsmethode,

— Grenzwertmethode.

Bei allen Méethoden gehen wir vom allgemeinen Ansalz aus.

' Sehen Sie sich diesen zunichst noch einmal in Lehrschritt 51 an!
[ ]
51

51 S

Frage:

Durch welche iquivalente Umformung kénnen wir von diesem Ansatz
zu einer Gleichung mit ganzen rationalen Termen kommen?

» 58

m

Nach Multiplikation des Ansatzes (LS 62) mit der Nennerfunktion er-
halten Sie

2 —5=A(x+ 2)+ Bz —1).
Sie multiplizieren den Term auf der rechien Seite aus, ordnen nach Po-
tenzen von z:

2¢ —5=(A+ B)z+ (24 — B)
und fithren den Koeffizientenvergleich durch:

z': 2= A4+ B

a% —5=24— B.

Die Konstanten ergeben sich zu: 4 = —1, B=3.

JX

v
ot

0=

—_ 20—

53

54



5 5 Die Losung der 9. Aufgabe (LS 62) lautet:

56

57

_ g(z) _ 2z —5 -1 3

= +x+2.

@) =3y = @G—N@+2 z-1

Die zweite Methode, die wir kennenlernen wollen, ist die

Einsetzungsmethode.

Auch hier multiplizieren wir den Ansatz mit der Nennerfunktion h(z).
Zur Bestimmung der Konstanten miissen dann spezielle Werte fiir
eingesetzt werden.

Frage:

Kénnen Sie jeden beliebigen reellen oder nicht-reellen Wert in die ent-

standene Gleichung einsetzen? 61
>

I

Am Ende dieses Teils, der sich mit den Ansitzen sowie drei Methoden zur
Bestimmung der Konstanten befaBt, sollen Sie sich eine Zusammenfas-
sung erarbeiten.

Aufgabe:
Geben Sie in einem Schema die wesentlichen Schritte an, die zur Zerle-
gung einer echt gebrochenen rationalen Funktion f(z) = i(—m) in Partial-
briiche erforderlich sind! (@)

» 69

L

Nach Multiplikation des Ansatzes mit der Nennerfunktion h(z) fiihrten
Sie den Koeffizientenvergleich durch.

Die Konstanten lauten: A=—1, B=23.

Wollen Sie sich die Einzelschritte des Losungsverlaufs noch einmal an-
sehen?

Ja. —— —» 54
Nein ——— ) 55

— 26—
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Anlwort (sinngemiB):

Durch Multiplikation des Ansatzes mit der Nennerfunktion h(z) erhalten
wir die gesuchte Gleichung mit ganzen rationalen Termen. Diese enthilt

die Unbekannten A, By, Cis

Wir wollen uns diesen Sachverhalt an einem Beispiel verdeutlichen.
g(x)
h(z)

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung der Funktion f(z) =

= 2o —7 lautet:
__:vs—n:z-l-a:—i et

20—17 A B,z + Cy,y
S .

-f<m)=(a:—1 224 1) a—1 a4 1
Aufgabe:

Uberpriifen Sie die Richtigkeit dieses Ansatzes, und formen Sie den An-

satz in eine Gleichung mit ganzen rationalen Termen um!
p 64

Wir wollen Thnen die Losungsschritte ausfithrlich erliutern: Nach Multi-
plikation mit der Nennerfunktion k() erhalten wir

2 —5=A@@+ 2+ Blx—1) (@1, a+-2).
Einsetzen zweier beliebiger Werte, die nicht Nullstellen der Nennerfunk-
tion h(z) sind, z. B.# =0 und 2 = —1:
z=0: —5=24—-B
z=-—1: —T7=A-2D
Daraus ergibt sich: 4 = —1, B=23.

Dann lautet die Losung der 9. Aufgabe:
- gle) 2x—5 -1 3

@ = " G=De+) a—1 =¥

» 6O

S S T T U

Lésung: . .
Die gesuchte Relation heiit m = 3 a; +23' ;.
=1 r=1

Wenden wir uns nun einer weiteren Aufgabe zu.

8. Aufgabe:

Schreiben Sie den Ansatz der Partialbruchzerlegung fiir die IFunklion
flo i i
z) = auf!

(x+3)(x—5)2(a®—52+47) —» 46

97—
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60



6l

62

63

Antwort (sinngemif):

In die Gleichung kénnen alle Werte eingesetzt werden, die nicht Null-
stellen der Nennerfunktion h(z) sind.

Aufgabe:
Berechnen Sie die Werte der Konstanten A und B der 9. Aufgabe (LS 62)

nach der Einsetzungsmethode!

' Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem in LS 57, und kehren Sie
e danach hierher zuriick. 57

~ )

. Lo . . 5 -
Haben Sie das richtige Ergebnis erhalten Ja > 66

Nein ——» 39
L ]

Diese Methode sollen Sie jetzt auf eine vorgegebene Zerlegung anwenden.

Zuvor noch ein Hinweis:

In der Theorie der Partialbruchzerlegung verwendet man zur Kennzeich-
nung der Konstanten die Symbole Ay, B,, und C,,.. Kénnen keine Ver-
wechslungen aufireten, zieht man bei Aufgaben eine vereinfachte Schreib-
weise 4, B, C, D, ... vor. Nun zur

9. Aufgabe:
g(z) 20 —5 |

B
Mo = i = =D Ery st ers

Berechnen Sie die Werte der Konstanten 4 und B mit Hilfe der Methode
der unbestimmten Koeffizienten, und geben Sie die Partialbruchzerlegung

der Funkti !
er Funktion f(z) an AnschlieBend ——» 57

+ (w+1, 2-2).

In Zukunft schreiben wir kiirzer
2—5=A@+2)+ Bxz—1)
z— 1: —3=4-3 > A=-1
z— —2: —9=B:(-3) <= B= 3.
Hinweis : Diese Methode erweist sich als vorteilhaft, wenn die Nenner-
funktion nur einfache reelle Nullstellen besitzt. Treten mehrfache Null-

stellen auf, werden meist die Grenzwertmethode und die Einsetzungs-
methode kombiniert angewendet.

» 56

| S




Losung: 6 4

Durch Multiplikation des Ansatzes mit der Nennerfunktion h(z) ergibt

sich:
217 Ay Bz +Cyy ‘
= . .7-——' ;:‘Z _I
(x—1) @+ 1) o LU (r— 1)@ +1)

2 — T=dA;y (@24 1)+ (Bye 4+ Cry) (= 1).

Wir behandeln nun die drei in LS 53 genannten Methoden zur Ermittlung
der Konstanten und wenden uns zuerst der Methode der unbestimmten

Koeffizienten zu.
> 65

I-----I------------.---I-l--l--l

Bei der Anwendung der Methode der unbestimmten Woeffizienten sind 65
folgende Schritte zu gehen:

— Ausmultiplizieren;
— Ordnen nach Polenzen von z;
— Durchfiihren des Koelfizientenvergleichs.

Die unbekannten IKonstanten lassen sich aus dem so entstandenen Glei-
chungssystem ermitteln.

' Priigen Sie sich diese Schrilte ein!
°
» 62

------------------------

Beriicksichtigen wir bei der Bestimmung der Konstanten die Nullstellen 6 6
der Nennerfunktion, kommen wir zur dritten Methode, der Grenzwert-
methode. Wir gehen wieder von der Gleichung aus

20 —5 A
= e+ ==t
Durch Multiplikation mit der Nennerfunktion folgl fira 4 Lunda 4= —2:
22 — 5= A(z+ 2)+ B(x — 1).
Wir bestimmen die Grenzwerte fiir x — 1 und 2 — —2:
]im' (2u—h)= lil)‘l [+ 2 Blo—Dj<=> 3 031 8.0,
e P

lim (Ly — b) = lim [/l(:u«-l-Z)'l Ble L)< » 0 b ()

z—-—2 z—~—2

Es ergibt sich A=—1, B=3. > 63

; = —32) .
) (v 1, 2+-2)

—929_



67

68

' Vergleichen Sie die Zusammenfassung mit dem allgemeinen
Schema in Lehrschritt 69!

8(=) =13
If(z)=m=ﬂ—ar—2

I )= (x=2)(z+ 1) j

!
— 13 A B (5
)= chwrp s tsritErm
[]

— = A B )as
+(4— B+ O)x
+(A=2B—20) T —1: —12= —ac
| T2 : — =04
F=0 : —13= =28 — 20
FiH 1= 4+ n ! 2 il
al: 0=21— B4+ ¢
W0 —13= 4 —2B—3C
l l=—1, B=32, =4 I
213 —x 2 4
fo)= =gy = mtrmtere

» 73

Die Zerlegung der Funktion f(z) in Partialbriiche ist sofort méglich, da
f(z) eine echt.gebrochene rationale Funktion ist.

Womit beginnen Sie die Zerlegung?

' Uberlegen Sie genau, und fiihren Sie den zweiten Schritt aus.
°

» 71

— 30—
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Hier zeigen wir Ihnen ein mogliches Schema:

Ist dio gegebene Funktion
unecht gebrocken rational,
muB men durch Polynom-
division erat dio echt ge-
brochene ratlonale Funk-
8(x) tion f(r) abspalten.

If(1)=m

Zerlegen der Nennerfunktion h(x)
in Faktoren

Y

| Aufstellen des Ansatzes |
- Multiplizicren des Ansutzes
mit der Nennerfunktion

Eutscheiden fir eine Methode:
sur Bestimmung der Konstanten
Girenzyert- Einsetzungs-
. “methode: mothode

Bilden der Einsetzen von m
Grenzwerte x-Werten, d t

Ordnen nach Potenzen
von .

filr & = a3 Nullstellen v ()
iz Null- sind (m ist die
Durchfiihren des stellen Anzahl der
Koeffizientenvergleichs vou hx) Koustanten)

= Y =

f Berechnen der Konstunten l

¥

Einsetzen der Konstanten
in den Ansatz

Wenn es Ihnen gelungen ist, dieses oder ein iilinliclies Schema zu entwer-
fen, haben Sie aufmerksam gearbeitet.

Fehlen jedoch mehrere Einzelschritte, sollten Sie Ihre Liicken durch noch-
maliges Bearbeiten der entsprechenden Iehrschritle hesciligen.

Im néchsten Abschnitt wollen wir das Gelernte in Ubungsaufgaben an-
wenden.

Gonnen Sie sich aber vorher erst eine kurze Pause.

Dann ————» 70

— 31—
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71

72

Um die Kenntnisse in der Theorie zu festigen und um Fertigkeiten in der
Durchfiihrung der Partialbruchzerlegung zu erlangen, wollen wir einige
Beispiele zur Partialbruchzerlegung betrachten.

10. Aufgabe: |
Zerlegen Sie die IF'unktion

g() 22 — 13 |
(=) = h(z) TP —3z—2 f

in Partialbriiche, und wenden Sie dabei zur Bestimmung der Konstanten
die Methode der unbestimmten Koeffizienteri bzw. die Grenzwert- und die
Einsetzungsmethode an.

Priifen Sie zuerst, ob die Zerlegung in Partialbriiche sofort méglich ist!
Begriinden Sie das Ergebnis der Uberpriifung!

Danach ———» 68
L]
Im zweiten Schritt wird die Nennerfunktion in Faktoren zerlegt. Die Null- -
stellen der Nennerfunktion A(z) lauten:
Cm=2 m=—1 a=-L
Damit hat die Faktorenzerlegung von A(z) die Form:
ha) = (@ — 21) (2 — @) (@ — @) = (@ — 2) (= + 1.

Schreiben Sie nun den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung der Funktion

f(z) auf!
Danach ——» 78

L/
Nach Potenzen von z geordnet erhalten Sie
a?—13=(A+ B)a®+ 24— B+ C)z+ (A— 2B —2C).

Damit ergibt der Koeffizientenvergleich folgendes Gleichungssystem:

a?: 1= A4+ B
at: 0=24— B+ C
as —13= A 2B —2C.

Lésen Sie dieses Gleichungssystem! |
> 80
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Sie haben die 10. Aufgabe erfolgreich geldst. Lline weitere soll folgen.
Zuvor eine
Frage:

Ist die Zerlegung von

(z 255 — 34 4 3123 4 1722 4- 382 — 34

_ 8@ _
@ =3 = ot — 223 4 17a?

in Partialbriiche moglich?

Ji — ————» 88
Nein ————» 87

P

Die Gleichungssysteme lauten

fiir a) z. B. mit den Werten & = 0, x=1,a=4: 74
z=0: —13= A— 2B-—2C,
z=1: —12= 4A— 2B- C,
x=4: 3=254+ 10B + 2C.

Falls Sie fiir die beliebigen x-Werte andere (voneinander verschiedene)
Zahlen einsetzen, hat Ihr Gleichungssystem ein iihnliches Aussehen.

firh) x— -1, z—2, zB.x=0:

z— —1: —12= -3C,
x— 2 — 9=094,
= 0: —13= 4—-2B—2C.

Sicher fillt es Thnen leicht zu erkennen, daf} das zweite Gleichungssystem
zur Bestimmung der Konstanten wesentlich einfacher ist.

Diese Erkenntnis zeigt Ihnen den Vorteil der Grenzwertmethode.

' Bestimmen Sie die Konstanten A, B, C.
®
» 80
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76

77

Sie erhalten:
2 —13= A@z+ 12+ B@z—2)(z+ 1)+ C(z=2)
(x 3=2, % —1).

Jetzt sind Sie an der Stelle angelangt, an der Sie sich fiir eine Methode
zur Bestimmung der Konstanten entscheiden miissen.

Mit welcher Methode wollen Sie beginnen?
Methode der unbestimmten Koeffizienten —_—

Grenzwert- und Einsetzungsmethode —_— 79
L
Die Partialbruchzerlegung lautet:

=18 13
NP _3—2 @-2@+1}
-1 2 4

P Sy Wy iy |

Haben Sie die Konstanten der 10. Aufgabe (LS 70) bereits mit Hilfe aller
behandelten Methoden bestimmt?

Ja. Sehen Sie sich eine Zusammenfassung fiir diese Aufgabe
! —» 67
an! >

Nein. Rechneten Sie eben mit der Methode der unbestimmten

Koeffizienten?
Ja ——onu0» 79

Nein ———» 77

|

Sie werden nun die im Ansatz (LS 78) auftretenden Konstanten mit der
Methode der unbestimmten Koeffizienten bestimmen.

' Entscheiden Sie!
°

Ich weif}, was ich zu tun habe.
Fiihren Sie die beabsichtigten Rechnungen aus! e—mo—» 72

Ich weil nicht, was ich jetzt tun muB.
Fiihren Sie die in .S 65 angegebenen Teilschritte aus. Vergleichen
Sie anschliefiend in LS 72! 65 . 72

— 34—
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Unter Verwendung der vereinfachten Symbolik lautet der Ansatz:

a? —13 A B C
= = X 2, o - .
@) a’— 3¢ —2 :z:—2+.'c+i+(:1:-i-1)2 (et 2+-1)
Haben Sie diesen Ansatz gefunden?
Ja —» 8

Nein ————» 86

Sie werden nun die im Ansatz (LS 78) auftretenden Konstanten mit der
Grenzwert- und der Einsetzungsmethode bestimmen. Um den Vorteil der
Grenzwertmethode zu erkennen, sollen Sie zwei Gleichungssysteme auf-
stellen.

Aufgabe:

a) Setzen Sie drei beliebige Werte, die nicht Nullstellen von h(z) sind, in
die Gleichung (LS 75) ein!

b) Fithren Sie in der Gleichung (LS 75) den Grenziibergang fiir & — 2
und £ — —1 durch! Setzen Sic dann einen weiteren heliebigen \Wert
fiir x ein!

> 74

Die Konstanten im Ansatz (LS 78) haben folgende Werle:

A=-1, B=2, C=4.

Setzen Sie als letzten Schritt die Werle fiir die Konstanten in den Ansatz
fiir die Partialbruchzerlegung der Funktion f(z) ein, und schreiben Sie

die Losung der 10. Aufgabe (.S 70) auf!
Dann —— —» 76

78

79

80
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82

83

84

In Threm Ansatz fehlt der Partialbruch mit dem Nenner 2? bzw. x. Sie
haben den Ansatz fiir mehrfache reelle Nullstellen nicht vollstindig an-
gegeben.

I Ergéinzen Sie den fehlenden Summanden, und vergleichen Sie
e it
> 92

Wir kénnen Ihnen ein Lob aussprechen. Thr Ansatz ist richtig.

Wir hoffen, daf3 Sie die im Ansatz auftretenden Konstanten selbstiindig
berechnen kénnen.

' Denken Sie daran, daf} Sie dabei die Methode der unbestimmten
H Koeffizienten anwenden sollen!
Brauchen Sie Hilfen? . Ja 92 > 89

Nein —» 89 .

In Threm Ansatz ist der Partialbruch, der den quadratischen Ausdruck im
Nenner enthiilt, falsch.

Merken Sie sich: Steht im Nenner ein quadratischer Ausdruck, so muf}
im Zihler ein linearer Ausdruck erscheinen.

' Verbessern Sie, und vergleichen Sie mit
b —_— 92

Die Nennerfunktion wird in h(z) = 22 (2% — 22 + 17) zerlegt. Der zweite
Faktor besitzt keine reellen Nullstellen, da gilt: p? — 4g= 4 — 68 < 0.
Eine weitere Zerlegung von (2 — 2z + 17) ist deshalb nicht sinnvoll.

Schreiben Sie den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von
fi(@) = —z3 4 38z — 34 auf!
b nwe= 2% (22 — 22 + 17) ’

» 93
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Ihr Ansatz ist richtig.

Multiplizieren Sie jetzt den Ansalz (IS 78) mit der Nennerfunktion

hx)= (x — 2) (v + 1)?!
» 75

Ihnen ist ein Fehler unterlaufen. ,
Wiederholen Sie den Ansalz [iir einfache veelle Nullstellen (1S 21)
und fiir mehrfache reelle Nullstellen (1.5 27)!

— 21 1111(22:3

' Verwenden Sie das dort Gesagle, und formulieren Sie den An-

H satz neu!
ILest dann —————p 7

8

Sie haben richtig erkannt, daB f(2) cine unecht gebrochene rationale
Funktion ist. Die Partialbruchzerlegung kann aber nue anl echt gebro-
chene rationale FFunktionen angewendet werden.

' Zerlegen Sie f(2) in einen ganzen rationalen und einen echt ge-
@  brochenen rationalen Teil.
» 91

P P A P S T W S P
Das ist falsch!

Sie haben iibersehen, daB f(x) unecht gebrochen rational ist. Die Partial-
bruchzerlegung ist aber nur fiir echt gebrochene rationale IFunktionen

“durchfiihrbar.

Sie miissen zuniichst f(x) in einen ganzen rationalen und cinen echt gebro-
chenen rationalen Teil zerlegen.

' Fiithren Sie das aus, anschlieflend

° > 94
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90

9

Die Konstanten haben folgende Werte:
A=2, B=-2, C=-3, D=8,

' Sollten Sie ein anderes Ergebnis gefunden haben, so priifen Sie

e [lhren Losungsweg noch einmal griindlich.

Jetzt ist es méglich, die in Partialbriiche zerlegte Funktion f;(z) aufzu-
schreiben. Setzen Sie dazu die Werte fiir die Konstanten in den Ansatz
(LS 92) ein, und notieren Sie das Ergebnis.

Dann ———» 90

fmo2o2 —3+6
_lx_;'— a2 22— 22417

Das ist das Ergebnis der 11. Aufgabe (LS 94). Um die vollstindige Zer-
legung von f(z) zu erhalten, miissen wir noch die Summe aus fi(z) und
dem in LS 94 vor der Partialbruchzerlegung abgespalteten ganzen ratio-
nalen Teil bilden. Damit ergibt sich als vollstéindige Zerlegung:

A 2 2 "_3x+6
f@) =22+t -+ a7

» 91

Y
Zum AbschluB sollen Sie eine Aufgabe zusammenhiingend lésen!

Versuchen Sie, selbstiindig zu rechnen. Sollten Sie grofie Schwie-
' rigkeiten haben, informieren Sie sich in der Ubersicht des Lehr-
®  schritts 69.

12. Aufgabe:

Zerlegen Sie die Funktion

1) = —4a? 4 20z + 22
()= S 2 1 185 =

in Partialbriiche.

Gehen Sie erst dann weiter, wenn Sie die Aufgabe vollstiindig
1= =]
gelﬁst haben!

» 95
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Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung des echt gebrochenen rationa-
len Teils fi(2) heiBt

A B Cx+D

/'1(112)-—-——+——2-‘+m (.v=1=0, a2 =2 - ,l7=§=()).

Die niichsten Schritte (Multiplikation mit der Nennerfunktion und Ko-
effizientenvergleich) sollen Sie selbstiindig durchfiihren.

AnschlieBend —— —» 96

Ihr Ansatz lautet:

fl(’l’)'_:—qi"*'?’g?‘_;:—j_)-ﬁ » 81
/1<:v)=%+_,:z +]—__,CL~—+17 — » 83
A =4 . 8
)=+ g . 81

Ich habe einen anderen Ansatz. ———» 97

Die Zerlegung lautet:

—28 4 38x — 34
=9 : - s .
) z+1 +:v4 — 223 4 1722

11. Aufgabe:
Zerlegen Sie den echt gebrochenen rationalen Teil

—a% 4 38z — 34
filz)= ;% der Funktion f(x)

in Partialbriiche. Bestimmen Sie die Konstanten it [lilfe der Methode
der unbestimmten Koeffizienten.

' Fiihren Sie den ersten Schritt aus, und vergleichen Sie danach
mit LS 84.

> 84
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' Vergleichen Sie mit Ihrer Rechnung!
o

J#) = — 42 4 200 4
4 623 — 2422 18 —

] ¥ | Ba4C
G=D@F3 F—iTEt3

1

2
- —,-{.r‘ + %o.r + 1_: =A@+ 3) + (Ba 4 C)(a — 4)

f(x) = -

Wahl der

i’.rc.nzwuﬂ.- und
Methode(n)

<«1~hl

- methade

at: —§= A4 0 wish ‘:_:’=m.|

at 1,—-?: —4B 4+ ¢ ar=0: l‘_)l= ¥l — 4
(

20 ‘—: =34 =4k a=1 ’_{’ = 4d -8 -3¢

Damit sind Sie am Ende des Programms angelangt.
Die Autoren hoffen, dafl das Lehrprogramm zur Erweiterung Ihrer Kennt-
nisse beigetragen und Ihnen Fertigkeiten zur Partialbruchzerlegung ver-

mittelt hat.

Im Anschlufl finden Sie eine Zusammenfassung (S. 42—44) sowie einige
weitere Ubungsaufgaben mit den Lésungen (S. 45-46).

— 40—
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Zum Vergleich die einzelnen Schritte:
Multiplikation mit der Nennerfunktion:
—23 4 38z — 34 = da(a® — 22+ 17)
+ B(a? — 2u+ 17)+ (Ca + D)a
Koeffizientenvergleich:
a?: — 1= 4 + C
2?: 0=-244+ B + D
at: 38= 174 — 2B
a%: —34 = 1713
°© . 3 .
' Lésen Sie dieses Gleichungssystem, dann — 89
A4 ]
Der Ansatz fiir die reelle Nullstelle 2; = 0 mit &, = 2 lautet nach LS 27
A + B
x a?
Da (2% — 2z 4+ 17) keine reellen Nullstellen besitzt, ergibt sich nach 1S 44
als Ansatz
Cx+ D
a? — 2z + 17
Der vollstindige Ansatz ist dann dic Summe der drei Parvtialbriiche.
Reicht Ihnen diese Erklirung noch nicht aus, miissen Sie sich
den allgemeinen Ansatz (LS 51) nochmals durchdenken.
by > 84
Sonst —_ 92
— 41—
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Zusammenfassung

1.1. Definition:

Ein Partialbruch ist eine Funktion der Form f(z) = L)a
X — X
A und z; komplexe Zahlen sind und & = 1 eine natiirliche Zahl ist.

, wobel

1.2. Erweiterung der Definition:

Unter Partialbruch verstehen wir auch Funktionen der Form f(=)
_ Bx +C

(2® + prz+q,)F
Zahlen, und B = 1 ist eine natiirliche Zahl.

mit p,* — 4¢q, < 0. Dabei sind B, C, p,, q, reelle

Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra:

Jede ganze rationale Funktion vom Grad m der Gestalt
h@) = 2™+ by _12™ 1+ oo + iz + b,

mit reellen Koeffizienten b; (i =0, 1, ... ,m — 1) kann auf genau eine
Weise als Produkt i(z) = (z — 2,)™ (2 — @)™ « (& — ;)" geschrie-
ben werden, wobei die z; simtlich verschieden sind, o; natiirliche

k
Zahlen = 1 sind und > o; = m gilt.

1=3

Satz der Partialbruchzerlegung:

Jede echt gebrocheneé rationale Funktion kann (bis auf die Reihen-
folge) auf genau eine Weise als Summe von Partialbriichen geschrie-
ben werden.

Drei Fille der Partialbruchzerlegung:

1. Fall: h(z) besitzt einfache reelle Nullstellen L1y Ty eees Ty

Ansatz:
€] _ 4 4, An
f()—h(:v)_:r;—:c1 a:—x2+ +:v—x,,,




’ 2. Fall: h(z) besitzt mehrfache reelle Nullstellen @, (r=1, ..., k) der
Vielfachheiten «, > 1.
Ansatz:
g(z 1 Apg A
z) = 8(2) = RALS 124 Loy
fiz) h(z) x—2  (2—x) (x—ay)™
A M Aroy
v—xp (v ) (v — )k
3. Fall: () Desitzt Paare konjugiert komplexer Nullstellen mit der
Vielfachheit 1
(@—a)(v—z)=2a+p2+ ¢ mit p,2 — 4g, <O fiivr=1, ... 1
Ansatz:
o0 Bt Bt
hz) a*+px+q 224 par g
mit p,2 — 4q,<0.
: 5. Bemerkung:

Der Fall, daB h(z) mehrfache komplexe Nullstellen enthiilt, wivd nicht
besonders ausgefliihrt. Den Ansalz fiir diesen Fall kann man dem
allgemeinen Ansalz entnehmen.

6. Allgemeiner Ansalz fiir die Partialbruchzerlegung:

g(x) Ay, Ape Ay,
f(2) = —_ e
@)=t = Toam - ap (o= )™
A Age Arsy
— . e B ——
x—xp  (v— my) (v —ay)'*
B11$+ Cll 1}12.’17 +C’12 » [_))lp!."b'—i- (/'lﬁl

B+ prtq (@4 pe+a)? @2+ pyx + )™

Byt Cy | BuwtCa | Do
A+pa+q (@+p2+a)f (22 + p,x + q,)"
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7.

8.

9.

Methode der unbestimmten Koeffizienten:

— Multiplizieren des Ansatzes mit der Nennerfunktion h(z)
— Ausmultiplizieren

— Ordnen nach Potenzen von a

— Durchfiihren des Koeffizientenvergleichs

— Berechnen der Konstanten aus dem Gleichungssystem

Einsetzungsmethode: -

— MultipliZieren des Ansatzes mit der Nennerfunktion h(z)

l
— Einsetzen von m voneinander verschiedenen z-Werten, die nicht
Nullstellen von h(z) sind (m ist der Grad der Nennerfunktion h(x))

— Berechnen der Konstanten aus dem Gleichungssystem

Grenzwertmethode:

i®

— Multiplizieren des Ansatzes mit der Nennerfunktion /(a)
— Durchfiihren des Grenziibergangs an den Nullstellen von h(x)

— Berechnen der Konstanten

— 44—
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Zur weiteren Festigung empfehlen wir Ihnen die Lisung der folgenden

Ubungsaufgaben

Geben Sie fiir die nachstehenden Funktionen (gegebenenfalls nach Aus-
fithrung der Polynomdivision) die Partialbruchzerlegung an!

1) oy =t b
—8a2+2
D) )= G gy
228 4 922 482 +5

/ 223 + 1522 + 362 + 20
i) @)= at + 428 + 4a®

— 223 4 52 — 2
P) [(2) = al— 328 + 32—

2t — 88 4 a2 4+ 230 —06
6) /(=)= a3 — 222 — 4o + 8

: Ga? 4+ 22 + 20
7) [(2) = T P thn

23— 222 4 122 —29
¥ — 2t 4 — 12

8) [(@) =

a2 4 ba
RECN = o

N Gt + a3 + 4322 4 1020 4+ 6O
10) fle)= 2ut 4 223 4 822 + 60z




Losungen der Ubungsaufgaben:

2
1) f(w)=m+_x.i1
1 2 - -5
e Bt i
4 2
I f@)=22+1-mmt g
4 5 2 2
4) f(ﬂ«‘)=;+m_z_.H-_A_‘_’_(_?:QT2
2 4 3 !
V) == Tt et
3 2 3
O fe) =20~ b+ s~ ooyt ap
:c+2. 5
D @)= g+~
1t =7
) fle) =1+ =g —
3 z
9) f(x):mj1+(x_1)z—iz:f
4 %_1

1
10) f($)=3+?_m+3 +:v2—2a:+10

— 46—
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Hinweise fiir den Lehrenden

Das vorliegende programmierte Lehrmaterial richtet sich in erster Linie
an Studenten der ingenieurtechnischen, naturwissenschaftlichen und ko-
nomischen Fachrichtungen. Es hesteht aus drei Teilen:

Der erste Teil beginnt mit LS 2. Dieser Abschnitt dient der Uberpriifung
und Wiederholung der Vorausselzungen, die zur Programm])em'heil’ung
notwendig sind.

Im zweiten Teil, der mit LS 17 beginnt, werden wichtige Ergebnisse der
Theorie der Partialbruchzerlegung (u. a. Definition des Partialbruchs,
Ansiitze fiir die Partialbruchzerlegung) sowie drei Methoden zur Bestim-
mung der Konstanten dargeboten.

Im dritten Teil (Beginn LS 70) wird. die Partialbruchzerlegung anhand
typischer Aufgaben geiibt und gefestigt.

Zur inhaltlichen und zeitlichen Einordnung

Das Lehrprogramm ist so aufgebaut, daB es unter Beriicksichtigung der
angegebenen Vorkenntnisse als selbstindige Lehreinheit eingesetzt werden
kann. Vom Inhalt her empfiehlt sich jedoch der Einsatz entweder im
AnschluBl an die Behandlung gebrochener rationaler Funktionen oder hei
der Integralrechnung vor der Integration gebrochener rationaler Funk-
tionen. Wegen einer giinstigeren Motivation ist die letzte Variante vor-
teilhafter, da die Niitzlichkeit der Partialbruchzerlegung bei der Integra-
tion hesonders deutlich wird.

Zum Einsatz

Aus den Erfahrungen, die wihrend der Erprobungen des Lehrprogramms
gewonnen wurden, lassen sich verschiedene Méglichkeiten seines Ein-
satzes ableiten.

Variante 1: Durchgiingiger Einsatz des Lehrprogramms auBerhalb von
Lehrveranstaltungen.

Variante 2: Uberpriifung und Wiederholung der Vorkenntnisse in Semi-
" naren oder Ubungen.

Darbietung und Festigung (LS 17 bis LS 95) unter Ver-

wendung des Lehrprogramms (vorwiegend auBerhally von
Lehrveranstaltungen).

Variante 3: Uberpriifung der Vorkenntnisse in Seminaren oder Ubungen.
Darbietung der Theorie in der Vorlesung.
Festigung in Ubungen unter Verwendung des Lehrprogramms

(LS 70 bis LS 95).

— 48—
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Allen drei hier vorgeschlagenen LEinsalzvarvianten mul} cine Binliihrung
der Studenten in die Arbeit mit programmierten Lehrmitteln vorausgehen,
sofern sie nicht schon mit solchen Materialien gearbeitet haben. Nach
Abschluf} der Stofleinheit sollte eine studienbegleitende Leistungskontrolle
folgen. In jedem Fall ist auf eine griindliche Planung des Iinsalzes zu
achten. Das betrifft vor allem die Ubercinstimmung zwischen Lehrver-
anstaltung und Lehrprogramm in Inhalt und Symbolik sowic den Uber-
gang in das (bzw. aus dem) Lehrprogramm.

Arbeiten die Studenten mit Programmen, die Eigentum der Fach- oder
Hochschule sind, mul} daraufl hingewiesen werden, daf} nicht in die Lehr-
programmbiicher geschrichen werden darf, nur so ist cine Wiederver-
wendung im folgenden Studienjahr gewiihrleistet. Als ,,Nachschrift®
sollte die Zusammenfassung des Programms vervielfiltigt und an die
Studenten ausgegeben werden.

Erprohungshefunde

An der Erprobung des Lehvprogramms ,,Partialbruchzerlegung™ nalimen
217 Studenten der Bergakademie Freiberg und der Ingenicurhochschule
Mittweida teil. Der Einsatz erfolgle nach Variante 1. Als Parameter
wurden die Arbeitszeit, die Lern- und dic Behaltensleistung, die Selbst-
einschitzung der Lernleistung und der Grad der Verstiindlichkeit erfalit.

— Zum Studium des Programms wurden im Mittel Z = 290 min aulge-
wandt. Der Wert der Zeitstrenung betrug s = 100 min.

Diese Werte bediiefen einer Interpretation, da sie relativ hoeh erseheinen magen.
Viele Studenten arbeiteten zum ersten Mal mit cinem Lehrprogramm. Aullerdem
I6sten die Stndenten inunerhalh der von ihnen angegebenen Zeit oft auch dice
zusiitzlichen Ubungsaufgaben (S. 43). Dadurch erhihte sich die mittlere Arbeits-
zeit nicht unwesentlich.

Eine Zeitanalyse fiir die Losung der vier Aufgaben des ersten Progeammieils.
also fiir die Wiederholung der Voraussetzungen, ergab cinen Mittelwert ¥ =
60 min, d.h. einc Reihe der Versuchspersonen verfiigte nicht iiber alle Voraus-
setzungen. Deshalb ist zu emplehlen, die Grandlagen zar Programmbearbeitung
langfristig und systematisch zu wiederholen und zu festigen.

— Die Kennwerte der Lernleistung wurden aus ciner Leistungskontrolle
mit x = 15,6 Pkt. und s = 3,7 Pkt. ermilttelt.

Bezogen aul di¢ maximale Punktzahl 20 entspricht der Leistungsstand ciner 1e-
fiillung der Anforderungen von 789,. Dic Hiuligkeitsverteilung der Punktwerte
ist deutlich rechtsschiel mit dem Maximum bei 18 Punkten. Wir glauben, das als
guten Lernerfolg deuten zu kénnen.

Drei Monate nach Abschlull der Programmerprobung wurde die Leistungs-
kontrolle ohme Ankiindigung wicderholt. Durch diese Avbeit wird die Behaltens-
leistung bestimmt, wenn — wie in unserer Untersuchung — in der Zwischen-
periode der behandelte Stoff nicht wiederholt oder geiibt wird.
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Es ergab sich eine mittlere Behaltensleistung z = 12,0 Pkt. bei .einer
Streuung s = 4,3 Pkt. -

Bezogen auf dic maximal erreichbare Punktzahl 18 ergibt sich mit 679, ein giin-
stlger Wert fiir das Behalten iiber einen lingeren Zeitraum.

— Die Frage ,,Glauben Sie mit dem Programm gut gelernt zu haben?*
beantworteten «

71,7% der Studenten mit Ja
26,0% der Studenten mit UngewiB
2,3% der Studenten mit Nein.

Die Studierenden schitzten ihren Lernerfolg — in guter Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen der Messung — real und iiberwiegend positiv ein.

— Auf die Frage ,,War das Programm fiir Sie schwer verstiindlich?* er-
gaben sich folgende Antworthaufigkeiten:

55% Ja
21,1% TUngewiB
73,4% Nein. '

Diese Zahlenwerte scheinen zu belegen, daBl das Programm in Umfang
und Schwierigkeit fiir den angegebenen Adressatenkreis gut geeignet ist.

— 50—
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Hinweise fiir die Leistungskontrolle

Die inhaltlichen Schwerpunkte der Leistungskontrolle ergeben sich aus
der Zielstellung des Programms (S. 4). Die Leistungskontrollen, die wiih-
rend der Erprobung eingesetzt wurden, bestanden jeweils aus fiinf Aul-
gaben, zu deren Lésung 45 Minuten zur Verfiigung standen. Dabei konnte
die “Zusammenfassung des Programnis von den Studenten verwendet
werden.

Beispiel fiir eine Leistungskontrolle:

1) Untersuchen Sie, welche der drei folgenden Funktionen man als Partial-
briiche bezeichnen kann, und welche nicht.
Begriinden Sie kurz Thre Entscheidung!

12 3z — 1 —2

(a) f($)=x+3j (b) f(z) = Friomi2 (e) f(l')=m:§

2) Wie lautet der allgemeine Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ciner
echt gebrochenen rationalen Funktion [(z), deren Nennerfunktion 2(a)
eine zweifache reelle Nullstelle 2; und eine dreifache veelle Nullstelle 2,
besitzt?

3) Bestimmen Sie unter Verwendung der Einsetzungsmethode die Partial-
bruchzerlegung der Funktion

522 +11x + 6 '

o) = @ the+4)

) fia) = 53

Unbekannte muBl man berechnen, um die Partialbruchzerlegung von
[(x) angeben zu kiénnen?

sei echt gebrochen rational, h(x) habe den Grad k. Wieviel

5) Zerlegen Sic mit Hilfe der Methode der unbestimmten Kocflizienten
die Funktion

28 —a+b4r—1 L.
flx) = vollstiindig in Partialbriiche!
ad—a? °
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Uberpriifung von Vorkenntnissen

" Zur Theorie der Partialbruchzeriegung
Definitionen und Ansétze:

@—(D—@)—BD—B—~O—~BO—D)—Q—D)—)—B)—
5 Ty

_ Methoden zur Bestimmung der Konstanten: .
&) & -

Beispiele zur Par//blbrz;cﬁzer/egung
0. Aufgabe:

72. Aufgabe:
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