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Das Obungsprogramm richtet sich vorwiegend an: 
Studierende ingenieurwissenschaftlicher, naturwissenschaftli­
cher, ökonomischer und agrarwissenschaftlicher Fachstudienrich­
tungen. Das Obungsprogramm wurde entwickelt, um die mathemati­
sche Ausbildung im Grundstudium der·genannten Fachstudienrich­
tungen zu unterstützen. Es besteht auch· die Möglichkeit, das 
Qbungsprogramm bei der Ausbildung von Lehrern einzusetzen. 

Voraussetzungen für die Abarbeitung 
des Obungsprogramms 

Sicheres Beherrschen der Rechengesetze im Bereich der reellen 
und komplexen Zahlen, insbesondere der Anwendung der Potenz­
und Logarithmengesetze. 

- Fertigkeiten beim Lasen von algebraischen Gleichungen, bei 
der ~erlegung von Polynomen in Linearfaktoren und bei Partial­
division sowie beim Lösen von linearen Gleichungssystemen. 

- Kenntnisse au.s der Differentialrechnung, insbesondere die 
Differentiationsregeln und die Ableitungen der elementaren 
Funktionen. 

- Fertigkeiten beim Lösen von Integralen. 
- Fertigkeiten beim Lösen von gewöhnlichen Differentialglei-

chungen erster Ordnung, insbesondere solcher, die sich durch 
Trennung der Veränderlichen lösen lassen, von Ähnlichkeits­
differentialgleichungen und linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Diese Fertigkeiten konnten Sie sich z.B. beim 
Durcharbeiten des Heftes 6 dieser Reihe erwerben. 

- Grundkenntnisse über gewöhnliche Differentialgleichungen höhe­
rer Ordnung, wie sie in Vorlesungen und Lehrbüchern geboten 
werden. 

Hilfsmittel für die Arbeit mit dem rJbungs­
programm sind 
- Nachschrift 
• Lehrwerk "Mathematik für Ingenieure, Naturwissenschaftler, 

ökonomen und Landwirte" 
- Pormelsammlung. 
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Zielstellung 

Das vorliegende Obungsprogramm soll die Erarbeitung des Stoff­
gebietes "Gewöhnliche Dgln. höherer Ordnung" unterstützen und 
bei Ihnen Fähigkeiten und Fertigkeiten beim Lösen von 

- Dgln. durch Reduktion der Ordnung, 
- homogenen und inhomogenen linearen Dgln. mit konstanten 

Koeffizienten, 
- Eulerschen Dgln., 
- Systemen linearer Dgln. mit konstanten'Koeffizienten 
entwickeln und Sie mit der Möglichkeit vertraut machen, 
- Systeme linearer Dgln. mit konstanten Koeffizienten durch Zu-

rückführung dieser Syste~e auf Dgln. höherer Ordnung zu lösen. 

Daraus ergeben sich für die einzelnen Abschnitte folgende 
T eil z i eIe : Sie werden 

- die Fähigkeit erwerben, Dgln. höherer Ordnung, die sich nach 
Reduktion der Ordnung lösen lassen, zu erkennen, und sich 
Fertigkeiten beim Lösen dieser Aufgaben aneignen, 

- sichere Kenntnisse über die 'Struktur der Lösung einer Dgl. 
höherer Ordnung erwerben und die Begriffe "allgemeine Lösung" 
und "spezielle Lösung" beherrschen, 

- in die Lage versetzt werden, homogene lineare Dgln. mit kon­
stanten Koeffizienten zu_ lösen (avf mehrfache komplexe Lösun­
gen der charakteristischen Gleichung wird nicht eingegangen), 
und Fertigkeiten erwerben, für spezielle inhomogene lineare 
Dgln. mit konstanten Koeffizienten entsprechende Ansätze auf­
zustellen, um die L~sungen dieser Dgln. zu bestimmen. Außer­
dem sollen Sie mit der Methode der "Variation der Konstanten" 
als Lösungsmethode für derartige Dgln. vertraut gemacht werden, 

- sich die Fähigkeit aneignen, Eulersche Dgln. zu erkennen, und 
Fertigkeiten für das Lösen derartiger Aufgaben erwerben, 

- sich Fähigkeiten beim Lösen von Systemen linearer Dgln. mit 
konstanten Koeffizienten aneignen und mit der Möglichkeit ver­
tt.aut gemacht' werden, ein System von n linearen Dgln. mit kon­
stanten Koeffizienten mit rt Funktionen auf eine Dgl. n-ter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten in einer Funktion zurück­
zuführen. 
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Anleitung zur Arbeit mit dem Obungsprogromm 

Die Arbeit mit dem Obungsprogramm soll es Ihnen ermöglichen, 
daß Sie Ihre Kenntnisse über Dgln. höherer Ordnung festigen und 
Fähigkeiten sowie Fertigkeiten für das Lösen von Aufgaben eini­
ger Klassen dieses Typs erwerben. 
Sie werden diese Aufgabe erfolgreich meistern, wenn Sie ehrlich 
arbeiten und stets aktiv mitdenken. Beschreiten Sie deshalb den 
für Sie durch Ihren jeweiligen Kenntnisstand bestimmten Weg. 
Zur Führung durch das Programm werden folgende Symbole verwendet: 
-----+ 9A bedeutet: weiterarbeiten auf Seite 9, Abschnitt A. 

Studieren Sie den Programmschritt 9A und kehren 
Sie dann, unabhängig von der Steuerung in 9A, zu 
dem eben bearbeiteten Programmschritt zurück. 

9A -+ 12A Studieren Sie 9A und gehen Sie dann, unabhängig 
von der Steuerung in 9A, zu 12A über. 

Führen Sie die Ihnen im Programm erteilten Aufträge gewissenhaft 
aus! Ergänzen Sie die fehlenden Begriffe! Sie erkennen diese 
Leerstellen durch Lücken der Form 
Lösen Sie die Ihnen gestellten Aufgaben selbständig.und schauen 
Sie erst danach zur Lösung! Fertigen Sie auch die beim Betreuer 
abzugebenden Aufgaben selbständig an! 
Gehen Sie erst dann zum nächsten Programmschritt über, wenn Sie 
wirklich alles verstanden haben. Sollten Ihnen bei der Arbeit 
Fehler unterlaufen, dann korrigieren Sie diese bitte sofort ent­
sprechend den gegebenen Hinweisen. Auch dann, wenn es einmal 
schwerfällt, ist es besser, selpständig zu arbeiten. Sie sollten 
deshalb möglichst wenig Hilfen in Anspruch nehmen. Falls Sie un­
ter Anleitung arbeiten, wenden Sie sich erst dann an Ihren Be­
treuer, wenn Sie selbst nicht mehr weiterkommen. 
Für Ihre eigenen Notizen und Rechnungen verwenden Sie bitte ein 
Arbeitsheft. Wenn Sie dieses Heft sauber und übersichtlich ge­
stalten, kann es Ihnen später als Nachschlagewerk dienen. Außer­
dem fördert es Ihr bewußtes Lernen, indem Sie die Fragen, die 
Sie sich stellen, und die Schlußfolgerungen, die Sie ziehen, 
dort festhalten. 
Beginnen Sie mit dem Durcharbeiten im Programmschritt 7A! 
Wir wünschen Ihnen für die Arbeit Freude und viel Erfolg! 
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Einige Sonderfälle von Differentialgleichungen 
höherer Ordnung 
Hat die Dgl. n-ter Ordnung die Form 

I F(x; y'; y"; ... ; yen»~ ,,0 I (1) 

d.h., yen) ist die höchste existierende Ableitung und y tritt 
nicht auf, dann fÜhrt die Substi~tion 

11' .. z (x) I zur Erniedrigung der Ordnung. 

Aus y' • z(x) entsteht durch Differentiation 

y". z'(x), .. ;, yen) = z(n-l) (x), 
und nach dem Einsetzen in die Dgl. (1) erhält man 

F (x; Z; z'; ... ; z (n-l» • 0 • 
Damit ist eine Dgl. von (n-l)-ter Ordnung in z(x) entstanden. 
Schauen Sie sich zunächst ein Beispiel anl -----+ 

Die allgemeine Lösung fier folgenden Dgl. Z. Ordnung ist zu 
bestimmen: 

xy" - y' • x2 eX ; x ~ 0 • 

7B 

Lösungsweg: Da die abhängige Variable y in der Dgl. nicht auf­
tri tt, erhält man durch die Substitution y' = z (x) und 
dami t y" .. z' (x) eine Dgl. 1. Ordnung: 

(Z) 
Das ist eine inhomogene lineare Dgl. (1. Ordnung), die 
z.B. durch Variation der KOnstanten. gelöst werden kann. 
Die aligemeine Lösung von (2) ist 
z • (ex + CI) X • 

Da y' .. z(x) ist, ~rgibt sich daraus die Dgl. 
y' " (ex + C,)x • 

Lösen Sie diese Dgl. selbständig und vergleichen Sie!-----+ 8G 

7A 

78 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 7 C 
y" " 1 + x 2 + y' • -----+ lOB 
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8 A Lösen Sie jetzt die Ogl. 
xy"lnx·y', x > 0; x ~ 1 • -----+ 10A 

8B 

8C 

80 

8E 

8F 

8G 

Ihr Ergebnis ist falsch! Sie haben zwar richtig erkannt, daß 
nach der Substitution y' = z (x) die entstehende Ogl. eine 
lineare Dgl. ist, haben jedoch nur die zugehörige homogene 
Ogl. gelöst und dann schon die Rücksubstitution vorgenommen. 
Lösen Sie die gestellte Aufgabe noch einmal! -----+ 7C 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Nach der Substitution haben Sie eine inhomogene lineare Ogl. 
erhalten. Nachdem Sie die zugehörige homogene Ogl. gelöst 
haben, führten Sie die Rücksubstitution aus, ohne zunächst 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Ogl. zu bestimmen. 
Korrigieren Sie diesen Fehler und vergleichen Sie erneut! 

Ihr Ergebnis ist richt·ig. 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung· der Ogl. 
(1 + x 2 )y" + Zxy' .. x' • 

Wenn Sie das richtige Ergebnis 
y • CI cos X - X + C 2 haben 

-----+ 10C 

-----+ SE 

-----+ 10C 

-----+ SE 

Falls Sie nicht zu diesem Ergebnis gelangt sind, arbeiten 
Sie diesen Abschnitt noch einmal gründlich durch! -----+ 7A 

Ourch Integration beider Seiten erhielten Sie sicher 

y • eX(x - 1) + Kl x2 + (2; (K I • t Cl) 

Lösen Sie nun die folgende Aufgabel 

- 8 -
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Da Sie keines der angegebenen Ergebnisse erhalten haben, 
rechnen wir Ihnen die Aufgabe vor. Zu bestimmen war die 
Lösung der Dgl. ylt • 1 + Xl + y'. 

Lösungsweg: y' • z(x); ylt. z' (x); 
z' - z • 1 + Xl; (3) 
z' _I Z S 0;-

J ~z • J dx •• > z. Cex ; 

z • C(x)ex ; (4) 

z' • C'(x)ex + C(x)ex• (5) 

(4) und (5) werden in (3) eingesetzt, und es entsteht 

C'(x)ex ~ 1 + xZ, d.h. C'(x) ~ (1 + xZ)e-x • 
Um C(x) zu erhalten, ist eine zweifache partielle 
Integration notwendig. 

C(x) • -3e-x - xZe-x - 2xe-x + Cl' 

Einsetzen von C(x) in den Ansatz z • C(x)ex ergibt 

z • -3 - XZ - 2x + Clex • 
Rückgllngigmachen der Substitution y' • z (x) : 

y' • - - - - - - - -; y. - - - - - - - -

Vergleichen Sie Ihre Ergänzungen! 

Ihr Ergebnis ist richtig. 

Die Lösung der vorgegebenen Dgl. ist 

y • ~ cosh(nx + Cl) + Cz' 

Haben Sie diese? Ja 
Nein, dann beachten Sie: Die als 

Zwischenergebnis e"ntstehende Dgl. 

-----+ 10D 

-----+ 8A 

-----+ 13A 

z'(x) • rrV1 + zz' IIßt sich durch TTennung der Variablen 

lösen. Dabei entstehen nur Grundintegrale. Lösen Sie die 
Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie mit dem oben angegebe­
nen Ergebnis! 
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10 A Haben Sie das richtige Ergebnis y = Cl (x In x - x) + C2 , 

dann lösen Sie noch eine DgI., die aus einer praktischen 

lOB 

10C 

IOD 

Aufgabe entsteht I -----+ 11C 
Sind Sie zu keinem oder einem anderen 'Ergebnis gelangt, 
dann nehmen Sie fOlgende Hilfen in Anspruch: 
- Nach der Substitution z .. y' entsteht eine Dgl. mit 

trennbaren Variablen. 
- Die Lösung dieser Dgl. ist z .. C In x. 
Rechnen Sie diese Aufgabe nochmals! -----+ 8A 

Vergleichen Sie! 

y x - 1 x' 
! - x2 + Cl eX + C2 -----+ 12C 

Y Clex + C2 -----+ 8B 

Y ,. -3x - x2 - 1 x' 
! + Clex + C2 -----+ 8D 

y 1 x' _ x2 - 3x + Clx + C2 oder -~ 

1 x' _ x2 
+ Clx + C2 Y -~ -----+ 12B 

Sie haben keines der angegebenen Ergebnisse erhalten.----+ 9A 

Haben Sie y = Clarctan x + C2 

Y .. hx' 1 
- 4x + Cl arctan x + C2 

keines der angegebenen Ergebnisse 

Die richtig,en Ergänzungen sind: 

-3 - x2 - 2x + Clex I -3x -lx' - x2 + CleX + C2 • 

Lösen Sie nun die Dgl. 

yl' tan x .. y't + 1, 

- 10 -
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Die allgemeine L6sung der Dgl. Zy'Z = (y - l)y" mit y;' 1 
ist zu bestimmen! 

L6sungsweg: Die Substitutionen y' = z(y) und y" = z'z werden 
in die gegebene Dgl. eingesetzt. Das ergibt 
Zzz = (y - l)z'z. Daraus folgt 2z = (y - l)z' und z = 0 
(also y :: C). 

2 J ~ = J ~z; 
2 lnjy - 1 j = lnj z j +lnlCII mit CI ;. 0; 
(y - 1) Z I CI Z I; 

I z I 
1 1) z. Mit _1_ '" I CI I folgt - (y-

I CI I I CI i 
I z I = IC I I (y - 1) z. 

Daraus entsteht z = CI(y - I)Z und wegen z = y' die 
Dgl. y' = CI (y - l)z , die durch Trennung der Variablen 
gel6stwird: 

J dy CI f dx; 
(y - 1) Z 

Die L6sung y :: C ist für CI = 0 in dieser L6sung enthalten. 
Wenn Sie dieses Beispiel aufmerksam durchgearbeitet haben, 
werden Sie ohne Schwierigkeiten die nächste Aufgabe selb-
ständig lösen. -- ___ + 13B 

11 A 

Sie sind nicht zur Lösung gekommen. Es ist deshalb nötig, 11 B 
daß Sie das Beispiel gründlicher durcharbeiten! 

Die Kurve eines durchhängenden Seiles 

wird durch die Dgl. y" = ~ y 1 + y,Z' 

beschrieben, wobei p das Gewicht des Seiles 
und H = const > 0 der Horizontalzug (waage­
rechte Spannkraftkomponente) sind. 
Lösen Sie diese DgI.! 
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12A Sie sind nicht zum richtigen Ergebnis gelangt. Suchen Sie 
selbst die Ursache dafür, indem Sie folgende Angaben mit Ihrer 
eigenen Rechnung vergleichen! Beachten Sie jeden hier gegebenen 
Hinweis genau, führen Sie die fehlenden Zwischenschritte aus, 
und versuchen Sie, zum richtigen Ergebnis zu' gelangen. 
Allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen DgI.: 

z(x) = _c __ • 
1 + x 2 

Nach Variation der Konstanten lautet die Dgl. zum Bestimmen 
von C(x) 

C'(x) = x'. 
Allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. in z(x): 

x 4 + K1 
Z (x) = 

4 (1 + x 2) 

Als allgemeine Lösung der gegebenen Dgl. erhält man (nach 
Polynomdivision) 

y =} [f (x 2 - 1) dx + Kz/ 1 ~\z ] mit K2 = K1 + 1. 

Lösen Sie noch diese Integrale! -----+ 10C 

12 B Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben sicher das Prinzip für 
das Lösen derartiger Dgln. verstanden, ,waren aber ober­
flächlich beim Lösen der linearen Dgl. erster Ordnung. 

12C 

120 

Kontrollieren Sie Ihre Rechnung noch einmal! -----+ lOB 

Ein Summand Ihres Ergebnisses ist falsch. Ihnen ist ein Vor­
zeichenfehler bei der partiellen Integration unterlaufen. 
Oberprüfen Sie Ihre Rechnung an dieser Stell~ und vergleichen 
Sie erneut! -----+ lOB 

Ihr Ergebnis erfüllt die vorgegebene Dgl. nicht. Sie haben 
die Logarithmengesetze oder Potenzgesetze falsch angewendet. 
Kontrollieren Sie Ihre Rechnung! -----+ 15A 
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Ein zweiter Sonderfall von Dgln. höherer Ordnung liegt vor, 
wenn 'die Dgl. die Form 

IF(Y; y'; y": ... ; yen)) = 01 (S) 

hat, d.h., wenn in dieser Dgl. x nicht auftritt. Hier führt 
die Substitution 

I y' = z(y)1 

zur Erniedrigung der Ordnung der Dgl. Beim Bilden der ein­
zelnen Ableitungen muß die Kettenregel angewendet werden. 

y' " z(y) = z(y(x)) 

==> y" = (z(y(x)))' " z'(y)y' = z'(y)z mit z'(y) =~; 

y'" = Z"Z2 + (Z')2 Z mit z' = z'(y) und z" = z"(y); 

y(4) = z'''z' + 4Z"Z'Z2 + (z')'z. 

Auf die weiteren Ableitungen wollen wir hier verzichten. 
Durch Einsetzen in die Dgl. (S) ergibt sich 

• (n-1) F (y; z; z'; .•• ; z ) = 0, 
eine Dgl. von (n-1)-ter Ordnung in z(y). 
Wenn Sie glauben, diese Methode verstanden zu haben, dann 
lösen Sie die erste Aufgabe. -----+ 13B 

Sie können sich auch vorher noch ein Beispiel anschauen. 

-----+ 11A 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. yy" - y' 2 = O. 
Vergleichen Sie! _____ + 1SA 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sicher haben Sie das richtige 
Zwischenergebnis y' = cYTYT. Aber dann haben Sie nicht beach­
te.t, daß diese Dgl. dU"ch "Trennung der Variablen" zu lösen 
ist. Wiederholen Sie Ihre Rechnung! -----+ 16B 

Ihr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie, daß die verbleibende 
Dgl. 1. Ordnung durch "Trennung der Variablen" zu lösen ist 

und y' t- *, sondern y' " ~. -----+ 1 SC 

- 13 -
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14A Um zum richtigen Ergebnis zu gelangen, geben wir Ihnen 
einige Hilfen: 

148 

- Erniedrigung der Ordnung durch Substitution ergibt 
2yzz ' = zZ. 

- Nach Trennung der Variablen und Integration erhalten Sie 
z = C1iYT. 

Rechnen Sie die Aufgabe selbständig zu Ende! -----+ 16B 

Haben Sie eines der Ergebnisse 
yZ + 2C I y = -2x + 2Cz oder besser yZ + Kly 

dann haben Sie richtig gerechnet. -----+ 17C 

Sollten Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen sein, dann 
vergleichen Sie Ihre Rechnung mit folgenden Zwischen­
ergebnissen: 
Zl - ZZ = 0; I _ 1 

Y --~. 

Vergleichen Sie, nachdem Sie die Aufgabe zu Ende gelöst haben, 
mit den oben angegebenen Ergebnissen! 

14 C Ihre partikuläre Lösung muß y " 1 + eX lauten. -----+ 18A 

Sind Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen, dann wollen wir 
Ihnen helfen. Wir wählen den zweiten Weg, weil er hier gewisse 
Vorteile zeigt. 
- Als erstes Zwischenergebnis hatten Sie erhalten z' = Cl' 

Aus der Substitution y' = z (y) und y" ,. z I z folgt 
" 11 Zl = r: also z' = Y" 

Z ' yr. 
Mit den Anfangsbedingungen x 
erhalten wir Zl = 1. 
Damit wird Cl = 1. 

0, y 2, y' 1 und y" 

- Aus Z'(y) = 1 folgt z = Y + Cz , also y' = y + Cz• 
Mit den angegebenen Anfangsbedingungen können Sie nun Cz 
berechnen und die verbleibende Dgl. noch lösen. 

Vergleichen Sie mit dem oben angegebenen Ergebnis! 
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Haben Sie ISA 
Y • Cz eX - Cl -----+ 12D 

CIX 
Y • Cze oder -----+ 17D 

Y • CIY' + C, -----+ 16C 
kein oder ein anderes Ergebnis erhalten? -----+ 11 B 

Wie lautet Ihr Ergebnis? 158 
Iyl oder y -----+ 17B 

lyl = tCCIX + CZ )2 -----+ 17A 

Y = Cl YTYT X + C Z -----+ 13C 

Sie sind zu keinem oder einem anderen Ergebnis gelangt. 

-----+ 14A 

Vergleichen Sie! 15 C 

CZX 
Y .. C,e + Cl 

'1 CIX+C I Cs 
y .~ 

Cz 
-~ 

Y • Cz~X+Cs 
1 

-----+ 13D 

-----+ 17E 

-----+ 16A 

-----+ 17F 

-----+ 16E 

Sie haben keines der angegebenen Ergebnisse erhalten.----+ 16D 
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16A Ihr Ergebnis ist richtig. Fassen Sie die Konstanten so weit 
wie möglich zusammen, so daß die allgemeine Lösung in einer 
gut überschaubaren Form angegeben wird! 
Ver~leichen Sie danach erneut! - . --+ 15C 

16 B Das richtige Ergebnis lautet 

lyl z tCCIX + C2 )2 bzw. besser 

16C 

160 

16E 

y 

Lösen Sie recht sorgfältig die Dgl. y" - Cy')' = 0 mit y' ~ O. 
Es ist nicht erforderlich, die Lösung in expliziter Form 
anzugeben. -----~ 14B 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben zwar die Dgl. 1. Ordnung 
richtig gelöst und z F Cly bzw. y' = Cly erhalten, haben 
aber nicht beachtet, daß die verbleibende Dgl. durch "Trennung 
der Variablen" zu lösen ist. 
Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie erneut! 

-----+ 15A 

Da Sie die allgemeine Lösung nicht bestimmen konnten, geben 
wir Ihnen folgenden Hinweis: Nach der Substitution müßten Sie 
z"z = 0 erhalten haben. Daraus ergibt sich 
z" = 0 ==> z' = CI und 
z = 0 ==> y' = O. 

Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 

Ihre allgemeine Lösung ist falsch. Sie haben das Integral 

I C1ydr C2 falsch gelöst. 

Beginnen Sie mit Ihrer Rechnung an dieser Stelle noch einmal 

17C 

und vergleichen Sie erneut! -----+ 15C 
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Ihr Ergebnis ist richtig. Besser wäre es, den Faktor! mit 

den Integrationskonstanten zu vereinigen, so daß entsteht 

mit und K2 • ~2'-----+ 17C 

Ihr Ergebnis ist richtig. -----+ 17C 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Ogl. y'y'" .. y"2. 
Hinweis: In dieser Ogl. fehlen sowohl x als auch y. Oaher 

sind die Substitutionen y' • z(x) und y' • z(y) 
möglich. Als weitaus günstiger erweist sich die Sub-
stitution y' • z(y). -----+ lSC 

Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie ebenso gewissenhaft 
die nächste Aufgabe. Bestimmen Sie die allgemeine Lösung 
der Ogl. 

2yy" .. y'2. -----+ lSB 

Ihr Ergebnis ist richtig. Oie Konstanten wurden so weit wie 
möglich zusammengefaßt, dadurch ist die allgemeine Lösung in 
einer übersichtlichen Form angegeben worden. 

Zu der eben gelösten Ogl. y'y'" = y,,2 ist noch die parti­
k~läre.Lösung anzugeben, die den Anfangsbedingungen y(O) • 2, 
y'(O) .. 1 und y"(O) • 1 genügt. 
Sie können dazu entweder die allgemeine Lösung zweimal diffe­
renzieren, die Anfangsbedingungen einsetzen und aus diesem 
Gleichungssystem Cl·' C2 und C, ermi tteln ode~ die Ogl. noch 
einmal l~sen und nach jeder Integration mit Hilfe der ent­
sprechenden Bedingung eine Konstante ermitteln. Im zweiten 
Fall können Sie Ihre bereits vorhandene Rechnung teilweise 
verwenden. -----+ 14C 

Ihr Ergebnis ist richtig. Fassen Sie die Konstanten noch 
weiter zusammen! -----+ lSC 

.2 Berane , II - 17 -

17A 

178 

17C 

170 

17E 

17F 



18 A Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung 

an(x)y(n) + an_1 (x)y(n-1) + 

heißt homogen, wenn g(x) = 0 ist, andernfalls heißt sie 
inhomogen. Ist Yl(X) eine bereits bekannte spezielle Lösung 
der zugehörigen homogenen Dgl., dann führt der Ansatz 

Iy m Yl(X) J z dxl 
zur Erniedrigung der Ordnung. 

Aus Y • Yl J z dx entsteht durch Differenzieren 
y' • y{ I z dx + Y1 Z; 
y" = y~' J z dx + 2y{z + Yl z' ; 
y'" = y~' J z dx + 3y~'z + 3y~z' + YIZ"; 

+ ••• + ( n )"'z(n-2) + n-1 }PI 

+ (~)yfn-2)zl 

(~)Y1Z(n-1) • 

Nach dem Einsetzen der Ableitungen in die gegebene Dgl. ent­
steht eine Dgl. von (n-'l) -ter Ordnung in z. Als Kontrolle kann 
an dieser Stelle gelten, daß sich, alle Summanden, die ein 
Integral enthalten, aufheben müssen. 
Entscheiden Sie selbstl 
Wollen Sie sofort die erste Aufgabe lösen? 
Wollen Sie' sich zunächst ein Beispiel ansehen? 

18 B Bestimmen Sie die allgemeine L/lsung der Dgl. 

-----+ 18B 
-----+ 19A 

xy" - 2y' + (x + l)y • 0, indem Sie zunächst mit Hilfe der x 

speziellen Lösung Yl • x sin x die Ordnung der gegebenen 
Dgl. erniedrigen I -----+ 20B 

18 C Ihr Ergebnis erfüllt die gegebene 1>g1. nicht. Sie haben in 
Ihrer Rechnung einen Vorzeichenfehler. Korrigieren Sie diesen 
und versuchen Sie, zum richtigen Ergebnis zu gelangen. 

-----+ 20B 

- 18 -



Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung der Dgl. 2. Ordnung 

y" + (tan x - Zcot x)y' + 2y cot 2x = -sin x tan x, x 'f ~, 
k ganz, wenn YI = sin x eine spezielle Lösung der zugehörigen 
homogenen Dgl. ist. 

Lösungsweg: Ansatz: y sin x f z(x) dx; 

y' cos x J z(x) dx + z(x) sin x; 

y" -sin x f z(x) dx +. 2z(x) cos x + z' (x) sin x; 

y, .y' und y" werden in die gegebene Dgl. eingesetzt: 

-sin x f z dx + 2z cos x + z'sin x 

+ (tan x - 2cot x) (cos x f z dx + z sin x) 

+ 2cot 2 x sin x J z dx = -sin x tan x. 

Die Kontrolle, nach der sich alle Summanden, die ein 
Integral enthalten, aufheben müssen, zeigt keinen Fehler 
an. 
sin x z'(x) + tan x sin x z(x) -sin x tan x; 
z'(x) -tan x (1 + z). Mit z ~ -1 folgt 

J dz J ~ = - tan x dx. 

z = -1 + C1cos x (z = -1 ist als Spezialfall enthalten). 

Dieses Ergebnis für z wird in den Ansatz eingesetzt: 

y = sin x f (-1 + C1cos x)dx 

-----+ 18B 

Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, vergleichen 
Sie zunächst die Dgl. nach der Reduktion der Ordnung: 
z'sin x + 2z cos x = O. 
Haben Sie dieses Zwischenergebnis? 
Ja, dann überprüfen Sie Ihre weitere Rechnung und vergleichen 
Sie erneut! -----+ 20B 
Nein, dann beherrschen Sie offensichtlich den Lösungsweg noch 
nicht und müssen das Beispiel gründlich durcharbeiten. 

-----+ 19A 

- 19 -

19A 

198 



20A 

20B 

Da Sie zu keinem Ergebnis gelangt sind, geben wir Ihnen 
einige Hilfen: 
- Ansatz zur Erniedrigung der Ordnung 

y = ~ J z(x)dx. 

- Die Ogl. in z(x) lautet 

I + 2z 0 
z x (1 - x) = • 

- Lösen der entstandenen Ogl. durch "Trennung der Variablen". 
Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie!------+ 200 

Vergleichen Sie! 
y Clx sin x (x - sin xcos x + C2 ) -----~ 18C 
Y = Klx sin x + K2 x cos X -----+ 23F 
Y .. Clx sin x (-cot x + C2 ) oder 
y x sin x (K I + K2 cot x) -----+ 23E 

Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.----+ 19B 

20 C Vergleichen Sie I 

200 

Sie sind 

Y .. -CI xe-X + c2x 
1c 3 

Y "' -2 I x + C 2 X 

zu keinem der angegebenen Ergebnisse 

Haben Sie: 
CI 

y .. r::x (x 2 - 1 - 2x In1xl + C2 x) 

Y .. X (x -2 Inlxl - 1. + C) r::x x 
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse 

- 20 -

------+ 22C 

------+ 220 

gelangt.----+ 22B 

-----+ 23C 

-----+ 23B 

gelangt.----+ 20A 



Lösungen der Obungsaufgaben: 21A 
Zwischenergebnis Endergebnis 

1. - C z cos x y 1 • 2 C' C -x - !sln x + ISln x + 2 

2. : C x } + CI In x + C2 y 

3. z = -cos x + CI 

4. z = 
y2 + CI 

5. z = Cex Y = C x + C xex, 
I 2' 

6. Z2 = - + C 
y2 

Wenn Sie diese Aufgaben richtig gel/Ist haben-, dann überprüfen 
Sie Ihre Leistungen! -----+ 23D 

Sind Sie jedoch zu anderen Ergebnissen gelangt, so lösen Sie 
die entsprechenden Aufgaben noch einmal! -----+ 23A 

Ihre Ergänzungen müssen lauten: 218 
I 

Lösen Sie nun noch einmal die Aufgabe, die Sie erst nicht 
bewältigen konnten! -----+ 22A 

Die richtigen Ergänzungen sind: 21C 
3x 2 f z(x)dx + x'z I 
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22A 

228 

22C 

220 

Gesucht ist die allgemeine Lösung der Dgl. 

xy" + (x - 2)y' + 2 
(i - 1) Y = 0, 

wenn Yl .. x eine spezielle Lösung ist. -----+ 

Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, rechnen 
wir mit Ihnen gemeinsam noch eine Aufgabe. Die dabei auf­
tretenden Lücken sind von Ihnen auszufüllen. 

}X'2y" - xy' + y = 0 mit y 1 .. x'. 

Lösungsweg: Y" x' / z dx; 

y' ytl = 

20C 

Vergleichen Sie zunächst! --- 21C-, 
I ...... 

y, y' und y" setzen wir in die Ausgangsgleichung 
ein und erhalten nach Zusammenfassung von einigen 
Summanden 

z' + 3! = O. x 

Trennung der Variablen: z .. 

z in y = x 3 / z dx eingesetzt, integriert und 
zusammengefaßt ergibt 

y=------_. 
Vergleichen Sie, ob Sie die Lücken richtig ausgefüllt haben! 

-----+ 21B 

Ihr Ergebnis ist richtig. 
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 2. Ordnung 

x(l - X)2 y " 

der Dgl. 
2y, YI = ~ ist eine spezielle Lösung 

-----+ 20D 

Ihr Ergebnis ist falsch. Als Zwischenergebnis haben Sie 
sicher In 1 z 1 .. -x + Ln Ic I. Danach ist Ihnen ein Fehler 
beim "Entlogarithmieren" unterlaufen. Korrigieren Sie diesen 
und vergleichen Sie erneut! -----+ 20C 
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Lösen Sie die folgenden Obungsaufgaben: 

1. y" + y'tan X" sin 2x; 

1 . , 

3. x 2 y" - 2xy' + 2y .. x'sin x; Yl (x) .. x ist Lösung der 
zugehörigen homogenen Dgl. 

4. y" + 2y (y' )' .. 0; 

s. x2y" - x(x + 2)y' + (x + 2)y .. 0; Yl (x) • x; 

6. y"y' .. 1. -----+ 21A 

Es müßte Ihnen selbst aufgefallen sein, daß dieses Ergebnis 
falsch ist. Sie sind nämlich von einer Dgl. 2. Ordnung aus­
gegangen und müßten daher in der allgemeinen Lösung zwei Kon­
stanten haben. Oberlegen Sie sich selbst, an welcher Stelle 
Ihnen ein Fehler unterlaufen ist, korrigieren Sie diesen und 
vergleichen Sie erneut! -----+ 20D 

23A 

238 

Ihr Ergebnis ist richtig. Wollen Sie weitere Obungsaufgaben 23C: 
lösen, bevor Sie sich einer Leistungskontrolle unterziehen? 

Ja -----+ 23A 

Nein -----+ 23D 

Lösen Sie folgende Dgln. (Arbeitszeit 30 Minuten): 230 
1. y"tan y - 2y'2 • 0; 

2. y" - (2x + I)y' + (2 + ~)y .. -2x 2 - 1; Yl· x ist 
x x 

Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. 

3. (1 + eX ) y" + (1 + eX ) y' .. 1. 

Vergleichen Sie danach! -----+ 24B 

Ihr Ergebnis ist richtig. Es läßt sich jedoch durch Ausmulti- 231: 
plizieren noch vereinfachen. _____ + 20B 

Ihr Ergebnis ist richtig. -----+ 22A 23 F 
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~~~ Lösen Sie die folgenden Dgln. höherer Ordnung durch Ernied­
rigung der Ordnung! 

1. y" .. eX ; 

2. y" - xy' + Y .. 1; YI· x ist Lösung der zugehörigen 
homogenen Dgl. 

3. y"tan y .. 2(y')2; 

4. y" .. 1 + y'2. Beachten Sie, daß bei dieser Aufgabe die 
Substitution y· z(x) und auch die Substitution 
y .. z(y) zur Erniedrigung der Ordnung führen. Oberlegen Sie, 
welche der beiden Substitutionen günstiger ist! 

Geben Sie die gelösten Hausaufgaben bei Ihrem Betreuer ab! 

Damit sind Sie am Ende dieses Programmabschnittes angekommen. 
-----+ 26A 

2~ B Lösungen der Aufgaben aus der, Leistungskontrolle : 

1. Aufgabe: Punkte 

y' z Z (y); y"" z' (y) z; 
z'z tan y - 2z 2 • 0; 

z'(y) tan y - 2z(y) .. 0 und z ~ 0; 

J dz • 2 J~ , 
z . tan y , 

J dz .. 2J~dY' z Sln y , 

Inlzl • Zlnlsin yl + InICII; 
z • Cl sin 2 y; 
y' • CI sin 2 y; 

J ~ . C J dx; sin2y I 

cot Y" Clx + C2 mit CI· -CI; 

y .. arccot(Clx + C2 ) 

- 24 -
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-----+ 2SA 



2. Aufsabe: 
y • x J z dx; 
y' • xz + J z dx; y" • 2z + xz' ; 
2z + xz' - (2x z .+ 3) z • -2x z - 1; 

xz' - (1 + 2x Z) z • -2x z - 1; 
xz' • (1 + 2x Z) (z - 1); 

z' 1 + 2x z • z::-T • x , 

Inlz - 1 I • Inixi + X Z + Inlfl I ; 
z 

z • C1xex + 1; 

Y • x J (C 1xeXz + 1) dx; 

z 
Y • x(C 1ex + x + Cz)· 

3. Aufgabe: 
y' • z(x); y". z'(x); 

(1 + eX ) z' + (1 + eX ) z • 1; 

z' + Z • _1 __ . 
1 + eX ' 

z' + z • 0; 

z • C1 e-x ; 

z • Cl (x)e-X ; z'· -C 1 (x)e-X + Cj(x)e-X ; 

eX C: (x) • ---; 
1 + eX 

C1 (x) • 11 + In~ + eX); 

Z. K1e-x + e-xIn(l + eX); 

y • -K1e-x - e-xIn(l + eX ) +f~' 1 + eX ' 

y • -K1 e-x - e-xln(l + eX) - In(l + e-x) + K2 

oder besser 
x 

y • -K1e-x - e-xIn(l + eX ) + In _e __ + Kz • 
1 + eX 

Bewerten Sie Ihre Leistungen selbst nach dem Ihnen 
bekannten Maßstab. Gesamtpunktzahl ist 30 Punkte. 

- 2S -

Punkte 2SA 

z 

2 

11 

11 

-----+ 24A 



26A 

In den folgenden Abschnitten werden Sie sich mit linearen 
Dgln. höherer Ordnung beschäftigen. 
Wir wollen Ihnen dazu noch einige allgemeine Hinweise geben. 
Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung läßt sich auf folgende Normal­
form bringen: 

mit an(x) ~ o. 
Ist g(x) = 0, so heißt die Dgl. homogen, sonst heißt sie inhomogen. 

Für die Lösung linearer Dgln. höherer Ordnung haben die folgen­
den zwei Sätze große Bedeutung: 

Satz 1: Die homogene Dgl. n-ter Ordnung besitzt genau n von­
einander linear unabhängige Lösungen Yl' ••• , Yn , 
deren Linearkombination die allgemeine Lösung der 
Dgl. darstellt. 

Satz 2: Die allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. n-ter 
Ordnung ist gleich der Summe aus der allgemeinen 
Lösung der zugehörigen homogenen und einer speziellen 
Lösung der inhomogenen Dgl. 

Sie werden in Ihrer bisherigen Arbeit gemerkt haben, daß ehr­
liche, bewußte, seibständige und gewissenhafte Arbeit mit dem 
programmierten Material zu guten Leistungen führt. Wenn Sie 
weiterhin nach diesen Grundsätzen handeln, werden Sie auch die 
kommenden Aufgaben erfolgreich lösen. -----+ 28 A 

26 B Haben Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

Y = Clex + Ct e- 2X ? 

Ja, -----+ 31 A 

Nein, dann beginnen Sie mit der Arbeit von vorn! -----+ 28 A 
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Für die Dgl. y'" - 5y" + 17y' = 13y ist die allgemeine Lösung 
zu bestimmen I 
Lösungsweg: 

Die Normalform der gegebenen homogenen Dgl. lautet 
y'" - 5y" + 1 7y' - 13y = 0, 
ihre zugehörige charakteristische Gleichung 

~, - 5~2 + 17~ - 13 = O. 
Zur Bestimmung ihrer Lösungen kann eine Lösung durch 
Probieren gefunden werden: ~l = 1. 
Erinnern Sie sich: Falls ganzzahlige Nullstellen existie­
ren, sind diese immer Teiler des absoluten Gliedes. 
Durch partielle Division mit (~ - ~l) • (~ - 1) oder An­
wendung des Hornerschen Schemas wird die Ordnung der 
charakteristischen Gleichung reduziert. Es entsteht 

~2 _ 4~ + 13 = 0 und damit ~2,3 = 2 !. 3j. 

Die charakteristische Gleichung hat eine einfache reelle 
und zwei einfache zueinander konjugiert komplexe Lösungen. 
Die allgemeine Lösung der Dgl. lautet dann nach Fall 4) 
aus 29 A 

x 2x . 
Y = C1e + e (C 2cos 3x + C,sin 3x). 

Lösen Sie nun die erste Aufgabe selbständig I -----+ 28 B 

Sie müssen als Lösungen der charakteristischen Gleichung 
~l • 1; ~2 = 2; ~3 = 3 

erhalten haben. 
Wenn das nicht der Fall ist, müssen Sie sich in der entsprechen­
den Literatur mit dieser Thematik beschäftigen, da das Lösen 
von Gleichungen als bekannt vorausgesetzt wird. 
Schreiben Sie nun die zu den Lösungen der charakteristischen 
Gleichung gehörende allgemeine Lösung der Dgl. auf! 

-----+ 30 D 
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28A 

Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten lassen 
sich auf folgende Normalform bringen: 

a yen) + a .y(n-l) + + a1y' + a y 0 n n-l • • • 0 (1 ) 

mit an f 0, ai konstant für alle i 

Lösungsweg: Nachdem die gegebene homogene lineare Dgl. auf 
die Normalform (1) gebracht worden ist, wird die zuge­
hörige charakteristische Gleichung gebildet. Dazu wird 
der Ansatz 

n-mal differenziert 
y' • Ae AX ; y" = A2eAX; ..• ; yen) = AneAX 

und mit seinen Ableitungen in (1) eingesetzt. Man erhält 

eAX(anA n + an_1An- 1 + ••• + a1A + ao) = 0 

und durch Division mit e AX (da e AX f 0 für alle A und 
für alle x) die charakteristische Gleichung 

n n-l anA + an_1 A + ... + a1). + ao = O. (2) 

Beim Vergleich von (1) und (2) wird sichtbar, daß 
(2) sofort aus (1) aufgeschrieben werden kann. 

Aus der charakteristischen Gleichung werden die Lösungen 
Al' ... , An ermittelt. 

Danach läßt sich die allgemeine. Lösung der Dgl. (1) ange­
ben. 
Dazu werden vier Fälle unterschieden. -----+ 29 A 

28 B Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 
y'" - 6y" + 1.1y' - 6y = O. 

Vergleichen Sie! -----+ 30 C 
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1. Alle Lösungen von (2) sind reell und voneinander verschieden: :t~~ 

).1' ).2' ••• , ).n· 

Die allgemeine Lösung von (1) lautet dann: 

Y .. C e).l x + C e).2x + + C e).nx 
I 2 n' 

2. In (2) treten mehrfache reelle Lösungen auf (im vorliegenden 
Fall eine k-fache Lösung): 
).1 .. ).2 = )., ....... ).Ir; ).k+l' ... , An' 

Dann lautet die allgemeine Lösung von (1) 

Y .. (CI + C2x + C,x 2 + 

).k+l x 
+ Ck+1 e + 

k-l A x .•• Ckx )e I 

AnX 
+ C e n 

3. Alle Lösungen von (2) 
konjugiert komplex: 

sind einfach, je zwei zueinander 

A 1,2 .. a l :!:. b l j ; A ',~ .. a, :!:. b, j; ... , 

).n-l,n" an_1 :!:. bn- 1j; n gerade. 

Die allgemeine Lösung von (1) lautet: 

Y .. ealx(Clcos blx + C2sin blx) + ea,x(C,cos b,x 
an_lx 

+ C~sin b,x) + + e (Cn_1cos bn_1x + Cnsin bn_1x). 

4. Kombination dieser drei Fälle: 

).1' ... , ).k; ).k+l .. Ak+2 = ..... Al; ).1+1 1+2 " al +1 :!:. bl +1j; , 

Wenn Sie glauben, den Lösungsweg zu beherrschen, dann versuchen 
Sie, die erste Aufgabe zu lösen. -----+ 28 B 

Wollen Sie sich vorher noch ein Beispiel ansehen? -----+ 27 A 
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30 A Ihr Ergebnis ist falsch. 

30B 

Das hätten Sie selbst merken müssen, da die allgemeine Lösung 
einer Dgl. vierter Ordnung vier Konstanten enthalten muß. 
Die charakteristische Gleichung ist eine biquadratische Glei­
chung, die vier Lösungen besitzt. Korrigieren Sie Ihren Fehler 
und vergleichen Sie! -----+ 33 A 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Das charakteristische Polynom besitzt eine reelle und zwei 
komplexe Nullstellen. 
Lösen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 31 D 

30 C Haben Sie als Lösung 

y = C1ex + c ze 2x + c,e3x 

erhalten? 

Ja, dann haben Sie erfolgreich gearbeitet. 

Nein, dann sind Sie nicht zur Lösung gelangt. 

-----+ 31 A 

Wir wollen den Fehler ergründen. Vergleichen Sie die zugehöri­
ge charakteristische Gleichung mit der angegebenen! 
Haben Sie 

~, - 6~z + 11~ - 6 = 0 

erhalten? 
Ja, das ist richtig. Bestimmen Sie die Lösungen dieser 
Gleichung! -----+ 27 B 
Nein, dann können Sie die Theorie noch nicht anwenden 
und müssen deshalb mit der Arbeit nochmals von vorn 
beginnen. -----+ 28 A 

300 Ihre allgemeine Lösung muß 

y ~ CleX + C2 e 2x + c,e3X 

lauten. Haben Sie das? 

- 30 -

Ha 
Nein 

-----+ 31 B 

-----+ 32 C 



Zu lösen ist nun die Dgl. 

/4) _ Sy" + 4y .. O. 

Bestimmen Sie noch die allgemeine Lösung der Dgl. 
y" + y' - Zy .. o. 

Ihr Ergebnis ist richtig. 
Bestimmen Sie nun die partikuläre Lösung der Dgl. 

-----+ 33 A 

-----+ Z6 B 

X" - Zy' .. 0 mit y(O) = 1 und y' (0) .. 1. -----+ 33 B 

Zu ermitteln ist die allgemeine Lösung der Dgl. 

y'" - Zy" + 4y' - Sy .. O. -----+ 33 C 

Ihr Ergebnis ist richtig. -----+ 31 D 

Sie haben die Aufgabe noch nicht bis zum Ende gerechnet, 
sondern nur die allgemeine Lösung der Dgl. bestimmt. Wenn Sie 
nun noch die Anfangsbedingungen y(O) = 1 und y'(O) = 1 ein­
setzen und die. Konstanten berechnen, werden Sie zur Lösung 
dieser Aufgabe gelangen. -----+ 33 B 

)hr Ergebnis ist falsch. 

Dieses Ergebnis würde bedeuten, daß das charakteristische 
Polynom zwei doppelte Nullstellen enthält. Das ist aber hier 
nicht der Fall. 
Lösen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 31 A 

- 31 -
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32 A Ihr Ergebnis ist falsch. 
Da die allgemeine Lösung einer Dgl. vierter Ordnung vier Kon­
stanten enthalten muß. fehlt 'in Ihrem Ergebnis noch ein 
Summand. 
Berichtigen Sie diesen Fehler und vergleichen Sie erneut I 

-----+ 34 B 

32 B Die Lösung der Dgl. lautet 

Y • (Cl + C2x + Csx2)e3x + C_e-x ., 

Haben Sie ein anderes Ergebnis ermittelt? 

-----+ 32 D 

-----+ 34 A 

32 C Ihr Ergebnis ist falsch. 
Die allgemeine Lösung ist Linearkombination der speziellen 
linear unabhängigen Lösungen. die sich aus den Lösungen der 
charakteristischen Gleichung ergeben. Für die vorliegende Dgl. 
ist das nach Fall 1 aus 29 A 

Y • CleAIX + C2eA2X + cseAsX • 

Setzen Sie die Werte ein! -----+ 30 D 

32 D Ermi tteln Sie nun die allgemeine Lösung d~.r Dg'l. 

y(4) + 2y" + 8y' + Sy • O. 

32E 

32F 

Sie müßten ergänzt haben 
1 I 1 I 1 I -2. 

Bearbeiten Sie die Aufgabe weiter! 

Ihre Ergänzungen müssen lauten 
1 I -1 I 2 I -2. 

- 32 -



Welches Ergebnis haben Sie ermittelt? 

y .. (CI + C2 x)ex + (C, + C. x)e 2x -----+ 31 G 

C eX + C e-x +. C, e 2x -2x 31 C· Y ,. + C. e ..:._---,+ I 2 

Y .. CI e 
X + C 4x 

2 e -----+ 30 A 

Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt. 
-----+ 3S A 

Haben Sie als Ergebnis 

Y .. ~(e2X + 1 ) -----+ 31 E 

Y .. CI + C 2x 
2 e -----+ 31 F 

Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt. 
-----+ 34 E 

Haben Sie als Ergebnis 

y = C 2x I e + C2 cos 2x + C,sin 2x -----+ 34 C 

Y (CI + (: X + C x2 )e 2x 2 , -----+ 30 B 

Y C e 2x I + eOX(Czcos 2x + C,sin 2x) -----+ 3S C 

eine andere Gleichung oder sind Sie zu keinem Ergebnis 
gekommen? -----+ 3S B 

Als richtiges Ergebnis haben Sie sicher 
y = Clcos 2x + C2 sin 2x 

erhalten. Rechnen Sie nun die bereits begonnene Aufgabe 
noch einmal. -----+ 31 D 

Sollten Sie jedoch nicht zu dieser Lösung gelangt sein, so 
informieren Sie sich noch einmal im Abschnitt 29 A über die 
Gestalt der allgemeinen Lösung, wenn das charakteristische 
Polynom konjugiert komplexe Nullstellen besitzt, und korri-
gieren Sie Ihren Fehler! 

3 Berane, II - 33 -

----- 29 A -, 
I 
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34A 5ie sind nicht zur Lösung der Dgl. gelangt. Anhand der Dgl. 

y(4) _ y'" _ 3y" + 5y' - 2y • 0 

348 

soll Ihnen noch einmal das L6sungsprinzip erläutert werden. 
Es entsteht die charakteristische .Gleichung 

A~ - A' - 3A l + 5A - 2 • O. 
Die Lösungen der charakteristischen Gleichung lauten: 

A· . 1 ___ • Al • ---' A, • ___ • 

Damit ist die Lösung der Dgl. y. ______ • -----+ 36 D 

Haben 5ie 
y • (Cl + Clx + C,cos 2x + C~sin 2x)ex -----+ 37 D 

y • (Cl + Clx)e-x + (C,cos 2x + C~sin 2x)ex -----+ 36 C 

y • Cle-x + (C1cos 2x + C,sin 2x)ex -----+ 32 A 

ein anderes als die genannten Ergebnisse? -----+ 36 A 

34C 5ie haben richtig gerechnet. -----+ 34 D 

34 D Lösen 5ie jetzt die Dgl. y(4) - 8y'" + 18y" - 27y • O. 

34E 

-----+ 32 B 

Da 5ie mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen sind, geben wir 
Ihnen einige Hinweise: 
- Lösungen der charakteristischen Gleichung Al - 2A • 0 

sind ~l • 0; AI • 2. 
- A~lgemeine Lösung der Dgl.: y • Cl + cl e2x ; (eOx • 1). 
- Zur Bestimmung von Cl un~ Cl werden die Anfangsbedingungen 

y(O) • 1 und y' (0) • 1 in die allgemeine Lösung der Dgl. 
und deren erste Ableitung eingesetzt. 

Vergleichen 5iel -----+ 33 B 

- 34 -



Da Sie mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen sind, geben wir 
Ihnen einige Hinweise: 
- charakteristische Gleichung: 

A~ - SA 2 + 4 a 0 (biquadratische Gleichung). 
- Nach Substitution A2 = t folgt t 2 - 5t + 4 • 0 und daraus 

t l = 1; t 2 • 4. Damit erhält man AI = ___ ; At • __ _ 

----- 32 F -, , 
Rechnen Sie diese Aufgabe zu Ende. Schauen Sie sich im Lehr­
schritt 29 A gegebenenfalls noch einmal an, wie sich die all­
gemeine Lösung der Dgl. zusammensetzt. 

...... 

Vergleichen Sie danach! ---- 29 A -----+ 33 A 

Sie waren ,nicht in der Lage, die Aufgabe zu lösen. Anhand einer 
ähnlichen Aufgabe wollen wir Ihnen einige Hinweise geben. Zu 
'bestimmen ist die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" I + y" + 16y I + 16y • O. 

Die charakteristische Gleichung lautet 
A' + At + 16~ + 16 a 0 

oder A2 (A + 1) + 16(A + 1) • 0, 
also (A + 1)(A 2 + 16) • O. 
Lösungen der charakteristischen Gleichung sind: 

AI· -1; A 2 .. 4j; A s .. - 4 j • 

Laut 29 A Fall 4 setzt sich die allgemeine Lösung folgendermaßen 
zusammen (wobei a a 0 ist): 

-x y a Cle + C2cos 4x + C,sin 4x. 

Jetzt sind Sie sicher in der Lage, die allgemeine Lösung der 
Dg!. y" + 4y .. 0 zu bestimmen. -----+ 33 D 

Ihr Ergebnis ist richtig. Beachten Sie aber noch, daß 

eOx • eO .. 1 ist. Vergleichen Sie erneut! -----+ 33 C 

- 3S -
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36A Sie sind zu keinem der genannten Ergebnisse gekommen. Wir wol­
len Ihnen helfen, zur Lösung dieser Dgl. zu gelangen. 
- Die charakteristische Gleichung lautet 

>.~ + z>.1 + 8>' + 5 = O. 
- Eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist 

>'1 = -1. 

- Nach partieller Division durch (>' + 1) erhalten Sie 

>.3 _ >.1 + 3>' + 5 = O. 

- Bestimmen Sie die Lösungen dieser Gleich4ng! 
- Formulieren Sie aus den vier Nullstellen die allgemeine 

Lösung der DgI.! -----+ 34 B 

36 B Lösen Sie die folgenden Obungsaufgaben: 

36C 

360 

1. y" + 2y' + Y = 0 mit y(O) = 1; y'(O) 0, 

2. y'" ,+ 2y" + y' = 0, 

3. y'" - 6y" + 12y' - 8y 0, 

4. y(4) - 16y = O. 

Vergleichen Sie! 

Sie sind zur Lösung dieser Dgl. gelangt. 

-----+ 38 B 

Zu bestimmen ist nun die partikUläre Lösung der Dgl. 
y" + Y = 0 mi t y (0) = 1 und y' (0) = -1. 

Oberprüfen Sie Ihr Ergebnis! -----+ 38 C 

Sie müßten ergänzt haben 
z x -2x (CI + Czx + C3x)e + C~e • 

Rechnen Sie nun die von Ihnen angefangene Aufgabe noch 
einmal! -----+ 34 D 

- 36 -



Si.e haben richtig gerechnet. 

Wenn Sie ohne Schwierigkeiten die Aufgaben dieses Abschnittes 
bewältigt haben, können Sie Ihre Leistungen überprüfen. 

-----+ 37 B 

Sollten Sie über mehrere Hilfen bis hierher gelangt sein, 
dann lösen Sie erst noch einige Übungsaufgaben. -----+ 36 B 

Leistungskontrolle (15 Min.): 
Lösen Sie die folgenden Aufgaben! 
1. y" + Zy' + 5y = 0 mit y(O) .. 0; y'(O) .. Z. 

Z. y(4) + 3y'" .. O. -----+ 39 A 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Als Lösungen der charakteristischen Gleichung müßten Sie 
).1,2 = ±j erhalten haben. Überlegen Sie sich, wie in diesem 

Fall die allgemeine Lösung der Dgl. aussieht. Die partikuläre 
Lösung zu bestimmen, wird Ihnen dann nicht mehr schwer fallen. 
Wir hatten y(O) = 1 und y'(O) = -1. 
Vergleichen Sie erneut! 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Die doppelte Nullstelle ist nicht). = 1. 
Korrigieren Sie diesen Fehler, und vergleichen Sie 
erneut! 

- 37 -
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38A 

38B 

38e 

Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. 

Die allgemeine Lösung lautet y = Clcos X + C2s-i.n x. 
Sollten Sie Schwierigkeiten beim Einsetzen der Anfangsbedin­
gungen gehabt haben, so schauen Sie sich die Hinweise, die in 
34 E gegeben wurden, noch einmal genau an! 
Wir hoffen, Sie haben Ihren Fehler gefunden und korrigiert. 

34 E -----+ 38 C 

L6sungen 'der Obungsaufgaben: 

L6sungen der char. Gleichung Lösung der Dgl. 

Al. Al • A2 = -1 Y .. e -x(l + x) 

A 2. AI .. 0; A 2,' .. -1 y .. Cl + e-x (C 2 + C,x) 
," 

A 3. AI • A2 • A, . 2 Y (CI + C2x + C,x 2)e2x 

A 4, Al = 2 " ).2 .. -2; Y .. Cle 2x + C2e- 2x , 

A "~ • ±2j + C,cos 2x + C~sin 2x, 

Wenn Sie dies.e Aufgaben richtig gerechnet haben, dann 
qberprüfen Sie nun Ihre Leistungen! -----+ 37 B 

Sind Sie jedoch zu anderen Ergebnissen gelangt, so lösen 
Sie die entsprechenden Aufgaben noch einmal! -----+ 36 B 

Welches Ergebnis haben Sie erhalten? 

Y .. cos x - sin x -----+ 37 A 

Y • e-x -----+ 37 C 

Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis, -----+ 38 A 

- 38 -



Auswertung der Leistungskontrolle: 

1. y" + 2y' + 5y = 0; y(O) = 0, y'(O) .. 2. 
Charakteristische Gleichung: AZ + 2A + 5 .. O. 
Lösungen der char. Gleichung: AI,2 = -1 ± 2j. 
Allgemeine Lösung der Dgl.: 

-x y .. e (Clcos 2x + C2 sin 2x). 
Einsetzen der Anfangsbed.: 0 CI 

Partikuläre Lasung: 

2. y(4) + 3y"' = O. 

2 .. -C I + 2C 2 • 

CI = 0; C2 .. 1. 

Y = e-xsin 2x. 

Charakteristische Gleichung: A~ + 3A' .. O. 
Lösungen der char. Gleichung: AI A2 .. A, • 0; 

Punkte 

2 

A ~ .. -3. 2 

Allgemeine Lösung der DgL: 

y .. CI + C2x + C,x 2 + c~e-3X 2 

12 

Bewerten Sie Ihre Leistungen nach dem Ihnen bekannten Bewer-
tungsmaßstab! 

Wir hoffen, daß Sie sehr gute Leistungen erreichten und sich 
die Note 1 geben konnten. 

Damit sind Sie am Ende des Kapitels "Homogene Differential­
gleichungen mit konstanten Koeffizienten" angelangt. 
Bei der Bewältigung der nächsten Kapitel wünschen wir Ihnen 
weiterhin viel Erfolg. -----+ 40 A 

- 39 -
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40 A Inhomogene lineare Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten 

Eine inhomogene lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten hat 
die Form 

a yen) + a y(n-l) + 
n n-l 

(1 ) 

mit an ; 0 und ai konstant für i = 0.1 .Z ••••• n. g(x) heißt 
Störfunktion. 
Ist g(x) ;: o. so entsteht aus t'1) die Ihnen schon bekannte ho­
mogene lineare Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 

any(n) + an_1y(n-l) + ••• + azY" + a1y' + aoy = O. an ; O. (2) 

Im folgenden werden wir uns mit inhomogenen Dgln. beschäftigen. 
d.h. g(x) ~ O. 

Der Satz "Die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen Dgl. 
mit konstanten Koeffizienten ist gleich der Summe aus 
der allgemeinen Lösung f(x) der zugehörigen homogenen 
~ und einer beliebigen speziellen Lösung n(x) der 
inhomogenen DgI.". 

auf den schon in 26 A hingewiesen wurde. gibt das Lösungsprin­
zip einer inhomogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeffizien­
ten an. 
Wir lösen erst die zu (1) gehörende homogene Dgl. (2) nach dem 
im vorhergehenden Abschnitt behandelten Verfahren und erhalten 

f(X) = ClYI (x) + CzY2(X) + ... + Cnyn(x). 

Danach bestimmen wir eine spezielle Lösung n(x) der inhomoge­
nen Dgl. 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. n-ter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten ist dann 

y(x) • f(X) + n(x). 
Um eine solche spezielle Lösung n(x) zu ermitteln. wollen wir 
die Methode des Ansatzes mit unbestimmten Koeffizienten verwen­
den. die nur für bestimmte Störfunktionen anwendbar ist. Dazu 
sind gewisse Fälle der Störfunktion g(x) zu unterscheiden. 

-----+ 41 A 
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Betrachten wir zunächst den Fall. daß die Störfun~tion g(x) 
ein Produkt aus einer Exponentialfunktion und einem Polynom 
vom Grade m sei: 

I () (b b b m) aX. g x .. 0 + I X + ••• + mX e • a reell (3) 

Entsprechend dieser Störfunktion bilden wir den Ansatz 

11"1 (x) = (Bo + B1x + ••• + BmXm)eaxxr I . (4) 

Ist a aus (3) keine Lösung der charakteristischen Gleichung. 
so ist r .. 0 zu setzen. Ist a Lösung der charakteristischen 
Gleichung. so ist.'r gleich der Vielfachhei t dieser Lösung a 
zu setzen. Die Bi mit i • O. 1. 2 ••••• m sind die unbestimm-
ten Koeffizienten. -----+ 41 B 

Zur Bestimmung einer speziellen Lösung n(x) der. inhomogenen 
Dgl. nach der Methode des Ansatzes mit unbestimmten Koeffizien­
ten benutzen wir folgenden 
Lösungsweg : 

- Aufstellen des Ansatzes. (z.B. (4) aus 41 A). 
- n-maliges Differenzieren des Ansatzes (n ist die 

Ordnung der gegebenen Dgl.). 
Einsetzen des Ansatzes und seiner Ableitungen in die 
Dgl. • 

- Ermittlung der Werte für die unbestimmten Koeffizien­
ten durch Koeffizientenvergleich, 

- Einsetzen dieser Werte in n(x). -----+ 42 A 

Aus g(x) lesen wir a .. 2 ab. das ist nicht Lösung der charak­
teristischenGleichung, also wird r .. 0, und der Ansatz lautet 

n(x) = (B. + B1x + B2x2 )e2x • 
Haben Sie diesen Ansatz. dann bilden Sie die Ableitungen und 
setzen Sie den Ansatz und seine Ableitungen in die gegebene 
Dgl. ein. -----+ 43 A 

Sonst ergründen Sie Ihren Fehler und vergleichen Sie erneut 
mi t dem angegebenen Ansatz! 

- 41 -
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42A 

428 

42C 

Zu lösen ist die inhomogene lineare Dgl. Z. Ordnung mit kon­
stanten Koeffizienten y" - 3y' + Zy • e3X (x 2 + x). 

Lösungsweg: 
a) Die Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. ist 

y • Clex + c2e Zx , denn Al • 1 und A2 "' Z. 
b) Bestimmung einer speziellen Lösung der inhomogenen 

Gleichung. 
Zum Aufstellen des Ansatzes lesen wir aus der Stör­
funktion der gegebenen Dgl. g(x) "' e3X (x 2 + x) ab: 
a "' 3 und m = Z. a· 3 ist nicht Lösung der 
charakteristischen Gleichung, also wird r "' 0 gesetzt 
und der Ansatz lautet nach (4) aus 41 A: 

n(x) "' (Bo + Blx + B2x2)e3xxO bzw. 

n(x) • (Bo + B1x + B2X2)e3X • I Beachten Sie dabei, daß im Ansatz stets ein vollstän­
diges Polynom m-ten Grades aufgeschrieben wird, auch 
wenn das Polynom in g(x) unvollständig ist! 

Berechnen Sie jetzt die benötigten Ableitungen von n(x). die 
Werte für die Bi und die allgemeine Lösung der Dgl. selbständig! 

-----+ 44 A 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Haben Sie die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. 

- 6x -4x Y = Cle + C2 e ? 

Ja, so vergleichen Sie a, r und den Ansatz! -----+ 41 C 

Nein, dann müssen Sie den Programmabschnitt "Homogene 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten" nQch 
einmal durcharbeiten. -----+ Z8 A 

Sie sind nicht in der Lage, die erforderlichen Ansätze auf­
zustellen. Arbeiten Sie deshalb 41 A noch einmal gründlich 
durch,und lösen Sie dann die bereits begonnene Aufgabe! 

41 A -----+ 43 C 

- 4Z -



Als Ableitungen erhalten Sie mittels der Produkt- und Ketten­
regel 

~'(x) • (ZB. + BI + 2Bl x + ZBzx + ZBzx2 )e ZX , 

~"(x) • (4B. + 4B l + 2Bz + 4B l x + 8Bzx + 4B2xZ)e 2x • 

Diese werden mit ~(x) in die gegebene Dgl. eingesetzt, es wird 
zusammengefaßt und durch eZx dividiert. Sie erhalten 

-24B. + 2B l + 2Bz + (4B z - 24B I)x - 24B 2xZ = fz - 6x. 

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich: 

B. = _____ , BI • _____ , 

Diese Werte werden in ~(x) eingesetzt: 
~(x) • ___________ _ 

Als Ergebnis erhalten Sie 

y(x) • y(x) + ~(x) • 

Vergleichen Sie! -----+ 45 B 

Haben Sie als allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. 

Y • (Cl + czx)eZx +2 + 3x + 2x z 

erhalten? 
Ja, dann haben Sie sorgfältig gearbeitet. -----+ 43 C 

Nein, dann haben Sie einen elementaren Rechenfehler begangen. 
Prüfen Sie Ihre Rechnung nach und verbessern Sie Ihren Fehler! 
Vergleichen Sie erneut mit dem oben angegebenen Ergebnis! 

Gegeben ist die Dg1. y" - 3y' - 4y = x'. 
Bestimmen Sie den Ansatz zur Ermittlung einer speziellen 
Lösung der inhomogenen Dgl.! Vergleichen Sie! -----+ 45 D 

Ihr Ansatz ist falsch. Beachten Sie, daß das Polynom jeweils 
in allgemeiner Form angesetzt wird! Oberprüfen Sie Ihre Ober-
legungen noch einmal und vergleichen Sie erneut! -----+ 45 D 

- 43 -
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44 A Die allgemeine Lösung ist 

y = Clex + C2e2x + (1 - x + ix2)e3X. 

Haben Sie das erhalten? 
Ja -----+ 44 B 
Nein, so schauen Sie sich bitte den folgenden Lösungsweg 
genau an! Die Ableitungen für 11 (x) sind 

11' (x) (3Bo + BI + 3Bl x + 2B 2x + 3B 2x2)e3x , 

11" (x) (9Bo + 6B I + 2B2 + 9B l x + 12B2x + 9B 2x2)e3x . 

Den Ansatz und seine Ableitungen in die gegebene Dgl. für 
y, y' und y" eingesetzt und durch e3x dividiert ergibt 

9Bo + 6B I + 2B 2 + 9B l x + 12B 2x + 9B2x 2 - 3 (3Bo + BI + 3B lx 

+ 2B2x + 3B 2x 2 ) + 2(Bo + Blx + B2x2 ) = x2 + x. 

Koeffizientenvergleich 

bei xz: 2B z = 1, ==> Bz = 1 
7' 

bei Xl: 2B I + 6Bz 1 , } BI -1 , 
==> 

bei xO: 2Bo + 3B I + 2B .. 0, Bo .. 1. 
z 

Für 11 (x) erhalten wir 11 (x) = (1 - x + i x2 )e3X • 

Als allgemeine Lösung der Dgl. ergibt sich 
x 2x y = Cle + C2 e + (1 - x +ix2 )e3X . 

Nachdem Sie diesen Programmschritt gewissenhaft durchgearbei­
tet haben, müßten Sie in der Lage seIn, die erste Aufgabe 
selbständig zu lösen. -----+ 44 B 

44El Bestimmen Sie die allgemeine Lösung von 
7 2 2x y" - 2y' - 24y .. (TI - 6x)e . 

Vergleichen Sie! -----+ 46 A 

44C Ihr Ansatz ist richtig. Oberprüfen Sie Ihren Rechenweg auf 
Rechenfehler und vergleichen Sie erneut! -----+ 47 D 

- 44 -



Sie haben einen falschen Ansatz gewählt. Obwohl in der Stör­
funktion der lineare Summand fehlt, muß er im Ansatz berück­
sichtigt werden. Lösen Sie di~ Aufgabe noch einmal! 

-----+ 44 B 

Sie mußten einsetzen: 

Ö / ~ / } / (}x 2 + trx)e2X / C.e6x + C2e- 4x + (}x 2 + ~x)e2X. 
Korrigieren Sie Ihre eventuellen Fehler! Lösen Sie jetzt die 
folgende Aufgabe selbständig! Arbeiten Sie dabei konzentriert 
und gewissenhaft! 
Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" - Zy' - 24y = (x + l)ex . 
Oberprüfen Sie! -----+ 46 B 

Sie haben die Aufgabe nicht bewältigt. Wir geben Ihnen deshalb 
einige Zwischenergebnisse. 
Als allgemeine Lösung der homogenen Gleichung haben Sie sicher 
erhalten 

- 2x y=e (C.+C 2x). 

g(x) können wir uns geschrieben denken als 

g(x) = (8x 2 - 4x)eOx , 

also ist a = O. a = 0 ist keine Nullstelle des charakteristi­
schen Polynoms, d.h. aber r = O. 

Ansatz: n(x) = Bo + B.x + B2x 2 • 

Ermitteln Sie die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 
jetzt selbständig! -----+ 43 B 

Lautet Ihr Ansatz 

n (x) B,x' -----+ 43 D 

!lex) Bo + B.x + B2 x2 + B,x' -----+ 49 B 

n (x) (B o + B.x + B2x2 + B,x')x -----+ 47 A 

Sie haben keinen der angegebenen Ansätze. -----+ 42 C 

- 4S -

45A 

458 

45C 

450 



46A 

468 

46C 

460 

Haben Sie erhalten 

y Cl e6X + C e-4x + 
~ (}x~ - .Js.)e 2X -----+ 48 C 

Y Cl e6x + C~e-4X + (}x 1 + kx)e 2X -----+ 48 A 

y .. Cl e6x + c~e-4x 7 2x - m e -----+ 48 D 

Sie sind nicht weitergekommen,.da Ihr Gleichungssystem 
einen Widerspruch enthält. -----+ 4S A 

Sie haben keines der Ergebnisse. -----+ 42 B 

Die allgemeine Lösung ist 

C e6x + C2e- 4X _ 1 1 x Y .. I (Bx + B)e • 

Sind Sie zu diesem Ergebnis gekommen? 
Ja -----+ 48 B 
Nein, dann ist Ihnen wieder ein Fehler unterlaufen. 
Da Sie bis jetzt noch keine Aufgabe selbständig lösen konnten, 
ist es erforderlich, daß Sie sich noch einmal mit den Grund-
lagen beschäftigen. -----+ 40 A 

Sie haben 

y .. (CI + C~x)e2x + x + 2x 1 oder 

y (Cl + C2x)e 2x + 3x + 2x~ -----+ 

(CI + C2x)e 2x 1 
+ j.x 2 -----+ Y + !x 

y (CI + C2x)e 2X + 2 + 3x + 2x 2 -----+ 

kein oder ein anderes Ergebnis erhalten. -----+ 

Als Lösungen der charakteristischen Gleichung haben Sie 
sicher ~I = 0 und ~2 = -2 erhalten. 

48 

48 

49 

45 

Es ist aber auch a = -2, d.h. a ist eine einfache Nullstelle 
des charakteristischen Polynoms. Daraus ergibt sich r = 1, 
und der Ansatz muß demzufolge lauten 

E 

F 

B 

C 

n (x) = _ .... _--+ 49 F 

- 46 -



Ihr Ansatz ist falsch. 
In g(x) lesen wir a • 0 ab. a • 0 ist nicht Nullstelle des 
charakteristischen Polynoms, also ist r • O. 
Bilden Sie mit diesen Oberlegungen den Ansatz! -----+ 4S D 

Bei gewissenhafter Arbeit sind Sie sicher auf 
1 -2x n (x) .. -ixe 

gekommen (sonst überprüfen Sie Ihren Rechenweg auf Fehler) 
und auf die allgemeine Lösung 

-2x 1 -2x Y • Cl + C1 e - !xe 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" - y' - 6y • Se- 2x • 

-----+ 47 C 

Vergleichen Sie! -----+ 49 E 

Haben Sie 
-Zx • • 1 ~ Y .. Cl + C1x + C,e + 2x· - x· + !x ? 

Ja, dann haben Sie gut gearbeitet und können die nächste 
Aufgabe 1llsen. -----+ 47 E 
Nein, dann wollen wir vergleichen: 
Allgemeine Lösung der zugehörigen komogenen Dgl. 

- C + C + C -2x Y" I 1 X , e 

Welchen der fOlgenden Ansätze haben Sie? 

n(x) .. Bo + Blx + B1x1 

n(x) (B o + B1x + B1 x 2 )X 

n(x) .. (B o + B1x + B1 x 1 )X 1 

Zu lösen ist die Dgl. y" + Zy' -2x e 

- 47 -

-----+ 49 A 

-----+ 48 G 

-----+ 44 C 

-----+ 49 D 
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48A 

488 

48C 

480 

48E 

48F 

48G 

Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie jetzt die nächste 
Aufgabe ebenso gewissenhaft. -----+ 

Berechnen Sie die allgemeine Lösung von 

y" - 4y' + 4y = 8x 2 - 4x. 
Vergleichen Sie! -----+ 

Ihr Ergebnis ist falsch. -----+ 

Sie. haben einen falschen Ansatz aufgestell t. Obwohl in der 
Störfunktion der lineare Summand fehlt, muß er im Ansatz 
berücksichtigt werden. Vergleichen Sie mit dem Beispiel! 
Sie hätten das auch merken müssen, da Ihr Gleichungssystem 
einen Widerspruch enthielt. Lösen Sie jetzt die Aufgabe 

48 B 

46 C 

48 D 

noch einmal! 42 A -----+ 44 B 

Ihr Ergebnis ist falsch. -----+ 48 F 

Sie haben mit einem falschen Ansatz gerechnet. Das hättem 
Sie aber selbst merken müssen, weil Ihr Gleichungssystem 
einen Widerspruch enthielt. 
Obwohl in der Störfunktion kein absolutes Glied enthalten 
ist, muß im Ansatz immer das Polynom in allgemeinster Form 
angesetzt werden. 
Versuchen Sie jetzt die Aufgabe zu lösen und vergleichen 
Sie erneut! -----+ 46 C 

Ihr Ansatz ist falsch. Sie haben zwar beachtet, daß a = 0 
Lösung der charakteristischen Gleichung ist, aber nicht, 
daß es zweifache Lösung ist. Berücksichtigen Sie das und 
vergleichen Sie erneut! -----+ 47 D 

- 48 -



Ihr Ansatz ist falsch. Beachten Sie, daß a = 0 zweifache Null­
stelle des charakteristischen Polynoms ist! Lösen Sie die Auf-
gabe noch einmal! -----+ 49 C 

Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie nun die nächste Aufgabe! 

-----+ 49 C 

Lösen Sie jetzt die Dgl. y'" + 2y" 

Haben Sie das richtige Ergebnis 
-2x 1 -2x Y = CI + C2 e - !xe ? 

1 2x 2 + 2. -----+ 47 D 

Ja, dann hoffen wir, daß Sie jetzt in der Lage sind, Aufgaben 
dieses Typs mühelos zu lösen. -----+ SO A 

Nein, dann vergleichen Sie mit einigen Zwischenergebnissen! 

-----+ 46 D 

Das richtige Ergebnis lautet 

Y = C e- 2x + C 3x -2x 
I 2 e - xe . 

Wenn Sie dieses Ergebnis haben, -----+ 50 A 

-2x Haben Sie mit dem richtigen Ansatz n(x) ~ Be x gearbeitet 
und sind nicht zum obigen Ergebnis gelangt, dann sind Ihnen 
bei der weiteren Rechnung elementare Fehler unterlaufen. Be­
richtigen Sie diese, und vergleichen Sie erneut mit dem oben 
angegebenen Ergebnis! 

Haben Sie mit einem anderen Ansatz gerechnet, so analysieren 
Sie noch einmal gründlich die Störfunktion in Verbindung mit 
den Lösungen der charakteristischen Gleichung! -----+ 47 C 

Sie mußten ergänzen Be- 2xx. Lösen Sie damit die Aufgabe 
zu Ende! -----+ 47 B 

4 Berane, II - 49 -
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50A Betrachten wir nun folgenden Typ der Störfunktion: 

Ig(X) • Pm (x) cos 
I 

ßx" + Pmi(x) sin ßx ! 
Pm (x) und Pm (x) seien 

I I 
Polynome vom Grade ml bzw. ml • 

Entsprechend dieser Störfunktion bilden wir den Ansatz 

Il(X) • [(Ao + A1x + ... + AmXm)COs ßx 

+ (Bo +- B1x + ••• + BmXm)sin ßx]xr 

mit m • max[ml ; ml ]. 

Sind tjß keine Lösungen der charakteristischen Gleichung, so 
ist r = 0 zu setzen. Sind t jß Lösungen der charakteristischen 
Gleichung, so ist r gleich der Vielfachkeit dieser Lösungen zu 
setzen. Beachten Sie, daß im Ansatz stets cos ßx und sin ßx 
aufgeschrieben werden, auch wenn in der Störfunktion nur eine 
der beiden Funktionen auftritt. 

Wollen Sie sich erst ein Beispiel ansehen? 
Sonst lösen Sie die erste Aufgabe1 

SO B Richtig ist 
nl (x) = (Ao + A1x)cos 4x + (Bo + B1x)sin 4x, 

-----+ 51 A 

-----+ 52 E 

weil laut Störfunktion ß .. 4, ml = 0, mz = 1, m = max[O;l] = 1 
und tjß .. t4j nicht Lösungen der charakteristischen Gleichung 
sind. 

so C Der Ansatz muß lauten 
n,(x) = (Ao + A1x)cos 2x + (Bo + B1x)sin 2x, 

weil gemäß der Störfunktion ß 2, ml = 1, mz .. 0 sind, und 
damit wird m = 1. Außerdem sind tjß = t2j nicht Lösungen der 
charakteristischen Gleichung. 
Lösen Sie nun eine Dgl. vollständig! 
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung von 

y" + 2y' .- 3y .. 18sin 3x - 24cos' 3x. 

- 50 -

-----+ 52 A 



Zu lösen ist die Dgl. y" - 7y' + 6y = sin x. 
Lösungsweg: 

a) Lösung der homogenen Gleichung: 
AI = 1, Az = 6 sind die Lösungen der charakteristi­
schen Gleichung. 

y = Clex + cze6x 

b) Bestimmung einer speziellen Lösung der inhomogenen 
Gleichung: 
Aus g(x) lesen wir ab: ß = 1. 

±ßj = ±j sind nicht Lösungen der charakteristischen 
Gleichung, d.h. r = O. 
Ansatz: n(x) A cos x + B sin x; 

n'(x) = -A sin x + B cos x; 
n" (x) = -A cosx - B sin x. 

Der Ansatz und seine Ableitungen werden in die gegebene 
Dgl. eingesetzt und nach sin x und cos x geordnet: 
(7A + 5B)sin x + (5A - 7B)cos x = sin x. 
Koeffizientenvergleich: 

7A + SB = 1} ==> 

5A - 7B = 0 

A 

B 

7 . 
'74' 
5 
'74' 

I'"~ h I () 5. 7 ,Ir er a ten: n x = 14sIn x + '74cos x. 

c) Allgemeine Lösung ,der inhomogenen Dgl. 

y = Clex + C2e6X + ~sin x + +rcos x. 

Sehen Sie sich nun die erste Aufgabe an! -----+ 52 E 

Obwohl Sie den richtigen Ansatz gewählt haben, sind Sie zu einem 
falschen Ergebnis gekommen. Sie haben beim Differenzieren nicht 
beachtet, daß es sich um eine mittelbare Funktion handelt und 
die Kettenregel anzuwenden ist. Korrigieren Sie Ihren Fehler, 
und vergleichen Sie erneut! -----+ 52 A 

- 51 -
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52A Haben Sie 

y C eX 
I 

+ C e- 3x _ 
2 

6sin 3x + 3cos 3x -----+ 51 B 

Y CI eX + C -3x 
2 e 2sin 3x + cos 3x -----,+ 54 A 

keines der angegebenen Ergebnisse erhalten, dann verglei-
chen Sie Ihren Ansatz mit dem angegebenen! 55 A -, 

I 
+_1 

52 B Lösen Sie jetzt ebenso sorgfältig die nächste Aufgabe dieser 
Art! 

y" + y sin x. 
Vergleichen Sie! -----+ 54 B 

52C Ihr Ergebnis ist falsch. -----+ 52 D 

52[) Sie haben mit einem falschen Ansatz gearbeitet. Bedenken Sie, 
daß stets cos ßx und sin ßx aufgeschrieben werden müssen 
und der gesamte Ansatz mit xr multipliziert wird! Geben Sie 
zunächst den Ansatz für die Bestimmung einer speziellen Lösung 
der folgenden Dgl. an: 

52E 

52F 

y" + y = x sin x 
Vergleichen Sie! 

Geben Sie zur Dgl. 
y" + 2y' - 3y = g (x) 

die Ansätze für folgende Störfunktionen an: 
a) gl (x + l)sin 4x + cos 4x; 

sin 3x; 

x cos 2x 

Ihr Ergebnis ist richtig. Weiter so! 
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" - 3y' + 2y = 4cos x + (10x + 4)sin x. 

- 52 -

-----+ 54 C 

50 B--, 
+' 

55 A--, -' -----+ 50 C 

-----+ 54 D 



Vergleichen Sie: 
Wegen g(x) • x sin x und AI ,2 • ±i sind ß = 1, ml = 0, mz = 1. 

Daher werden m = max[ml;mzJ = 1 und. weil ±j = ±jß einfache 
Lösungen der charakteristischen Gleichung sind, r = 1. 

Schreiben Sie nun den Ansatz auf und vergleichen Sie! 
-----+ 54 C 

SlA 

Wir werden Ihnen ein Beispiel vorrechnen. 53 B 
Gesucht ist die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" + y = x cos x. 
Lösungsweg: 

a) Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung lautet 
y. C1cos.x + C2 sin x, denn AI ,2 = ±j. 

b) Wir lösen nun die inhomogene Gleichung: 
In g(x) = x cos x lesen wir ß = 1 ab. 

Da aber AI,2 = ±j = :!:ßj gilt, ergibt sich r = 1, und 
der Ansatz muß lauten 
n(x) = [(Ao + A1x)sin x + (B o + Blx)cos xJx. 
Wir differenzieren den Ansatz zweimal: 

n(x) (Aox + Alx 2)sin x + (Box + Blx 2)COS 

n' (x) (Aox + Alx 2 + Bo + ZB1x)cos x + (A o 
-Box - B1x 2)sin x; 

n"(x) (ZAo + 4A1x + ZB I - BoX - Blx 2)cos X 

+ (ZA I - ZB o - 4B l x - Aox - Alx 2)sin 

x· , 
+ ZA1x 

x. 

Der Ansatz und seine Ableitungen ,,,erden in die gegebene 
Dgl. eingesetzt. Die Werte für die Konstanten ergeben 
sich dann durch Koeffizientenvergleich. Sie lauten: 

1 1 
Ao = 0; AI = 4; Bo = 4; BI = O. 

c) Die allgemeine Lösung der ; nhomogenen Dgl. wird 

y C C · 1 I 2 • ICOS X + 2s1n x + 4x cos x + 4x Sln x. 

Versuchen Sie nun, die schon einmal begonnene Aufgabe zu 
lösen! -----+ 5Z B 

- 53 -



54A 

54B 

54C 

54D 

Ihr Ergebnis ist richtig. -----+ 52 B 

Haben Sie erhalten 

y C1cos x + C2 sin x - 1 
'!X cos X -----+ 52 F 

Y C1cos X + C2sin x + !x tan x sin x -----+ 52 C 

Ihr Gleichungssystem führte auf einen Widerspruch. -----+ 52 D 

Sie kamen mit der Aufgabe überhaupt nicht zurecht. -----+ 53 B 

Der richtige Ansatz lautet 

n(x) • [(B o + B1x)cos x + (A o + A1x)sin x]x. 

Haben Sie diesen ebenfalls erhalten, dann lösen Sie die 
Aufgabe 52 B noch einmal! -----+ 52 B 

Haben Sie einen anderen Ansatz aufgestellt, so informieren 
Sie sich noch einmal im Abschnitt 50 A und analysieren die 
Störfunktion und die Lösungen der charakteristischen Glei-
chung! --- 50 A -----+ 53 A 

Das richtige Ergebnis lautet 

y = C1ex + c2 e2x + (3x + 5)cos x + (x - 2)sin x. 

Wenn Sie dieses Ergebnis haben, können Sie zur nächsten Auf­
gabe übergehen und diese genau so sorgfältig lösen. 

-----+ 55 B 

Falls Sie ein anderes Ergebnis haben, muß ein Rechenfehler 
vorliegen, denn Sie haben sicher den richtigen Ansatz 

n(x) = (B o + B1x)cos x + (Ao + A1x)sin x 

verwendet. Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal bis zum Ende 
durch und vergleichen Sie erneut mit der angegebenen Lösung! 

- 54 -



Der Ansatz muß lauten 
nz(x) • A cos 3x + B sin 3x, 

weil laut Störfunktion ß = 3, ml = mz • 0 a mund ±jß = ±3j 
keine Lösungen der charakteristischen Gleichung sind. 

Zu lösen ist jetzt die Schwingungsgleichung für einen unge­
dämpften, harmonischen Oszillator mit periodischer Erregung: 

i + ~!x • k cos ßt für ~! - ßZ ~ 0 •• -----+ S6 A 

Sie mußten erkennen: a· 2, ß • 1, ml = mz • O. a ± jß = 2 ± j 
sind keine Lösungen der charakterislischen Gleichung, also ist 
r • O. 
Der Ansatz lautet nl (x) = e2x (A cos x + B sin x). 

Gesucht ist der Ansatz für eine partikuläre Lösung der Dgl. 

y" - 3y' + 2y • e3xcos x. 
Lösungsweg: 

a) Die allgemeine Lösung der homogenen Dgl. ist 

y = C1ex + cze2x , da AI • 1, A2 • 2. 
b) Aus der Störfunktion lesen wir ab: 

a· 3, ß • 1, ml = m2 = O. a ± ßj = 3 ± j sind nicht 
Lösungen der charakteristischen Gleichung, also ist 
r • 0, und der Ansatz ·lautet 

n (x) = -----+ 

Aus der Störfunktion ist abzulesen: 
a· 1, ß = 2, ml • 0, mz = 1. a ± jß • 1 ± 2j sind einfache 
Lösungen der charakteristischen Gleichung, also ist r = 1. 

m· max[ml;m z] = 1. Dadurch lautet der Ansatz 

nz (x) • eX [(Ao + Alx)cos 2x + (B o + Blx)sin 2x] x. 

- SS -
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S6A _.....;k_-cos ßt 
_ ß2 

erhalten haben, sind Sie zum richtigen Ergebnis gekommen und 
können zu einem allgemeinen Ansatz übergehen. -----+ 57 A 

Andernfalls rechnen wir Ihnen diese Aufgabe vor. Bitte verfol­
gen Sie die Rechnung genau, da Aufgaben dieser Art, besonders 
in Physik, recht häufig vorkommen. 
Gesucht war die allgemeine Lösung der Dgl. 

x + w!x s k cos ßt mit w! - ß2 ; o. 
Lösungsweg: 

a) Lösung der homogenen Dgl. x + w!x = 0: 
i = C1cos wot + C2sin wot. 

b) Ermittlung einer speziellen Lösung der inhomogenen Dgl.: 
±ßj ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung, 
also ist r = 0, und der Ansatz lautet 
n(t) = A COS ßt + B sin ßt. 
Wir differenzieren n(t) zweimal nach t: 
n(t) -Aß sin ßt + Bß COS ßt, 

n(t) = -Aß2COS ßt - Bß2 s in ßt. 
n(t) und n(t) werden in die Dgl. eingesetzt: 

-Aß2COs ßt - Bß2 s in ßt + w:A cos ßt + w!B sin ßt 
k COS ßt. 

Koeffizientenvergleich 
für cos ßt: -Aß2 + wiA 

für sin ßt: -Bß2 + w!B 

Als spezielle Lösung der 

n(t) = k COS ßt. 
w! - ß2 

k ==> A 
w2 

0 

0 ==> B o. 
inhomogenen Dgl. 

k 

- ß2 

ergibt 

c) Die allgemeine Lösung der Dgl. lautet dann 
k x(t) = C1cos wot + C2sin wot + COS ßt. 

w~ - ß2 

sich 

-----+ 57 A 
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Im folgenden habe die Störfunktion g(x) die Gestalt 

g(x) • eaXrp (x)cos ßx +P (x)sin ßX] l ml ml 

Die P (x), i • 1, 2, sind Polynome vom Grade m .• mi 1 

Zur Bestimmung einer speziellen Lösung der inhomogenen Glei­
chung benutzen wir folgenden Ansatz 

11 (x) • e ax [-\t (x) cos ßx + Bm (x) sin ßX] xr 

-\tex) und Bm(x) sind Polynome mit unbestimmten Koeffizienten 
Ai und Bi (i· 0,1, ... , m), m· max[ml;m l ]. 

Sind a ± jß keine, Lösungen der charakteristischen Gleichung, 
so ist r • 0 zu setzen. 
Sind a ± jß Lösungen der charakteristischen Gleichung, so ist 
r gleich der Vielfachheit dieser Lösungen zu setzen. 
Diese Störfunktion und ihr Ansatz stellen eine Verallgemeine­
rung der bisher behandelten Fälle dar. 
Wollen Sie gleich eine Aufgabe lösen? -----+ 57 B 

Sie können sich aber auch erst ein Beispiel ansehen. 
-----+ 55 D 

57A 

Gegeben sei die Dgl. y" - 2y' + 5y • gi (x). 57 B 
Als charakteristische Gleichung erhält man 

).l _ Z>. + 5 • 0 und damit). • 1 ± 2j. 
I,l 

Bestimmen Sie nacheinander aus folgenden Störfunktionen 
a, ß, ml , m2 , und stellen Sie die Lösungsansätze auf! 

a) gl (x) • e 2xsin x; 

eX(cos 2x + x sin 2x); 

Sie mußten ergänzen 

e3x (A cos x + B sin x). 

- 57 -

55 C -, 
I 

-' 55 E -, 
J ... ,/ 

-----+ 58 B 

-----+ 57 B 
57C 



~~ Sie sind sicher mit geringem Aufwand auf nz(x) • te 2X gekommen. 

Lösen Sie nun die in 59 B begonnene Aufgabe zu Ende! 

59 B -----+ 62 B 

588 Sie mußten ablesen: a • 2, ß = 2, ml = 2, m2 = 0, 

a ± jß • 2 ± 2j sind keine Lösungen der charakteristischen 
Gleichung, also ist r = O. m = max[m l ; mz] = 2. 

Der Ansatz lautet 

n, (x) = e Zx [(Ao + Alx + A2xz)cos Zx + (B o + Blx + B2 xz)sin Zx]. 

Wir hoffen, daß Sie alle Ansätze richtig ermittelt haben. 
Bestimmen Sie nun die allgemeine Lösung der Dg1. 

y" - Zy' - 15y 

Vergleichen Sie! -----+ 60 A 

58 C Ihr Ansatz ist falsch. Sie haben nicht beachtet, daß 

58D 

±jß = ± Zj Lösungen der charakteristischen Gleichung sind. 
Lösen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 6Z C 

Ihr Ansatz ist richtig. Arbeiten Sie weiter so! 
Im folgenden werden wir eine kurze Leistungskontrolle schreiben. 
Wollen Sie zuvor noch einige Obungsaufgaben lösen? 

Ja -----+ 58 E 
Nein -----+ 61 B 

58 E Zu lösen sind folgende Dgln. 

1. y" - 2y' + Y = s in x + e-x 

2. y'" - 7y" + 8y' + 16y = 6ex + 5e4x • 

Vergleichen Sie! -----+ 60 C 

- 58 -



Es bleibt für die Ansatzmethode noch folgender Fall: 

Die Störfunktion ist eine Summe verschiedener Stör­
funktionen (wie sie in 41 A, SO A und 57 A behandelt 
wurden) . 
Dann ist der Ansatz gleich der Summe der Ansätze für 
jede einzelne Störfunktion. 

In der praktischen Berechnung einer partikulären Lösung der 
inhomogenen Dgl. erweist es sich als günstig, die Koeffizien­
ten für die einzelnen Ansätze getrennt zu berechnen. 

-----+ 59 B 

S9A 

Arbeiten wir gemeinsam eine Aufgabe durch. S9 B 
2x x Zur Dgl. y" - y = cos x + e + xe + x 

ist die allgemeine Lösung gesucht. 
Lösungsweg: 

a) Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. y" - y 0: 
A1 =-1,A 2 =1. Y=C 1 e-x +C 2 ex • 

b) Bestimmung einer speziellen Lösung der inhomogenen DgI.: 

g (x) x + e 2x 
+ x 

+ x, cos xe 
g (x) gl (x) + g2 (x) + g 3 (x) + g ~ (x) • 

Zu den einzelnen Störfunktionen gehören die Ansätze 

gl (x) cos x, nl (x) 
- -- - - - - -

g2(X) e 2x n2 (x) -------

g 3 (x) xex n 3 (x) -------

g. (x) x, n. (x) -------
Die gesamte partikuläre Lösung ist dann 

n (x) = nl (xl + n2 (x) + n 3 (x) + n. (x) • -----+ 61 A 

Ihr Ansatz ist falsch. Beachten Sie die Lösungen der 
charakteristischen Gleichung! -----+ 62 C 

- 59 -
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60 A Das richtige Ergebnis lautet 

60B 

Y. Cl e5x + c1e-3X + e-x(cos"ZX - Zsin Zx). 
Haben Sie dieses Ergebnis? 
Ja, dann können Sie zum nächsten Abschnitt übergehen. 

-----+ 59 A 
Nein, dann vergleichen Sie Ihren Ansatz: 

n(x) • e-x(A cos 2x + B sin 2x) und überprüfen Sie Ihren 
Rechenweg, insbesondere die DifferentiatiOR, auf Fehler. Ver­
gleichen Sie dann "erneut mit dem angegebenen Ergebnis! 

Haben Sie 
n(x) • A cos 2x + B sin 2x + Dex + (E, + Elx + E1xl)X 

-----+ 58 C 
n(x) • (A cos Zx + B sin 2x)x + Dex + (E. + E1x + Ezxz)x 

-----+ 58 D 
n(x) • A cos Zx + B sin 2x + Dex + E. + E1x + Ezx z 

-----+ 59 C 
n(x) • (A cos 2x + B sin 2x + Dex + E. + E1x + Ezxz)x 

-----+ 6Z A" 

einen anderen Ansatz, dann sehen Sie sich noch einmal genau 
das Beispiel an, und lösen Sie danach die Aufgabe erneut! 

--- 59 B -----+ 62 C 

60 C Die richtigen Ergebnisse sind 

1. Y· (Cl + Czx)ex + }cos x + te-X; 

2. y • C1e-X + (C z + C3x)e4x + jeX + tx2e4x 

Haben Sie diese erhalten? 
Ja -----+ 61 B 

Nein, so vergleichen Sie zunächst mit Ihrem Ansatz 

1. n(x) • A cos x + B sin x + De-x; 

2. n(x) • Aex + Be4xxz• 
Haben Sie mit diesen Ansätzen gearbeitet, dann sind Ihnen bei 
der weiteren Rechnung Fehler unterlaufen. Oberprüfen Sie Ihre 
Rechnung und korrigieren Sie die Fehler. 
Sind Sie von anderen Ansätzen ausgegangen, dann überlegen Sie 
noch einmal genau, warum diese Ansätze zu verwenden sind! 
Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 58 E 

- 60 -



Ihre Ergänzungen müssen sein 

A cos x + B sin x / De 2x / (E a + E\x)exx / Fa + F\x. 

Zur besseren Unterscheidung wurde hier mit verschiedenen Buch­
staben für die Koeffizienten gearbeitet. Sie haben sicher be­
achtet: Nur für n3 (x) wurde r = 1. 

Zur Berechnung der Koeffizienten werden wir (wie in 59 A be­
schrieben) die einzelnen Ansätze betrachten. 
Für n\ (x) wird das: 

nl(x) A cos x + B sin x, 
nl (x) 
n;'(x) 

-A sin x + B cos x, 
-A cos x - B sin x. 

Eingesetz t in die "Teildgl." 

y" - y gl (x)" also y" - y 

erhält man 
cos x 

-A cos x - B sin x - (A cos x + B sin x) 
-2A cos x - 2B sin x 

und durch Koeffizientenvergleich 
1 A = -2 und B = 0, 

1 also n\(x) = -icOS x. 

cos x, 
cos x 

Entsprechend berechnen Sie jetzt die Koeffizienten von 

n2 (x) = De 2x aus der "Teildgl." y" - y = e 2x -----+ 58 A 

61 A 

Leistungskontrolle 61 ~ 
Legen Sie zuvor eine Pause von ungefähr 10 Minuten ein! 
Für die Leistungskontrolle haben Sie 30 ~inuten Zeit. 

1. y" 4y' + 4y 

2. y" - 5y' + 4y 

sin x, 

eX + e-x 

Bewerten Sie Ihre Leistungen selbst! 

- 61 -

-----+ 63 A 



62A Ihr Ansatz ist falsch. Sie waren beim Bestimmen von r ober-
flächlich. Lösen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 62 C 

628 Sicher haben Sie erhalten 

n3 (x) = t(x2 - x)ex und n~(x) -x. 

Sie hatten bereits berechnet 

nl (x) 1 n2 (x) 1 2x = -icOS X' je , 

Fassen wir nun zusammen: 

n (x) 1 -icOS x + 1 2x je + t(X 2 - x) eX - x 

und 
y = C e-x + I C2e x 1 - !cos x + 1e Zx 

j + t(x 2 - x)ex - X. 
-----+ 62 C 

62 C Geben Sie für die Dgl. 

y'" + 4y' = 4cos 2x + 10ex - 16sin 2x + x2 

den Ansatz zur Ermittlung einer partikulären Lösung an! 
(Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung lautet 
Y = CI + C2cos 2x + C3 sin Zx). -----+ 60 B 

62 [) Lösen Sie noch fOlgende Aufgaben und geben Sie diese bei Ihrem 
Betreuer ab! 

1. y" + 4y = sin 2x + e- 2xcos x. 

2. y(4) + 2y'" _ 3y" = eX + e3x + 2. 

3. Beim Anfahren einer Lokomotive (Masse m, Zugkraft a) sei 
die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit. Dann 
gilt fUr den zurückgelegten Weg x(t) die Bewegungsglei­
chung mx(t) = a - biet), b konstant. 

Für Ihre weitere Arbeit wünschen wir Ihnen viel Erfolg. 
Sie werden von Ihrem Betreuer erfahren, wo Sie weiterzuarbeiten 
haben, sons t -----+ 64 A 

- 62 -



1. a) Lösung der homogenen Gleichung y 

Punkte 
(Cl + c1x)e 2X • 2 

b) Bestimmung einer speziellen Lösung der inhomogenen 
Dgl. n(x) A cos x + B sin x; 

n'(x) = -A sin x + B cos x;} 
n"(x) = -A cos x - B sin x. 

In die Dgl. eingesetzt: 
(3A - 4B)cos x + (3B + 4A)sin x = sin x. 
Koefiizientenvergleich: 

3A - 4B = o} 
3B + 4A = 1 ==> A 

() 4 3 • n x .. 1!cos x + TIsln x. 

B 3 
TI· 

c) Allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung 

y = (Cl + C1x)e 2x + hcos x + hsin x. 

2. a) Lösung der homogenen Gleichung y = Clex + c1e4x . 2 

b) Bestimmen einer speziellen Lösung der inhomogenen 

Dgl. n(x) Aexx + Be-x. 

nl (x) Aexx; n1 (x) .. Be-x; 

n~(x) Aex(x + 1) ; n~ (x) .. _Be-x; 

n~' (x) Aex(x + 2) ; n~(x) Be-x. 

Eingesetzt und Koeffizientenvergleich: 

für nl(x): Aex (x + 2) - 5 (x + 1) + 4x = eX • 

A = 1 
-3 

nl (x) = 1 x 
-3xe 

für n1 (x) : Be -x (1 + 5 + 4) -x e . 
1 

B" m. 
n1(x) 1 -x .. me . 

c) Allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. 

y .. C eX + 
I 

C 4x 
1e }xex + ke- x 

- 63 -

1/1 

20 

-----+ 62 D 

63A 



~~~ Im letzten Programmabschnitt wurden inhomogene lineare Dgln. 
höherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten gelöst. indem zu­
nächst die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. und 
dann mit Hilfe der Ansatzmethode eine partikuläre Lösung der in­
homogenen Dgl. ermittelt wurden. Bei vielen Dgln. ist die Stör­
funktion g(x) so beschaffen. daß sich die Ansatzmethode nicht 
anwenden läßt. Deshalb werden wir nun den Obergang von der all­
gemeinen Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. zur allgemeinen 
Löuung der inhomogenen Dgl. durch V A R I A T ION DER 
K 0 N S T A N T E N vornehmen. 

Lösungsweg: Wir betrachten folgende Dgl.: 

yen) + an_1y(n-1) + ••• + a2y" + alY' + aDy .. g(x); 

a konstant. v = O. 1 ••••• n-1. 
DYe allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. sei 

i(x) = Clyl(X) + C2y2(X) + ••• + CnYn(x). 

Nach Variation der Konstanten erhält man 

(5) 

Y • CI (X)YI (x) + C2 (X)Y2(X) + ••• + Cn(x)yn(x). (6) 

Wie Ihnen bekannt ist. kommt man zu folgendem Gleichungs­
system: 

q (X)Yl 

q (x)Yl 

Cl (x)y~' 

+ q (X)Y2 

+ q (x)y~ 

+ q (x)y~ 

+ 

+ 

+ 

Cl(x)y[n-1) + C~(x)y~n-1) + 

+ C~ (x)Yn 

+ C~ (x)Y~ 

+ C~(x)y~ 

+ C' (x)y(n-1) 
n n 

• 0 

.. 0 

.. 0 

g(x) 

Jede Gleichung entsteht aus der vorhergehenden. indem 

y~k)(x) (i.1.2 ••••• n; k=O.1 ••••• n-1) 
1 

(7) 

jeweils einmal differenziert werden. In der letzten Glei­
chung des entstehenden Systems steht auf der rechten Seite 
die Störfunktion g(x). Aus (7) werden die Ci(x) und 
schließlich durch Integration die Ci(x) bestimmt. die dann 
in (6) eingesetzt werden. 

Sehen wir uns gemeinsam ein Beispiel an. -----+ 65 A 

- 64 .• 



Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung der inhomogenen Ogl. 
1 -x y'" + 3y" + 3y' + Y = ;ce 

Lösungsweg: Allgemeine Lösung der zugehörigen homogenenOgI. 

y = Cle-x + C2 xe-x + C3 x2 e-X : 

Variation der Konstanten: Oie Variation der Konstanten 
führt auf ein Gleichungssystem, welches in 64 A unter (7) 
allgemein angegeben ist. Wir betrachten eine Ogl. dritter 
Ordnung, d.h. unser Gleichungssystem besteht aus drei 
Gleichungen: 

+ q (x)xe-x 

+ C~(x)(xe-x - 2e-x)+ C;(x) (2e-x - 4xe-x. 
-x 

+ x2e-X ) .. ~. 
x 

.. 0 

Wir lösen das Gleichungssystem nach Ci(x) auf und erhal-
ten: 

C; (x) 1 ==> C3 (x) !lnlxl + K, ; rx 
q(x) -1 -=> C2 (x) -x + K2 ; 

C; (x) 1x 
"2' ==> Cl (x) 1 2 = l"X + KI • 

Geben Sie die allgemeine Lösung der inhomogenen Ogl. an und 
vergleichen Sie! -----+ 67 A 

65A 

Sie müssen sich noch einmal gründlich mit dem Lösungsprinzip 65 EI 
und dem folgenden Beispiel bes.chäftigen! -----+ 64 A 

Ihr Ergebnis muß lauten 65 C 
y .. (-ln/x/ + RI)e-x + (-1 + K2x)e-X j 

mit f l - 1 .. K1 folgt Y" (K I + xK 2)e-x - e-xlnlxl. 
~~ 

5 Berane, 11 

allgemeine Lösung der zuge­
hörigen homogenen Ogl. 

- 65 -

spezielle Lösung der 
inhomogenen Ogl. 

-----+ 66 G 



66 A Haben Sie als Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. 

668 

erhalten? 

Ja, dann haben Sie richtig gerechnet. 
Nein 

-----+ 67 D 
-----+ 66 B 

Sie müssen in der Lage sein, diese homogene Dgl. zu lösen. 
Offensichtlich haben Sie den Programmab,chnitt lU den homogenen 
Dgln. sehr oberflächlich bearbeitet. Schauen Sie sich deshalb 
noch einmal gründlich diesen Programmabschnitt an und lösen Sie 
danach die Aufgabe 66 D. 

--- Programmabschnitt "Homogene Dgln." -----+ 66 D 

66 c: Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie nun die nächste Aufgabe mit 

660 

66E 

gleicher Sorgfalt! 

Gesucht ist die 

y" - 4y' + 

allgemeine Lösung 

e 2x 
Sy .. 'C'OS'X. 

-----+ 66 D 

der Dgl. 

-----+ 68 B 

Sie haben bis zu dieser Umformung richtig gerechnet. Jetzt 
können Sie noch (K 1 + K2x)e-x - e-x zusammenfassen, indem Sie 
e-x ausklammern. Beachten Sie, daß Konstanten zusammengefaßt 
werden können. Vergleichen Sie erneut!, -----+ 69 A 

66 F Sie haben richtig gerechnet. Bestimmen Sie nun die allgemeine 
Lösung der Dgl. 

66G 

Y" + Y _ 1 
- STii'X' 

Bestimmen Sie nun die allgemeine Lösung der Dgl. 

y" + 4y' + 4y = ~e-2X. 
x 

- 66 -

-----+ 68 D 

-----+ 69 C 



Sie müßten als allgemeine Lösung erhalten haben 

y (tx2 + KI)e-x + CK2 - x)xe-x + cilnlxl + K,)X 2 e-x ; 

2 -x 1 2 I I 3 2 -x y ,(KI + K2x + K,x)e I + ~ In x-lx)e " 
v v 

allgemeine Lösung der 
homogenen Dgl. 

spezielle Lösung der 
inhomogenen Dgl. 

Wir wollen in Zukunft die allgemeine Lösung der inhomogenen 
Dgl. immer in der Form allgemeine Lösung der zugehörigen ho­
mogenen Dgl. plus spezielle Lösung der inhomogenen Dgl. an­
geben. 
Bestimmen Sie die allgemeine 

1 -x -e 

Lösung der Dgl. 

y" + Zy' + Y 
x 2 

Sie müßten erhalten haben C;(x) = _1 und C;(x) = 
x x 2 

Lösen Sie nun die Aufgabe zu Ende! 

Sie müßten erhalten haben 

Cl' (x) = ~ C2' (x) = -1. Sln x· 
Berechnen Sie nnn CI(x) und C2 (x). 

Beachten Sie: H(~j)dX = lnlf(x)I + K. 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl.! 

-----+ 69 A 

-----+ 65 C 

-----+ 68 D 

Sie haben entweder beim Aufstellen des Gleichungssystems oder 
bei der Berechnung der Ci(x) Fehler gemacht. Lösen Sie Ihre 
Aufgabe noch einmal! Sicher werden Sie zum richtigen Ergebnis 
kommen. -----+ 68 B 

Sie konnten bisher noch keine Aufgabe selbständig lösen und 
müssen sich deshalb noch einmal gewissenhafter mit diesem 
Abschnitt beschäftigen. -----+ 64 A 

- 67 -

67A 

678 

67C 

670 

67E 



68 A Sie erhalten folgendes Gleichungssystem 

C1(x)cos x + C~(x)sin x 

-C~(x)sin x + C~(x)cos x 

o 

1 
SIiiX' 

Gesucht sind C;Cx) und C;Cx). Gewiß sind Sie in der Lage, diese 
aus dem Gleichungssystem zu ermitteln. Danach werden Sie die 

Beziehung sin 1x + cos~ = 1 benötigen. Multiplizieren Sie jede 
der Gleichungen so, daß durch anschließende Addition der beiden 
Gleichungen nur noch eine der gesuchten Funktionen C;(x) oder 
C~(x) vorhanden ist. Vergleichen Sie! -----+ 6'1 C 

68 B Das richtige Ergebnis ist 

y = (Klcos X + K1sin x)e 2x + (cos x lnlcos xl + x sin x)e 2x . 

-----+ 71 A 

Sie sind nicht zu diesem Ergebnis gekommen. 

68 C Ihr Ergebnis ist falsch. 
Haben Sie als Gleichungssystem zur Bestimmung der Ci 

o 
-x 
~? 
x 1 • 

Ja, dann haben Sie das richtige Zwischenergebnis. 
Bestimmen Sie daraus q(x) und q(x). 

Nein 

68 D Haben Sie 

y 

-----+ 66 A 

-----+ 67 B 

-----+ 69 B 

-----+ 70 B 

Y Klcos X + K1sin x - x cos x + sin x Inlsin xl 

das Gleichungssystem gefunden, konnten aber 
C;(x) und C~CxJ nicht bestimmen? 

- 68 -

-----+ 66 C 

-----+ 68 A 



Lautet Ihr Ergebnis 69 A 
Y K + e-x(lnlx I - 1) -----+ 70 A 

Y (li + K2x)e-x lnlxle-x -----+ 66 F 

y • (KI + K x)e-x 
2 

_ e-x _ ln!xle-X -----+ 66 E 

Sie sind zu einem anderen Ergebnis gekommen. -----+ 68 C 
Sie sind mit dieser Aufgabe nicht zurechtgekommen. -----+ 65 B 

Ihr Gleichungssystem zur Bestimmung der Ci(x) ist falsch. 
Wir wollen es gemeinsam aufstellen. 
Die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. lautet 

Y .. Cle-x + C2xe-x• 

Durch Variation der Konstanten erhalten wir den Ansatz für 
die allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. 

y = CI(x)e-x + Cz(x)xe-X• 

Das Gleichungssystem (7) aus 64 A lautet im vorliegenden Fall 

C~(X)YI + C~(X)Y2 = 0 
C~ (x)Y~ + C~ (x)Y~ = g(x). 

Konkret für unsere Aufgabe bedeutet das 

C~(x)e-x + c~(x)xe-x 0 

-C~(x)e-x + C~(x)(e-x _ xe-x) z ~-x 
x 2 

Bestimmen Sie daraus Cl (x) und C~(x). 

Ihr Ergebnis lautet 

y = (K 1 + K2x)e- 2x + 
e- 2x 
rx-

y .. K + he- 2X 

-----+ 67 B 

-----+ 66 F 

-----+ 70 C 

Sie sind mit der Aufgabe nicht zurechtgekommen oder haben 
ein anderes Ergebnis. -----+ 67 E 

- 69 -

698 

69C 



roa 

roc 

Sie haben einen Fehler in Ihrer Rechnung. Beachten Sie, daß bei 
jeder Lösung eines unbestimmten Integrals eine additive Kon­
stante zugefügt wird. Verbessern Sie Ihren Fehler und verglei-
chen Sie erneut! -----+ 69 A 

Ihr Ergebnis ist falsch. Dafür gibt es zwei Ursachen: 
- Sie haben nur die' allgemeine Lösung der homogenen Dgl. 

bestimmt. Dann wäre Ihr Ergebnis als Zwischenergebnis richtig. 
Sie müßten nun nur noch die Variation der Konstanten durch­
führen. 

- Sie haben zwar beachtet, daß in der allgemeinen Lösung der 
homogenen Dgl. die Konstanten variiert werden müssen, um 
zur allgemeinen Lösung der inhomogenen Dgl. zu gelangen, 
haben jedoch im Gleichungssystem in der letzten Gleichung 
einen Fehler auf der rechten Seite. 

Beseitigen Sie Ihre Fehler und vergleichen Sie erneut! 
-----+ 68 D 

Sie haben einen Fehler in Ihrer Rechnung. 
Sie müßten wissen, daß die allgemeine Lösung einer Dgl. 
2. Ordnung zwei Konstanten enthält. Beachten Sie deshalb, daß 
bei jeder Lösung eines unbestimmten Integrals eine additive 
Konstante zugefügt wird. Korrigieren Sie Ihren Fehler und 
vergleichen Sie danach erneut! -----+ 69 C 

- 70 -



Sie haben sich erfolgreich mit Dgln., die sich mit Hilfe der 
Methode der ''Variation der Konstanten" lösen lassen, ausein­
andergesetzt. Lösen Sie nun von den folgenden Aufgaben nur 
die, die sich nicht mit Hilfe der Ansatzmethode lösen lassen. 

1. y" - 4y ,. 8x 3 , 

2. y" + 4y 1 
sin 2x' 

3. y" 1 cosh x eX + e-x 
- y ,. cosh x; .. 

2 , 
Substitution bei der Integration: eX .. t. 

4. y" + Y ,. x + 2ex , 

S. y'" + 4 y' + Y .. eX (x 3 - X 1 + 2). 

Die gelösten Aufgaben sind beim Betreuer abzugeben. 

Sie werden von ihm erfahren, wie Sie weiterzuarbeiten haben, 
sonst· -----+ 7Z A 

- 71 -

71 A 



72 A Die Eulersche Differentialgleichung 

Eulersche Dgln. sind Dgln. n-ter Ordnung mit der Normalform 

a" = const, (,,- = 0, 1, •••• n); x ~ 0, an ~ O. 

Beachten Sie: In der Normalform der Eulerschen Dgl. stimmt -in 
jedem Summanden die Potenz von x mit der Ordnung der entspre­
chenden Ableitung Oberein. 

(1 ) 

Durch geeignete Substitution kann jede Eulersche Dgl. n-ter 
Ordnung in eine lineare Dgl. n-ter Ordnung. mit konstanten 
Koeffizienten OberfOhrt werden. Eine dieser Substitutionen ist 

lxi d.h. x = 
et fOr x > 0 

_et fOr x < O. 

Die Funktion y .. y(x) wird zu einer Funktion von t: 
y(x) .. z(t) mit t = Inlxl. 

Wir erhalten damit fOr die Ableitungen 
~ dz dt dz 1 1 dz 
(1x • Clrrx .. (ff"x .. x"(ff; 

DrOcken Sie die Ableitung ~ durch die Ableitungen d~z 
dx' dtP 

aus (~ .. 1, 2,3,4). 
Vergleichen Sie! 

- 72 -

-----+ 74 A 



Wir bestimmen die allgemeine Lösung der Eulerschen Dgl. 

2x Zy" - xy' + y = 0, x ~ O. 

Lösungsweg: 
Oberführung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl. 
mit konstanten Koeffizienten: 
Substitution: lxi. et • 
y(x) • ,z (t), 

xy' • i und xZy" • ~ - i. 
Damit entsteht aus der gegebenen Dgl. 

2(z - z) - z + Z • 0 und zusammengafaßt 

2z - 3z + z = O. 

- Bestimmung der allgemeinen Lösung der linearen Dgl. 
mit konstanten Koeffizienten: 
Man erhält die charakteristische Gleichung 

1 2A z - 3A + 1 = 0 mit den Lösungen'A I = 1 und Az = !' 

Die allgemeine Lösung der Dgl. mit konstanten Koeffi­
zienten lautet somit 

z(t) • cle t + czet / 2 • 

- Obergang zur allgemeinen Lösung der gegebenen 
Eulerschen Dgl.: 
Hier kann bei der RÜcksubstitution unmittelbar 

et • lXI verwendet werden, wenn man beachtet, daß 

et / 2 • -y;t' ist. 

Es entsteh~ y • CI lxi + c 2l'fXT. 
Lösen Sie nUn die erste Aufgabe selbständig! -----. 

Sie mußten einfÜgen 
(4) 
z - 6z'+ l1i- 6z. 

Ergebnis ist falsch. Sie haben formal xVy(V) 
(v) 

Ihr durch z 

77 B 

er-
setzt. Das zeugt davon, daß Sie bisher sehr oberflächlich ge­
arbeitet haben. Beginnen Sie mit diesem Abschnitt noch eilullal! 

-----+ 72 A 

- 73 -
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74 A Das richtige Ergebnis lautet 

f:r. = _6_.dz + l!..~ _ ~.~ + 1-.f2. 
dx~ x~ crr x~ dt 2 x~ dt' x~ de 

Wenn Sie dieses Ergebnis erhalten haben, erläutern wir Ihnen die 
weiteren Schritte zur Ermittlung der allgemeinen Lösung einer 
Eulerschen Dgl. -----+ 7S A 
Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten? Gewiß ist Ihnen ein 
elementarer Rechenfehler unterlaufen. Überprüfen Sie Ihre Rech­
nung und vergleichen Sie Ihr neues Ergebnis mit dem oben ange­
gebenen! 

Sie kommen mit dieser Aufgabe nicht zurecht? Beginnen Sie des­
halb mit Ihrer Arbeit nochmals von vorn! Studieren Sie jetzt 
gründlicher und beachten Sie besonders die Anwendung der Ketten­
regel der Differentialrechnung! Diese Aufgabe müssen Sie lösen 
können! -----+ 72 A 

74 ES Ihr Ergebnis ist richtig, läßt sich aber noch umformen. 
Holen Sie das nach! 

74 C Sie mußten einfügen: 

i - 6~ + S~ + 2z. 

-----+ 76 B 

Sicher können Sie jetzt die folgende Aufgabe selbständig lösen. 
Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung der Eulerschen Dgl. 

x'y'" + x 2 y" - 2xy' + 2y = 0; x t< o. 
Oberführen Sie diese zunächst in eine Dgl. mit konstanten 
Koeffizienten! 
Vergleichen Sie! -----+ 76 A 

74 [) Ihr Ergebnis ist falsch. Wir geben Ihnen zwei Hinweise: 
- Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind: 

Al = 1, A2 = -1, A, "' 2. 

- Wir setzen voraus, daß Sie wissen, wie man mit Hilfe der 
Nullstellen die allgemeine Lösung aufstellt! 

Vergleichen Sie erneut! -----+ 76 B 

- 74 -



Setzen wir ~ = y' und ~ Z in die eben ermittelten Ablei­

tungen ein, so erhalten wir nach einfachen Umformungen 

xy' 
. z, 

z - z, 
= .Z' - 3Z -2z, 

Vergleichen Sie zunächst. 
usw. 

- ---- 73 B -, 
\ 
I 

+-" 

Zur Bestimmung der allgemeinen Lösung der Eulerschen Dgl .• er­
gibt sich damit folgender 
Lösungsweg: 

Überführung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl. mit 
konstanten Koeffizienten durch die Substitution lxi = e t 

und die Ausdrücke für xVy(v). Die Störfunktion unter­
liegt natürlich auch der Transformation. 

- Bestimmung der allgemeinen Lösung der linearen Dgl. mit 
konstanten Koeffizienten nach dem Ihnen bekannten Ver­
fahren. 

- Übergang ~ur allgemeinen Lösung der gegebenen Eulerschen 
Dgl. durch Rückgängigmachen der Substitution lxi = et • 
Gegebenenfalls ist die Umformung t = lnlxi erforderlich. 

Wenn Sie glauben, dieses Lösungsverfahren sofort anwenden zu 
können, dann lösen Sie die erste Aufgabe! -----+ 77 B 

Sie können sich jedoch auch erst ein Beispiel ansehen. 
-----+ 73 A 

Sie müßten ergänzt haben 2 - i/i - 32 + 2z. 

Sie naben am Ende Ihrer Rechnung einen Fehler begangen, indem 
Sie t = x gesetzt haben. 
Berichtigen Sie Ihr Ergebnis! -----+ 76 B 

7SA 

7SB 

7SC 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben oberflächlich gearbeitet und 7S[) 
nicht beachtet, daß Sie y(x) in eine Funktion z(t) transfor-
miert haben. Berichtigen Sie Ihr Ergebnis! -----+ 76 A 

- 7S -



76A 

768 

76C 

Haben Sie 

0Z' 22: 
. - - z + 2y 0 -----+ 75 

2z 
. 

2z 0 78 z - - z + -----+ 

02:" + z - 2z + 2z 0 -----+ 73 
ein anderes Ergebnis, dann haben Sie einen Fehler in Ihrer 
Rechnung. Haben Sie sich das Lösungsbeispiel angesehen? 

D 

A 

C 

Nein, dann holen Sie das nach! -----+ 73 A 
Ja, dann überprüfen Sie Ihre Rechnung auf elementare 
Rechenfehler und vergleichen Sie erneut! 

Vergleichen Sie! 

y Cle-x + C2 ex + C e2x a -----+ 

Clx 
-I C2x Cax 2 Y + + -----+ 

-1 
Cax 2 Y CI Ix I + C2 1x I + -----+ 

C e- t + C e t + C3 e 2t -----+ Y I 2 

Y C -lnlxi + C lnlxi + C e2lnlxi -----+ le 2 e 3 

Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. -----+ 

Sie sinc1 mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. Haben Sie 
sich das Lösungsbeispiel grUndlich angesehen? 
Ja -----+ 

Nein, dann holen Sie das nach! -----+ 

75 

79 

78 

78 

74 

74 

77 
73 

Sie haben die Nullstellen des charakteristischen Polynoms 
falsch bestimmt. Berichtigen Sie Ihre Rechnung und vergleichen 

C 

B 

B 

D 

B 

D 

A 
A 

Sie dann erneut! -----+ 80 C 

76 [) Sie haben oberflächlich gearbeitet und t = x gesetzt. Die 
Rücktransformation lautet aber t = In x. 
Berichtigen Sie Ihr Ergebnis! -----+ 80 C 

- 76 -



Oa Sie die Aufgabe nicht bewältigen konnten, bestimmen Sie 
zunächst mit uns gemeinsam die allgemeine L6sung der Ogl. 

X2y" - 3xy' - Sy = 0, x;' O. 

L6sungsweg: 
Mit Hilfe der Substitution lxi 
mit konstanten Koeffizienten 
Z - 4z - Sz = o. 

et entsteht die Ogl. 

- Bestimmung der allgemeinen L6sung der Ogl. mit konstan-
ten Koeffizienten: 
Aus der Ogl. erhält man die charakteristische Gleichung 

A2 - 4A - 5 = 0 mit den L6sungen Al = -1, A2 = S. 

Oie L6sung der Ogl. mit konstanten Koeffizienten lautet 

----- 79 C -'\ 

- Obergang zur allgemeinen L6sung der gegebenen Euler- ." 
schen Ogl. 
Wir machen die Substitution lxi = et'rückgängig und be­
achten dabei, daß 

e- t s :t und eSt : (et)S ist. 

Dami t erhalten wir. y·(x) = . -----+ 78C 

Oberführen Sie die Og!. X3y"' -3X 2y" + 2y = 0, Je ;. 0, gemein­
sam mit uns in eine Ogl. mit konstanten Koeffizienten! 
L6sungsweg: Wir substituieren·ixl = et • 

Oamit wird y(x) zu einer Funktion von t, d.h. y(x) z(t). 
Es ergibt sich dann 

I 
I 

----- 75 B -, 
) 

Oamit entsteht aus der gegebenen Ogl. nach Zusammenfassen+~ 
und Ordnen 

O. 

Vergleichen Sie! -----+ 74 C 

- 77 -

77A 

778 



78 A Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie nun diese Aufgabe voll­
ständig! Es war x ~ 0 vorausgesetzt. 

788 

Hinweis: Suchen Sie die Nullstellen unter den Teilern des 
Absolutgliedes des charakteristischen Polynoms! 

-----... 76 B 

Sie haben diese Aufgabe gelöst. Bestimmen Sie nun die allge­
meine Lösung der Eulerschen Dgl. 

x ~y" + 3xy' + 10y = 0, x > O. -----... 80 C 

78 C Ihre Ergänzungen mußten sein: 

C1Ix!-I ... Czlxl s• 

Lösen Sie nun die Aufgabe, mit der Sie vorhin nicht zurecht 
kamen! Zu bestimmen war die allgemeine Lösung der Dgl. 

x3 y'" + x2 y" - 2xy' + 2y = O. 
Wir hatten bereits erhalten 

z - 2z - i + 2z = O. -----+ 76 B 

78 0 Das ist noch nicht das Endergebnis. Sj e haben nicht beachtet, 
daß yex) in eine Funktion zet) transformiert wurde. 

78E 

78F 

Führen Sie die Rücktransformation durch! Sie müßten dann das 
richtige Ergebnis erhalten. -----+ 76 B 

Oberprüfen Sie nochmals Ihr Ergebnis! Sie haben nicht beachtet, 
daß in der Aufgabensteilung x > 0 vorausgesetzt wurde. 

-----+ 80 C 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben einen Fehler beim Aufstellen 
der allgemeinen Lösung begangen. Informieren Sie sich deshalb 
nochmals im Abschnitt "Dgln. mit konstanten Koeffizienten"! 
Vergleichen Sie danach erneut! 29 A -----+ 81 B 

- 78 -



Ihr Ergebnis ist falsch. Wir geben Ihnen deshalb zwei Hinweise: 
- Die weiteren Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind 

).3,_ = 1 ±j. 

Sie können sich im Abschnit, "Dgln. mit konstanten Koeffizien­
ten" nochmals informieren, wie man den ermittelten Nullstel­
len entsprechend die allgemeine Lösung der Dgl. mit konstan­
ten Koeffizienten aufstellt. 

Berichtigen Sie Ihr Ergebnis! 29 A -----+ 81 B 

Sie haben ungenau gearbeitet. Ihr Ergebnis ist falsch, da Sie 
bei der Rücktransformation nicht beachtet haben, daß 
t = lnlxl gilt. 

Korrigieren Sie Ihren Fehler! -----+ 76 B 

Ihre Ergänzung muß lauten z(t) 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben nicht beachtet, daß .in der 
Aufgabensteilung nur x ~ 0 vorausgesetzt war. Berichtigen Sie 
Ihr Ergebnis! -----+ 81 B 

Haben Sie 
2 - 2 1 2 .y = C1x + C2x + 4x In x, dann haben Sie das richtige Ergeb-

nis und müßten jetzt in der Lage sein, die vorher begonnene 
Aufgabe zu lösen. -----+ 83 D 

bei der Bestimmung einer speziellen Lösung einen Widerspruch 
erhal ten? -----+ 80 D 

kein oder ein anderes Ergebnis? -----+ 80 A 

Ihr Ergebnis ist falsch, weil n(x) = In x nicht die gesuchte 
partikuläre Lösung der inhomogenen Eulerschen Dgl. ist. Be­
stimmen Sie erneut eine partikuläre Lösung der inhomogenen DgI.! 
Vergessen Sie nicht, die Störfunktion vorher zu transformieren! 

Vergleichen Sie erneut! -----+ 81 A 

- 79 -
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80A Wir geben Ihnen einige Hinweise: 

- die charakteristische Gleichung ist A2 - 4 
~ die Lösungen sind AI = 2, A2 = -2; 

0; 

- die transformierte Störfunktion lautet h(t) = Se3t • 
Vergleichen Sie nach gewissenhaftem Nachrechnen erneut! 

-----+ 79 E 

80 B Vergleichen Sie! 

e-t(Clcos 3t + C2 sin 3t) / 
-I 

X (CI cos (3ln x) + Czsin(3ln x)). 

Gewiß sind Sie jetzt in der Lage, folgende Aufgabe 
Berechnen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

zu lösen. 

x 2y" + Sxy' + 8y = 0, x ~ O. -----+ 82 B 

80C Vergleichen Sie! 

y C x 2 + C x--
2 

-----+ 76 C 

-I 
+ C2sin(3ln1 x l)) 78 y x (Clcos(3lnlxl) -----+ E 

-x 76 y e (Clcos 3x + C2sin 3x) -----+ D 

-----+ 83 A 
Sie haben ein anderes Ergebnis oder sind zu keinem Ergebnis 
gelangt? -----+ 82 A 

80 [) Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben die Ansatzmethode auf Euler­
sche Dgln. übertragen, das geht aber nicht ganz so einfach. 
Wenn Sie Ihren Fehler nicht finden, dann nutzen Sie den folgen­
den Lösungsweg: 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. 
mit konstanten Koeffizienten und wenden Sie auf diese die 
Rücktransformation an! 

Vergleichen Sie! -----+ 79 E 

- 80 -



Vergleichen Sie Ihr Ergebnis! Sie haben 

Y clx + C2x In x + In x -----+ 79 F 

y Clx + 2 + (C 2X + l)ln x ~----+ 83 E 

y x(C l + C2ln x) -----+ 83 G 

y Clx + C2x In x + x2 ln x - 2x 2 -----+ 82 C 

ein anderes Ergebnis -----+ 81 D 

kein Ergebnis, dann sehen Sie sich erst noch einmal das 
Lösungsbeispiel gründlich an! Herken Sie sich die 
Lösungsschritte! 84 A -----+ 81 C 

Ist Ihr Ergebnis 

y x - 2 (C 1 + C2) + lxi (C,cos lnlxl + C~sin lnlxl) 
-----+ 78 

Y X- 2 (C l + C2 lnlxl) + lxi (C,cos lnlxl + C ~s'in In Ix Il 
-----+ 83 

Y x- 2 (C! + C2ln x) + x(C,cos In x + C~sin In x) 

F 

C 

-----+ 79 D 

hier nicht angegeben? -----+ 79 A 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

x 2y" + xy' - 4y = 5x' , x > o. 
Vergleichen Sie danach! -----+ 79 E 

Ihr Ergebnis ist falsch. 
Wir geben Ihnen einige Hinweise: 

- charakteristische Gleichung: A2 - 2A + 1 = 0; 

- mit den Lösungen: l' , 
- transformierte Störfunktion: h(t) = t. 
Vergleichen Sie nach gewissenhaftem Nachrechnen erneut! 

-----+ 81 A 

6 Berane, II - 81 -
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82 A Ihr Ergebnis ist falsch, bzw. Sie konnten die Aufgabe nicht HI­

sen. Wir wollen Ihnen helfen und diese Aufgabe mit Ihnen gemein­
sam lasen. Ergänzen Sie die fehlenden Terme und prägen Sie sich 
den Lösungsweg fest ein! 
Gesucht ist die allgemeine Lösung der Eulerschen Dgl. 

x2y" + 3xy' + 10y • ·0, x > O. 
Lösungsweg: Oberführung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl. 

mi t konstanten Koeffizienten in z (t ): 

Durch die Substitution x - et erhält man 

y(x)- z(t), xy'· Z, x2y". Z - L 
Die Dgl. mit konstanten Koeffizienten lautet dann 

84 B -.\ 
• 

Bestimmen der allgemeinen Lösung der Dgl.- mi t konstanten 
.. ~I 

Koeffizienten: 
Als charakteristische Gleichung erhU t man A 2 + 2). + 10 • 0 
mit den Lösungen Al C -1 + 3j und A2 c -1 - 3j. 
Die allgemeine Lösung der Dgl. mit konstanten Koeffizien-
ten ist 
z(t) • _________ _ 

Aufstellen der allgemeinen Lösung der gegebenen Euler­
schen Dgl. 
Wir führen die Rücktransformation t = In x durch und 
erhalten 
y(x) • _________ _ -----+ 80 B 

82 B Die Lösung lautet y • X- 2 (C1cos(21nlxi) + C2sin(2lnlxl)). 
Haben Sie dieses Ergebnis erhalten? 
Ja 
Nein 

-----+ 83 B 
-----+ 8S A 

82 C Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Bestimmung der 
speziellen Lös~ng der inhomogenen Dgl. ein.en Fehler gemacht. 
Berichtigen Sie Ihre Rechnung! -----+ 81 A 

- 82 -



Ihr Ergebnis ist richtig. Arbeiten Sie weiter so gewissen-
haft! -----+ 83 B 

Ermitteln Sie die allgemeine Lösung der Dgl. 

x~y(') + 8x 3y'" + llx Zy" + xy' + 8y = 0, x # o. 

Hinweis: Zwei Nullstellen des charakteristischen Polynoms 

-----+ 81 B 

Ihr Ergebnis ist richtig. Welche der fünf Dgln. sind Euler­
sche Dgln.? Schreiben Sie diese in Normalform auf und ver­
gleichen Sie! 

(1 ) x 3 y'" = x 2y' + y; (4) .l...-y'" + ~y" + ~y' = 0; 
x3 X X Z 

(2) y" + 7..y ' 9 = 0; + -y 
X x 2 

(5) -xy' = x 2y". 

(3) ~y' -xy" , - 3y"; x 
Es sei stets x > o. -----+ 85 B 

83A 

83 B 

83e 

Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung der Dgl. 83 D 
x 2y" - xy' + y = In x, x > o. -----+ 81 A 

Ihr Ergebnis ist richtig. Sie können die nächste Aufgabe in 
Angriff nehmen. Ermitteln Sie die partikuläre Lösung der Dgl. 

y" + ..!.y' 1 2 mit x > 0, y(l) + -y x 
XZ x' 

Nach der Rücktransformation müßten Sie 

C1x + c2V; + x In x erhalten haben. 

= 3, y' (1) = -2. 
-----+ 85 C 

-----+ 83 D 

Ihr Ergebnis ist unvollständig. Sie haben nur die allgemeine 
Lösung der homogenen Dgl. ermittelt. Bestimmen Sie nun noch eine 
spezielle Lösung der inhomogenen Dgl. und schreiben Sie dann die 
allgemeine Lösung der inhomogenen Dgl. auf! -----+ 81 A 

- 83 -
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84 A Es ist die allgemeine Lösung der Eulerschen Dgl. 

Zx 2y " - xy I + Y = x. x·> 0 

gesucht. 
Lösungsweg: Oberführung in eine Dgl. mit konstanten Koeffi­

zienten. 
Substitution: x = e t • 

Damit folgt Zz - 3z + z = e t • 

Bestimmung der allgemeinen Lösung der Dgl. mit kon­
stanten Koeffizienten: 

Ermittlung der allgemeinen Lösung z(t) der homo-
genen Dgl.: 1 t 

- t! Sie lautet z(t) = Cle + C2 e 
Bestimmung einer speziellen Lösung n(t) der inho­
mogenen Dgl.: 

Ansatz: n(t) = Aett. da a = Lösung der charakte­
ristischen Gleichung; 

n(t) = Aett + Ae t ; n(t) = Aett + ZAe t • 

Der Ansatz und seine Ableitungen werden in die Dgl. 
mit konstanten Koeffizienten eingesetzt. 
Aus dem Koeffizientenvergleich folgt A = 1. also 

n(t) = ett. 

Aufstellen der allgemeinen Lösung der Dgl. mit 
konstanten Koeffizienten: 
z(t) z(t) + n(t); 

lt 
z(t) = cle t + C2 e! + ett. 

Aufstellen der allgemeinen Lösung der gegebenen Euler­
schen Dgl. 
Wir führen die Rücktransformation t = In x aus. 

y(x) = _________ _ 

84 B Vergleichen Sie! Ihre Ergänzung mußte lauten 

z + Z! + 10z = O. 

- 84 -
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Ihr Ergebnis ist falsch. Wir hoffen, daß Sie mit Hilfe der 
folgenden Hinweise zum richtigen Ergebnis gelangen! 

Charakteristische Gleichung: A2 + 4A + 8 O. 
- Die L6sungen dieser Gleichung sind: ll~ -2 ± 2j. 

Vergessen Sie nicht, die Rücktransformation t 
durchzuführen! 

Sie müßten zu der Meinung gekommen sein: 

(2) x 2 y" + 7xy' + 9y = 0, x > 0; 

(3) xly'" + 3x 2 y" t 3xy' = 0, x > 0; 

(5) x 2 y" + xy' = 0, x;'O 

sind Eulersche Dgln. 

ln!xl 
-----+ 82 B 

Hatten Sie bisher gr6ßere Schwierigkeiten beim Lösen der vor­
gegebenen Aufgaben? 
Ja, dann festigen Sie Ihre Fertigkeiten und bestimmen die all­
gemeinen Lösungen dieser drei Dgln.! 
Vergleichen Sie anschließend! -----+ 87 B 

Nein, dann wollen wir jetzt inhomogene Eulersche Dgln. 
16sen. M6chten Sie sich erst ein Beispiel ansehen? 
Ja 
Nein 

-----+ 84 A 

Vergleichen Sie! 

y X-I + C1cos(ln x) + C2sin(ln x) 

y X-I + 2cos(ln x) - sin(ln x) 
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis. 

Leistungskontrolle (Dauer 30 Min.) 

1. x~y(~) + 3x 2 y" - 5xy' + Sy = 0, x > O. 

2. y" - 6f + 10;; = :2 cos(ln x). 

-----+ 83 D 

-----,.... 86 B 

-----+ 87 A 
-----+ 87 C 

Vergleichen Sie Ihre Lösungswege und Ergebnisse mit den angege­
benen! Bewerten Sie Ihre Leistungen selbst nach dem Ihnen be-
kannten Maßstab! -----+ 86 A 

- 85 -
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86 A 1. Aufgabe 

Charakteristische Gleichung: 

A- - 6A' + 14~z - 14A + 5'· 0 

mit den Lösungen AI,z· 1. A,,..· 2 ± j. 

Lösung der Dgl. mit konstanten Koeffizienten: 

z(t) = (CI + C2 t)e t + e2t(c,cos t + C_sin t). 

Lösung der Eulerschen DgI.: 

Punkte 

2 

3 

y(x) = x(C I + Czln x) + x 2 (C,cos(ln x) + C_sin(ln x)). 

2. Aufgabe 

Normalform: xZy" - 6xy' + 10y .. cos(ln x). 
Dgl. mit konstanten Koeffizienten: 

Z - 7z + 10z = cos t. 
Charakteristische Gleichung: A2 - 7A + 10 = 0 
mit den Lösungen AI • 2, Az .. 5. 

Lösung der Dgl. mit konstanten Koeffizienten: 

z (t) 
n (t) 

C e2t + C e5t 
I 2 

9 7 . t 
~os t - T!ösln • 

Lösung der Eulerschen DgI.: 

y(x) .. CIX 2 + C2X 5 + ~oS(ln x) - ~sin(ln x). 

7 

1 

2 

2 

9 

Damit sind Sie am Ende dieses Abschnittes angekommen .. 
Falls Sie sich mit Systemen von linearen Dgln. beschäftigen 
wollen -----+ 88 A 

114) EI Ihr Ergebnis ist noch nicht die gesuchte Lösung, denn es lag ein 
Anfangswertproblem mit y(l) .. 3, y'(l) .. -2 vor. 
Bestimmen Sie noch CI und Cz und damit die gesuchte partiku-
läre Lösung! -----+ 85 C 

- 86 -



Sie haben gut gearbeitet, Ihr Ergebnis ist richtig. 
Lösen Sie nun folgende Aufgaben! Geben Sie Ihre Berechnungen 
bei Ihrem Betreuer ab! 

1. x'y'" - 2x 2y" + 13xy' - 13y = 0, x ~ O. 

2. x2y" - 5xy' + 25y = 25(lnlxl)' + 32(lnlxl)2 - 18lnlxl - 21. 

3. xZy" , + y' • ~ mit y(e) .. e, y' (e) • 1, y"(e) • O. x 

Oberprüfen Sie Ihre neu erworbenen Fertigkeiten in einer 
Leistungskontrolle! -----+ 85 D 

Wir geben Ihnen hier auch einige Zwischenergebnisse an. 
Berichtigen Sie gegebenenfallS Ihre Fehler, bevor Sie im 
Programm weiterarbeiten! 

Dgl. char. Gleichung Nullstellen allgemeine Lösung 

(2) AZ + 6}. + 9 .. 0 AI 2 .. -3 -I (CI + Czln x)x , 
(3) AS + 2}. .. 0 AI • 0, CI + C2cos (y2' In x) 

A z,s • ± rz j + Cs sin (l'2' In x) 

(5) 

yex) 

-----+ 84 A 

Sie haben falsch gerechnet. 
Ob er führen Sie diese Dgl. in die Normalform der Eulerschen 
Dgl. 

- Sie müßten dann die Nullstellen Al ,2 • ±j des charakteristi­
schen Polynoms erhalten haben. 

Beachten Sie die gegebenen Hinweise und rechnen Sie gewissen-
haft! -----+ 85 C 

- 87 -
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Systeme von linearen DiHerentialgleichungen 
mit konstanten KoeHizienten 

88 A I. Lösung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten 

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir Systeme von linearen Dgln. 
betrachten, die folgende allgemeine Form haben: 

+ alnYn(x) + gl(x) 

+ alnyn(x) + gl(X) 

Y~(X) = anlyl(x) + anzYz(x) + + annyn(x) + gn(x) 

ai,k konstant, i,k· 1, 2, ••• , n. 

(1 ) 

lunter der Ordnung eines Systems von linearen Dgln. versteht 
man die Summe der Ordnungen der einzelnen Dgln. 

In unserem Fall ist die Ordnung des Systems n. Es gibt aber 
auch Systeme, in denen Dgln. höherer Ordnung vorkommen. Wir 
werden nur Systeme lösen, in denen Dgln. erster Ordnung auf­
treten. 

In einem ersten Abschnitt beschäftigen wir uns zunächst mit 
homogenen Systemen von linearen Dgln. mit konstanten Koeffi­
zienten. Welche Bedingung muß an (1) gestellt werden, damit ein 
homogenes System vorliegt? ----- 90 B -', 

I 

+-' 
Eine Möglichkeit, das zu (1) gehörige homogene System zu lösen, 
besteht darin, daß man folgenden Ansatz bildet: 

IYi· cieAx , i· 1,2, ... , n.1 

Da die Punktionen Yi • cieAX , i· 1, 2, ••• , n, Lösungen des 

zu (1) gehörenden homogenen Systems sein sollen, müssen diese 

Punktionen und ihre Ableitungen y1 = Acie AX , i = 1, 2, ••• , n, 

das homogene System von Dgln. erfüllen. 
-----+ 89 A 
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Nach Einsetzen und elementaren Umformungen erhält man 

(all - A) Cl + a U c l 
+ + alncn .. 

~.) aUc l + (au - A)c 1 + + a1ncn .. 

anlc l + anz cl + ••• + (ann - A)Cn 

Die Koeffizientendeterminante dieses Systems ist 
a ll - A a12 

aZI azz - A ••• 

D(A) • 

am an2 ••• ann - A 

Für (2) existiert eine nichttriviale Lösung (CI' ca, ••• ,cn) 
genau dann, wenn D(A) • 0 ist. 

(2) 

D(A) • 0 ist eine Gleichung n-ten Grades für die Ai. Diese Glei­
chung wird als charakteristische Gleichung bezeichnet. 
Das Zwischenergebnis für die allgemeine Lösung des Systems von 
homogenen linearen Dgln., für alle Ai (i .. 1, Z, ••• , n) ver­
schieden und reell, lautet: 

.. clleAIX + c12eAax + 
A X 

YI (x) + c e n In 

(3) 
Ya (x) .. c ~Alx + c eAax + 

AnX 
21 a2 + c2ne 

A \ Anx 
Yn(x) .. c e IX + C e~2x + + c e nl na ••• nn 

Treten komplexe oder mehrfache reelle Lösungen bzw. Kombinatio­
nen der verschiedenen Fälle auf, ist (3) entsprechend aufzustel­
len (vgl. auch 29 A). 
In dem von uns beschrittenen Weg treten in (3) noch n.n Konstan­
ten auf. Da in der allgemeinen Lösung eines Systems n-ter Ord­
nung genau n Konstanten auftreten, müssen Konstanten eliminiert 
werden. Das geschieht durch Differentiation von Gleichungen des 
Systems (3), Einsetzen in das gegebene Gleichungssystem und an­
schließenden Koeffizientenvergleich. Dabei werden nicht alle 
Gleichungen des Systems benötigt. -----+ 90 A 

- 89 -
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90 A Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung des Dgl.-Systems 
y(x) - y' (x) + 2z (x) • 0 

2y(x) + z(x) - z'(x) .. o. 

Lösungsweg: Herstellen der expliziten Form des Dg1.-Systems 
entsprechend dem System (1) in 88 A: 
y' (x).. y(x) + 2z(x) 
z' (x) .. 2y(x) + z(x). (1 ') 

Beachten Sie: Ordnen Sie y. z und deren erste Ableitungen 
entsprechend der Reihenfolge der unabhängigen Variablen 
im System (1). 

Aufstellen der Determinante D(~) und Lösen der charak­
teristischen Gleichung ergibt 

D(~) .. If-~ 2\ .. ~2 _ n _ 3 .. 0 
2 1-~ 

und ~ I • -1. ). 2 .. 3. 

Aufstellen der allgemeinen Lösung. in der noch Konstanten 
zu eliminieren sind. Um Doppelindizes zu vermeiden. ver­
wenden wir als Konstanten Al' A2 • BI' B2 • 

y(x) .. Ale-x + Aze3X 

-x 3x z(x) .. Ble + B2 e • 
(2') 

Koeffizientenvergleich: 
Durch Differentiation und Einsetzen von (2') in eine Dg1. 
des Systems (1') (wir haben hier in die erste Dg1. einge-
setzt) erhält man 

-Ale-x + 3A2 e3x .. Ale-x + A2 e3X + 2B l e-x + 2B 2e3x • 

-x 3x Nach Koeffizientenvergleich bei e und e ergibt sich 
A2' ~ B2 und -Al" BI' 

Geben Sie nun die allgemeine Lösung an! -----+ 93 A 

90 B Es muß gelten gi(x) - 0; i .. 1.2, •••• n. 

- 90 -



Haben Sie als Ergebnis 

y = -~Ble-x + B2e- 7x 

-x -7x z = B1e + B2 e 

y = 
z = 

A e 7x + 1 

-6A e7x 
I 

A e2x 
2 

7A e2x - ! 2 

-----+ 93 3 

-----+ 92 D 

-----+ 93 C 

-----+ 92 A 

Sie haben kein Ergebnis erhalten, bzw. Ihr Ergebnis stimmt 
mit den angegebenen nicht überein. 

Haben Sie 

das Ergebnis 

y 

z = 
das Zwischenergebnis 

y A 8x A 
le + 2 

z = B1 e8x + B2 

die charakteristische Gleichung 

A2 - 6A - 10 = 0 

mit den Lösungen 3 ± f'T9' 

- 91 -

-----+ 94 A 

-----+ 93 C 

-----+ 92 H 

-----+ 92 F 

91 A 

918 



92 A Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben das System vor dem Aufstel­
len der Determinante nicht in die explizite Form gebracht. 

928 

92C 

920 

92E 

92F 

92G 

Beachten Sie das und vergleichen Sie erneut! -----+ 91 A 

-7x -7x -x -7x -x -7x Aze I Bze I -2AI I Az I Ale + Aze I -2Al e + Aze 

Vergleichen Sie mit Ihren Ergänzungen und korrigieren Sie 
gegebenenfalls. Lösen Sie dann die nächste Aufgabe! -----+ 92 C 

Lösen Sie 
y' 
z' = 

das System von Dgln. 

2y + 3z } 
6z + 4y; Y = y(x), z = z (x) • -----+ 91 B 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Herstellung der 
expliziten Form die Reihenfolge der Summanden nicht berücksich­
tigt. Vergleichen Sie mit dem Beispiel in 90 A und rechnen Sie 
die ~ufgabe noch einmal! -----+ 90 A 

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben sich bestimmt beim Koeffizien­
tenvergleich verrechnet. Kontrollieren und korrigieren Sie Ihre 
Rechnung an dieser Stelle I -----+ 95 A 

Sie haben die explizite Form des Systems nicht richtig aufge­
schrieben. Beachten Sie die Reihenfolge von y und z. 
Lösen Sie die Aufgabe noch einmal! -----+ 92 C 

Die richtigen Ergänzungen lauten 

.1-5-). -2/ 
-4 -3-). 

I ).Z + 8). + 7 • 0 I -1 I -7. 

92 Ji Drücken Sie nun noch BI und Bz durch AI und Az aus! 

-----+ 91 B 

- 92 -



Die allgemeine Lösung des Dgl.-Systems lautet, je nachdem, ob 
Sie die Konstanten Ai oder B. (i = 1 , 2) ersetzt haben 

1 
-x + A2 e 3x oder -Ble -x 

+ B e3x y Ale y 2 

z = -Ale-x + A 3x 
2 e z = Ble -x 3x + B2e . 

Lösen Sie die nächste Aufgabe selbständig! 
Zu bestimmen ist die allgemeine Lösung des Dgl.-Systems 

y' (x) + Sy(x) + 2z (x) 0 

z' (x) + 3 z (x) + 4y(x) = o. -----+ 91 

Ihr Ergebnis ist richtig. Um aber vergleichbare Ergebnisse zu 
erhalten, wollen wir die Konstanten der zl~eiten Gleichung im 
Ansatz für die allgemeine Lösung durch die Konstanten der er­
sten Gleichung (hier Ai) ersetzen. Berücksichtigen Sie das 

A 

bitte bei den nachfolgenden Aufgaben! -----+ 93 D 

93A 

93 B 

Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie die nächste Aufgabe 93 c: 
ebenso erfolgreich! -----+ 93 D 

Zu bestimmen 
von z' (x) = 

y' (x) = 

sind die allgemeine und die partikuläre Lösung 
-y (x) + z (x) 

y(x) + z(x) 
mit den Anfangswerten y(O) = 1, z(O) = O. 
Bestimmen Sie zunächst die allgemeine Lösung! -----+ 9S A 

Ihr Ergebnis ist falsch. Ihnen ist beim Herstellen der expli­
ziten Form des Systems ein Fehler unterlaufen. Korrigieren Sie 
diesen und lösen Sie die Aufgabe nochmals! -----+ 93 D 

Beachten Sie, daß man 
Anfangswerte y(O) = 1 
berechnete allgemeine 

die Konstanten ermittelt, indem man die 
und z(O) = 0 in die von Ihnen richtig 

Lösung einsetzt. Vergleichen Sie erneut I 

-----+ 94 B 

- 93 -
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94A Sie konnten die allgemeine Lösung nicht ermitteln. Wir wollen 
deshalb die Aufgabe gemeinsam lösen. FOlIen Sie die Lücken im 
Lösungsweg aus! 
Lösungsweg: Herstellen der expliziten Form des Systems und 

Ordnen: y' = -Sy - 2z 
z' = -4y - 3z. 

Bestimmen der Lösungen ~i: 

Determinante D(~) .. .. O. 

Charakteristische Gleichung: 

Lösungen der char. Gleichung: ~1 = 

92 G -, 

Aufstellen der allgemeinen Lösung: 

y 

I 
I ...... 

Wir setzen y', y und z in die erste Gleichung des Systems 
ein und führen Koeffizientenvergleich durch. 
Man erhäl t für BI" _ _ _ _ _ ; B 2 = ____ _ 

Die allgemeine Lösung lautet demnach 

y .. z .. 

Schauen Sie nach, ob Sie die Leerstellen richtig ergänzt 
haben! -----+ 92 B 

94 B Haben Sie die partikuläre Lösung 

y " eXcos x 

94C 

z = -exsin x 
erhalten, dann lösen Sie die nächste Aufgabe! -----+ 94 C 

Sie konnten die partikuläre Lösung nicht bestimmen. -----+ 9~ F 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Systems von Dgln. 

f + 3x + Y = 0 } 
,_ x + y = 0; x = x(t), y = y(t). 

Vergleichen Sie! -----+ 

- 94 -
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Was haben Sie als allgemeine Lösung erhalten? 

y • eX(Alcos x + A2 sin x) 

z • eX(A 2cos x + Aisin x) 

y. Alefi' x + A2e-V2'x 

Z • AdiF - 1) e yz x + A2 (-1 - 12) e - Vz' x 

y • eX(Alcos x + A2 sin x) 

Z • eX(A 2 cos x - Aisin x) 

y • eX(-A2 cos x + Aisin x) 

Z • eX(Alcos x + A2sin x) 

Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. 

95A 

-----+ 92 E 

-----+ 93 E 

-----+ 97 C 

-----+ 96 B 

-----+ 96 C 

Verwenden Sie den Ansatz für die allgemeine Lösung bei mehr- 95 ~ 
fachen reellen Nullstellen! Hier ist A • -2. 

1,2 

x • (AI + A2 t)e- 2t , y = (BI + Bzt)e- 2t . 

Drücken Sie nun noch BI und Bz durch AI und Az aus! -----+ 96 A 

Das richtige Ergebnis ist 

Sie 

Sie 

x(t) • Ale t + Azte t + A, 

y(t) = (AI + Az)e t + Azte t 

t t z(t) = (AI + 2A 2 )e + Azte . 

haben als Zwischenergebnis 

x (t) = A et + A te t I 2 + A, 

y(t) • B et + I B tet 
2 

+ B, 

z (t) C et 
I + C te t 

2 + C" 

kamen mit der Aufgabe nicht zurecht. 

- 9S -

-----+ 98 A 

-----+ 97 E 

-----+ 97 A 

95C 



96 A Die Lösung heißt 

x = (Al + Azt)e~Zt, y. (-A - A )e-Zt - A te- Zt 
1 z 2' 

Lösen Sie nun die Aufgabe 97 ~ und beachten Sie, daß dort eine 
Kombination von einfachen und doppelten reellen Nullstellen auf-
tritt! -----+ 97 B 
Sie konnten den Ansatz für die allgemeine Lösung nicht 
aufstellen. -----+ 95 B 

96 ES Ihr Ergebnis ist richtig. Damit wir aber vergleichbare Ergeb­
nisangebote aufstellen können, ist es erforderlich, daß Sie 
sich künftig an die in 90 A vorgegebene Reihenfolge halten! 
Bestimmen Sie nun noch die partikuläre Lösung für die Anfangs-­
werte y(O) • 1 und z(O) = 0 und vergleichen Sie! --~--+ 94 B 

96 C Ihr Ergebnis ist falsch. 
Haben Sie den Ansatz für die allgemeine Lösung des Gleichungs­
systems 

y a eX(A1 cos x + Azsin x) 

z • eX(B 1 cos x + Bzsin x) 

verwendet? 
Ja, dann haben Sie bis zu dieser Stelle richtig gerechnet. 
Differenzieren Sie die Gleichungen und drücken Sie, nachdem Sie 
die Lösung und ihre Ableitungen in eine Dgl. des gegebenen 
Systems eingesetzt haben, durch Koeffizientenvergleich die Kon-
stanten BI und Bz durch Al und Az aus! -----+ 95 A 

Nein, dann vergleichen Sie zunächst die Lösungen der charak-
teristischen Gleichung mit den angegebenen! -----+ 96 D 

96 D Lllsungen der charakteristischen Gleichung: ).1 = 1 + J 

).2 • 1 - j. 

Ansatz für die allgemeine Lllsung: y • eX(A1 cos x + A2 sin x) 
z = eX(Blcos x + B2sin x). 

Lllsen Sie nun die Aufgabe zu Ende! -----+ 95 A 

- 96 -



Hinweis: 
-A o 

D().) .. o -A O. 
o -1 Z-A 

Beachten Sie beim Aufstellen des Ansatzes für die allgemeine 
Lösung: Mehrfache Nullstellen! 
Jetzt müßten Sie diese Aufgabe lösen können. 
Vergleichen Sie erneut! 

Zu bestimmen ist die allgemeine I,ösung des Systems 

x(t) y(t) 
y(t) z (t) 
z (t) -y(t) + Zz (t). 

Vergleichen Sie mit dem Ergebnisangebot! 

-----+ 95 C 

-----+ 95 C 

97A 

978 

Sie haben die allgemeine Lösung richtig berechnet. Bestimmen 97 C 
Sie nun noch die partikuläre Lösung für die Anfangswerte 
y(O) = 1 und z(O)" 0 und vergleichen Sie! -----+ 94 B 

Sie müßten ergänzt haben 

A1ex + A2e-x + A1cos x + A~sin x 

B1ex + B2e-x + B1cos x + B~sin x. 

Ihr Zwischenergebnis ist richtig. Es treten jedoch noch 9 Kon­
stanten auf. Da ein Dgl.-System dritter Ordnung vorlag, dürfen 
in der Lösung nur drei Konstanten enthalten sein. 
Drücken Sie die Konstanten Bi und Ci durch Ai (i = 1, Z, 3) 
aus! -----+ 95 C 

7 Berane, II - 97 -

970 

97E 



98A Die bisher behandelte Methode zur Lösung von Systemen führt auch 
bei homogenen Systemen linearer Dgln. höherer Ordnung mit kon­
stanten Koeffizienten zum Ziel. Wir zeigen Ihnen das an folgen­
dem Beispiel. Beachten Sie die Analogie zur bisherigen Vorge­
hensweisel 
Gesucht ist 

y" - z 
z" - y 

Lösungsweg: 

:i~ r::~:i:' 
),x y .. Ae , 

y' .. ),Ae),X, 

y" "' ),2Ae Xx , 

Lösung des Systems 

y(X) , z = z (x) • 

z .. Be),x , 
z' ),Be),x , 
ZU = ), 2Be),x • 

y, y", z, z" werden in das gegebene System eingesetzt. 
Wir erhalten 

,,2Ae)'x _ Be),x 0 

_Ae),x + ),2Be)'x ., O. 

Damit dieses Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung 
besitzt, muß 

D(),) .. 1)'2 -1 \ = 0 
-1 ), 2 

sein. Das führt auf die charakteristische Gleichung 

),~ - 1 = O. Man erhält als Lösungen der charakteristischen 
GI eichung ), 1 .. 1, ), 2 .. -1, ), 3 .. j, ),~. = - j . 

Stellen Sie mit diesen )'-Werten den Ansatz für die all­
gemeine Lösung auf! 
y .. 

z .. 97 D -, 

Um den Koeffizientenvergleich durchführen zu können, dif-~~ 
ferenzieren wir die erste Gleichung zweimal. Durch Einset­
zen von y" und. z in die erste Dgl. des gegebenen Systems 
und Koeffizientenvergleich erhält man für 

Formulieren Sie nun die allgemeine Lösung. -----+ 100 A 

- 98 -
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Zu bestimmen ist die allgemeine L6sung des Systems 
x - 4x - Y • 0 
y + Zx - y = _Zet. 

Dieses System ist inhomogen. Wie auch bei inhomogenen Dgln. kann 
man bei inhomogenen Systemen von Dgln. sowohl die Ansatzmethode 
als auch die Variation der Konstanten verwenden. Es muß als er­
stes die allgemeine L6sung des zugehörigen homogenen Systems er­
mittelt werden. 
Führen Sie das aus und vergleichen Sie! -----+ 101 B 

Was Sie berechnet haben, ist nicht die allgemeine, sondern eine 
spezielle (partikuläre) Lösung. Der Fehler ist dadurch entstan­
den, daß Sie beim Bestimmen der Ci(x), i = 1, Z, keine neuen 
Konstanten addiert haben. 
Korrigieren Sie Ihren Fehler! -----+ 100 B 

Die L6sung des inhomogenen Systems nach der Methode der Varia­
tion der Konstanten führen wir gemeinsam durch. Denken Sie bei 
jedem Schritt genau mit! 
Man betrachtet AI und Az als Funktionen von t und bildet die 
ersten Ableitungen: 

x = A (t)e Zt + A (t)e3t 
I 2 

Y = _ZA I (t)e2t - Az(t)e3t ; 

X AI(t)e Zt + ZAI(t)e Zt + A2 (t)e3t + 

y = _ZAI(t)e Zt - 4AI (t)e Zt _ Az (t)e3t 

3A 2 (t)e3t 

3t - 3A 2 (t)e • 

x, y, x, y werden in das gegebene System eingesetzt. Nach 
Zusammenfassen entsteht das Gleichungssystem: 

. 
Das ist ein Gleichungssystem, aus dem die Unbekannten AI und 
A2 ermittelt werden. 

Ä = 2e- t . Ä 
I ' 2 

-Zt = -2e . 
Ermitteln Sie die Konstanten AI und A2 und geben Sie die allge-
meine Lösung des Systems an! -----+ 103 B 

- 99 -

99A 

998 

99C 



100 A Die allgemeine Lllsung heißt 

y Ale t + A2 e- t + A3 cos t + A~sin t 

t -t z = Ale + A2 e - A3 cos t - A~sin t 

z = Biet + B2 e- t + B3 cos t + B~sin t. 

Sie werden bemerkt haben, daß keine zusä.tzliche Schwierigkeit 
auftritt, wenn es sich um Dgln. hllherer Ordnung handelt. Wir 
wollen daher diesen Fall nicht besonders üben. 

In einem nächsten Abschnitt kommen wir zu inhomogenen Systemen 
von Dgln. mit konstanten Koeffizienten. 
Schauen Sie sich dazu zunächst ein Beispiel an! -----.... 99 A 

100 B Wie lautet Ihr Ergebnis? 
x = -1, Y = t -----.... 99 B 

t -t t-t x = Cle + C2e - 1, Y = -Cle + C2e + t -----.... 102 D 

Sie haben kein oder ein anderes als hier angegebenes 
Ergebnis. -----.... 102 A 

100 C Die allgemeine Lösung des zugehörigen homogenen Systems lautet 

-y 

Bevorzugen Sie zur Bestimmung der allgemeinen Lösung des 
inhomogenen Systems 
das Verfahren der Variation der Konstanten? -----.... 102 C 
die Ansatzmethode? -----.... 103 C 

100 D Die Ergänzungen müssen lauten: 

2A e- 2t / A -' -2t + 2A e- 2t 
2 I A2 e 2 

- 100 -



Die Lösung des inhomogenen Systems nach der Ansatzmethode be­
stimmen wir gemeinsam. Sie werden feststellen, daß es sich im 
Vergleich zu inhomogenen Dgln. mit konstanten Koeffizienten um 
nichts Neues handelt, solange keine Resonanz vorliegt. Das gege­
bene System war 

x - 4x - Y = 0 
y + 2x - Y = _Zet. 

In einem System mit zwei Gleichungen treten zwei Störfunktionen 
auf. In unserem Fall sind gl (x) = 0 und g2 (x) = _Ze t • 
Da die Lösung aus zwei Funktionen besteht, benötigen wir für 
jede Funktion x(t) und y(t) einen Ansatz. Diese Ansätze rich­
ten sich nach der Summe der beiden Störfunktionen, sie unter­
scheiden sich nur in den zu bestimmenden Koeffizienten. Es wird 
für x(t): ndt) Dle t und ;'dt) Dlet, 

y(t): n2(t) = D2et und ;'2(t) D2et • 

11 1 (t) und ;'1 (t) werden für x(t) bzw. x(t) in beide Gleichungen 
des Systems eingesetzt, n2(t) und ;'2(t) für y(t) bzw. y(t). 
Zusammengefaßt und durch et dividiert entsteht 

-3D I - D2 = 0 
2D I • -2. 

Ermitteln Sie aus' diesem Gleichungssystem D1 und D2 und geben 
Sie die allgemeine Lösung des Systems an! -----+ 103 B 

Ohne Schwierigkeiten müßten Sie als allgemeine Lösung des zu­
gehörigen homogenen Systems ermittelt haben: 

x A1 e2t + A2e3t 

Y -ZA e2t 3t 1 A2e. -----+ 101 C 

Ist das nicht der Fall, dann empfehlen wir Ihnen, den ersten 
Abschnitt nochmals durchzuarbeiten! -----+ 98 A 

Bevorzugen Sie zur Bestimmung der allgemeinen Lösung des inho­
mogenen Systems das Verfahren der Variation der Konstanten, 
welches immer zum Ziel führt, -----+ 99 C 
oder wollen Sie die Ansatzmethode wählen, die zwar häufig weni­
ger Aufwand erfordert, aber nicht immer anwendbar ist. 

-----+ 101 A 

- 101 -

101 A 

101 B 

101 C 



I02A Ihr Ergebnis ist falsch. Wir lösen ein inhomogenes System von 
Dgln. gemeinsam. 

x + x - y = 0 

t - x ~ y • 8e2t • 
Lösen Sie zunächst das zugehörige hc~o~ene System! -----+ 100 C 

102 B Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems 

x + y = t 

102C 

Y + x = O. 
Qberprüfen Sie, ob Sie richtig gerechnet haben! -----+ 100 B 

Beim Verfahren der Variation der Konstanten betrachten wir die 
Konstanten Al und A2 in der allgemeinen Lösung des zugehörigen 
homogenen Systems als Funktionen von t: 

x .. Al(t) + A2 (t)e- 2t 

y • Al (t) - A2 (t)e- 2t 

Zunächst benötigen wir die ersten Ableit~ngen von x und y: 

· x • 

· y .. ---- 100 D -, 
I 
I 

+-
x, y, x, y werden in das gegebene System (aus 102 A) eingesetzt. 
Aus dem entstehenden Gleichungssystem werden Al und A2 bestimmt. 
Nach Integration erhalten wir für 

Al- ______ _ 
und A2= ______ _ 

Durch Einsetzen von Al und A2 in den Ansatz erhalten wir die 
allgemeine Lösung des inhomogenen Systems. Sie lautet 

x • 

y"'----------
Vergleichen Siel -----+ 104 C 

102 [) Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie nun das DgI.-System 

X .. 3y - x + oe- t 

· y = y + x + 8. 

Vergleichen Sie! -----+ 104 B 

- 102 -



Ihr Ansatz 
für x(t): 

y (t) : 

muß lauten 
nj (t) ~ Aj e- 2t + 

-2t nz(t) • Aze + 

Damit sind Sie sicher in der Lage, die Aufgabe zu Ende zu 
lösen. -----+ 104 B 

Sie werden erhalten haben 

x = C eZt + j C e3t _ 
z e t 

y = -2C e2t j - C e3t z + 3et • 

Jetzt müßten Sie in der Lage sein, nachfolgende Aufgaben 
selbständig zu lösen. -----+ 102 B 

Zum Aufstellen des Ansatzes für eine partikuläre Lösung des 
inhomogenen Systems (aus 102 A) müssen wir beide Störfunktionen 
berücksichtigen. Es sind 

gj(t) ·0, gz(t). 8e 2t • 
Also lautet der Ansatz 

nj (t) 

nz (t) = 

Werden n l und nz differenziert, ergibt sich 
nl (t) • ________ _ 

und 

---- 104 D-, 
\ 
I .. '" 

nl , nz ' nl und nz werden in das gegebene System von Dgln. ein­
gesetzt,und beide Gleichungen werden durch e2t dividiert: 

• 0 

• 8. 

Wir erhalten sofort D1 • 

Lösung des Systems 

x • AI + Aze-Zt + 

y • AI - Aze- Zt + 

Vergleichen Sie! 

und die allgemeine 

-----+ 104 A 

- 103 -
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I04A 

104B 

104C 

1040 

104E 

Sie müssen folgendes ergänzt haben 

ZDle Zt / ZD eZt z / ~Dl- Dz / -D l + 3D z / 
eZt / 3eZt • 
Lösen Sie nun die begonnene Aufgabe noch einmal! 

Lautet Ihr Ergebnis 

x • CleZt + C -Zt ze + Ze- t _ 6, 

Y • Cle Zt 1 
- !CZe 

-Zt - e -t - Z, 

dann haben Sie richtig gerechnet. 
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis. 
Haben Sie 
mit der Ansatzmethode gearbeitet? 

die Variation der Konstanten angewendet? 

Sie müßten wie folgt ergänzt haben 

ZeZt + Cl / _e4t + Cz / Cl + Cze- Zt + eZt 

Cl - Cze- Zt + 3eZt • 

/ 

Lösen S,ie die vorhin begonnene Aufgabe noch einmal! 

Die Ergänzungen müssen lauten 
Zt Zt DIe / Dze • 

Die Lösung der Dgl. ist 

x • Clet + cze Zt + c,e- Zt • 

/ 3 / 

-----+ 10Z B 

-----+ 106 B 

-----+ 103 A 

-----+ 106 A 

-----+ 10Z B 

Damit können Sie nun aus dem gegebenen System y • y(t) und 
z • z(t) ermitteln. Es läßt sich sofort aus der ersten Dgl. des 
Systems z • z(t) bestimmen. 

109 B -----+ 110 A 

- 104 -



11. ZurUck!Uhrung eines Systems von n linearen Differentialglei­
chungen erster Ordnung in n Funktionen mit konstanten Koef­
fizienten auf eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funktion. 

Wir betrachten das System vo~ n Dgln. 

y~ • allYl + a 1 tY t + + atnYn + g 1 (x) 

y~ • allYl + attY t + + atnYn + g t (x) 

y' • n an1 Yl + antYt + ... + annYn + in (x) 

mit Yi • Yi (x), i • 1, 2, . . .. , n • 

Ein solches System kann gelöst werden, indem eine zu diesem 
System äquivalente Dgl. n-ter Ordnung aufgestellt und diese dann 
gelöst wird. n ist die Summe der Ordnungen der Gleichungen. 
Lösungsweg: 

- Wir differenzieren eine (beliebige) Dgl. des Systems nach 
der unabhängigen Variablen. 

- In der differenzierten Gleichung werden die Ableitungen 
der unbekannten Funktion bzw., wenn notwendig, die unbe­
kannte Funktion selbst mit Hilfe anderer Gleichungen des 
Systems ersetzt. 

Ziel dieser Umformungen ist es, durch endlich viele Wiederholun­
gen der beiden Schritte eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funk­
tion zu erhalten. 
Zwischen der Lösung eines Systems linearer Dgln. erster Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten und der Lösung der aus dem System 
entwickelten linearen Dgl. höherer Ordnung mit konstanten Ko­
effizienten besteht .Äquivalenz. Davon aus'gehend ist es auch 
möglich, aus der Lösung der Dgl'. höherer Ordnung die Lösung des 
Systems zu gewinnen. -----+ 107 A 

Haben Sie 

yf-) • 2yy - Yl + 17 -----+ 107 C 

yf-) • 3Y1 + 20 - 4Yl - 4y, -----+ 106 D 

ein anderes oder kein Ergebnis? -----+ 108 A 

-105 -
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106 A Vergleichen Sie mit folgenden Zwischenergebnissen: 

).1,2 • :l:Z; 

106B 

106C 

A1 (t) c _3e- Zt - }e-3t + Cl; 

A2 (t) • _3e Zt + jet + Cz. 

Vergleichen Sie dann erneutl -----+ 104 B 

Ihr Ergebnis ist richtig. Lösen Sie nun die fOlgenden Aufgaben 
und geben Sie diese beim Betreuer ab! 

1. ~ + 7y - z .. 0 

~ + Zy + Sz • 0; 

2. x + 2y • e- t 

y + Zx • et • 

Damit sind Sie am Ende des ersten Abschnittes über Systeme von 
linearen Dgln. angelangt. 

Wenn Sie sich noch mit der Oberführung von Systemen linearer 
Dgln. mit konstanten Koeffizienten in eine Dgl. höherer Ordnung 
beschäftigen wollen, dann -----+ 105 A 

Sie haben zwar eine Dgl. dritter Ordnung erhalten, in dieser 
sind jedoch noch alle drei Funktionen enthalten. Mit Hilfe 
einer Dgl. des gegebenen Systems muß erreicht werden, daß nur 
noch eine Funktion und deren Ableitungen in der Dgl. enthalten 
sind. ----~+ 109 C 

106 [) Die Aufgabe ist noch nicht vollständig gelöst. Beachten Sie: 

106 E 

In der Dgl. höherer Ordnung darf nur noch eine der gesuchten 
Funktionen enthalten sein. Ersetzen Sie deshalb y. mit Hilfe 
der zweiten und ersten Gleichung des gegebenen Systems und ver-
gleiChen Sie danach erneut! -----+ HO C 

Beachten Sie, daß zu einem DgI.-System 3. Ordnung eine Dgl. 
3. Ordnun~ äquivalent ist. Differenzieren Sie also noch einmal 
und ersetzen Sie! -----+ 109 C 
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Wir rechnen Ihnen ein Beispiel vor. Gesucht ist die Dgl. höherer· 107 A 
Ordnung in y(x), die dem folgenden System äquivalent ist: 

y' .. z + x 
z' .. y mit Y" y(x), z· z(x). 

Lösungsweg: Wir differenzieren die erste Gleichung, erhalten 
y" .. z' + 1 und ersetzen hierin z' durch die zweite Glei­
chung des gegebenen Systems. 
Es entsteht y" = y + 1. 
y" - y = 1 ist eine inhomogene Dgl. mit konstanten Koef­
fizienten. Diesen Typ von Dg1n. können Sie aber bereits 
lösen. Wir möchten hier darauf verzichten. -----+ 107 B 

Ermitteln Sie die DgL höherer Ordnung mit der unbekannten 
Funktion YI' die dem folgenden 

;i : ~;I + 4y, - 3 } 
y~ .. y~ 

y~ .. 5 - YI - y, 

Vergleichen Sie! 

System äquivalent ist: 

mit Yi = Yi(x), 
i·l,2,3,4. 

-----+ 105 B 

1078 

Ihr Ergebnis ist richtig. Führen Sie nun das folgende Gleichungs- 107 C 
system auf eine Dgl. dritter Ordnung zürück! Es ist Ihnen über-
lassen, für welche der gesuchten Funktionen Sie die Dg1. höhe-~ 

rer Ordnung aufstellen. Oberprüfen Sie anschließend Ihr Ergeb-
nis! 

· x 

· y .. 

· z 

x (t) 

.. y(t) 
z (t) . -----+ 

Die Dgl. dritter Ordnung zum angegebenen System lautet. 

~ - i - 4x + 4x = o. 
Bestimmen Sie nun die allgemeine Lösung x(t) dieser Dg1. 

109 C 

-----+ 104 E 
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108A 

108 B 

108e 

Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. Wir rechnen 
Ihnen die Aufgabe schrittweise vor. Gesucht war die Dgl. höherer 
Ordnung in Y1' die folgendem System äquivalent ist: 

y~ = Y2 } 
Y2,' = 3Y 1 + 4Y 3 - 3 

mit Y1" Y 3 Y ~ 
Y~ 5 - Y1 - Y3 

Lösungsweg: Differenzieren der ersten Gleichung: 

y;' = y~. 

Ersetzen von Y~ mit Hilfe der zweiten DgI.: 
y~ = 3Y 1 + 4Y 3 - 3. 

Differenzieren dieser DgI.: 

Y;" = 3y; + 4y;. 

Ersetzen von Y; mittels der dritten DgI.: 

Y~' = 3y; + 4y~. 

Differenzieren dieser DgI.: 

y~4) = 3y~ + 4y~. 

Ersetzen von Y~ mit Hilfe der vierten DgI.: 

yf4) = 3y~ + 20 - 4Y1- 4Y3' 

1, 2, 3, 4. 

Hier muß noch 4Y3 ersetzt werden. Das geschieht, indem die 
Dgl. Y~ = 3y 1+ 4y, - 3 verwendet wird. 

Führen Sie das aus und vereinfachen Sie! -----+ 110 C 

Sie haben ein falsches Ergebnis. Beachten Sie, daß in der Dgl. 
höherer Ordnung nur eine der Funktionen enthalten sein darf 
(in" unserem Fall y(x)). -----+ 110 D 

Ihr Ergebnis ist falsch. Offenbar bereiten Ihnen Aufgaben dieses 
Typs noch große Schwierigkeiten. Bestimmen Sie deshalb zunächst 
die zu folgendem System äquivalente Dgl. höherer Ordnung in y(x). 
Arbeiten Sie gewissenhaft! 

y' = y - z } 
z' = 4y - 3z mit y y(x), z = z(x). 

Vergleichen Sie! -----+ 110 D 
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Haben Sie als Ergebnis yr' = Yl + Y1 ermittelt? 
Ja -----+ 107 C 
Nein; dann ist das schon die zweite Aufgabe, die Sie nicht 
sofort lösen konnten! Offensichtlich beherrschen Sie das Lö­
sungsverfahren noch nicht. Es ist vorteilhaft, wenn Sie sich 
noch einmal mit diesem Abschnitt beschäftigen! -----+ 105 A 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Systems von Dgln. 

x + 

-2x + 

2x + 

z } 2z 
y 

mit x = x(t), 
y y(t), 
z = z (t) , 

indem Sie zunächst eine Dgl. 3. Ordnung in x herstellen! 
Vergleichen Sie! -----+ 107 D 

Haben Sie 
das richtige Ergebnis x = 3x 

oder ~ = 3y oder Y = 3z 
als Zwischenergebnis 

x = x + 3x - 2y + z 
oder ~ = ; + 3y - x ~ z 
oder 'z' -2z 

. 
+ 2; = - x 

X x + y + 2z oder 
oder z -2z - x + 2y 

y 

kein oder ein anderes Ergebnis? 

-----+ 109 B 

-----+ 106 C 

y + x - z 
----- .... 106 E 

-----+ 108 C 

Sie haben sich beim Zusammenfassen der Terme verrechnet. 
Berichtigen Sie den Vorzeichenfehler und vergleichen Sie 
erneut! -----+ 110 D 
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110 A 'Die allgemeine LBsung des Systems von Dgln. lautet 

IIOB 

IIOC 

x = 
y 

z = 

c1 e t + 

-2C et 
1 

C e2t _ 
2 

Ermitteln Sie die 
der Funktion Yl = 
a) Y~ Y2 

+ e- 2x 

Y~ = Y 1 - Y 2 j 

-----+ 

entsprechenden Dgln. hBherer Ordnung mit 
Y 1 (x) • 

b) Y~ z Y2 - Y, c) Y~ Y2 

Y~ ,. Y, - Y1 Y~ Y, + Y2 

Y; Y1 - Y z j Y; Y, 
Y~ Y, + Y l' 

wobei Yi = Yi(x), i = 1,2,3,4. 

110 B 

Geben Sie die geforderten Aufgaben bei Ihren Betreuer ab! 

Damit sind Sie am Ende des Programms GewBhnliche Dgln. ange­
kommen. 

Sie müssen erhalten haben 

yf') = 2y~ - Y1 + 17. 

Bestimmen Sie nun die zu folgendem System äquivalente Dgl. 
in Yl(X), Arbeiten Sie gewissenhaft! 

11 a Y2 } 
y~ z 11 + y, mit Yi = Yi(x), i 
Y; Yl 

1, 2, 3. 

---.--+ 109 A 

110 0 Welches Ergebnis haben Sie? 
yn y' _ 4y + 3z -----+ 108 B 
yn = 2y' _ y -----+ 109 D 

yn + 2y' + Y ,. 0 -----+ 107 C 
Sind Sie zu keinem der angegebenen Ergebnisse gekommen, 
dann haben Sie offensichtlich sehr oberflächlich gearbeitet. 
Die Aufgabe ist nicht viel schwieriger als das Beispiel in 
107 \. Sie müssen dann nur, noch mit Hilfe der ersten Gleichung 
des Systems 3z ersetzen. 107 A, 
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Hinweise für den Lehrenden 

Dieses Obungsprogramm schließt an das Obungsprogramm "Gewöhnli­
che Dgln. erster Ordnung" an, setzt aber nicht unbedingt das 
Durcharbeiten des ersten Obungsprogramms voraus. 

Die Arbeit mit dem vorliegenden Obungsprogramm erfordert den 
selbst1lndigen Erwerb der theoreti'sch~ Grundlagen bzw. das Hören 
einer Vorlesung zum Stoffkomplex "Gewöhnliche Dgln. höherer 
Ordnung". Es ist so aufgebaut, daß es an Stelle der Obungen im 
Selbststudium eingesetzt werden kann. Dabei erwies es sich als 
zweckmäßig, die selbständige Arbeit der Studenten mit dem .Dbullgs­
programm durch Konsultationen zu unterstützen und zu kontrol­
lieren. Für die einzelnen Abschnitte ergaben sich auf Grund bis­
heriger Erfahrungen folgende Durcharbeitungszeiten (in Minuten): 

- Dgln., die sich durch Reduktion der Ordnung lösen lassen 180' 
- Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten 90' 
- Inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten 

Ansatzmethode 210' 
Variation der Konstanten 90' 

- Die Eulersche Dgl. 150' 
- Systeme von linearen Dgln. mit konstanten Koeffizienten 

Lösung von Systemen linearer Dgln. mit konstanten Koef-
fizienten 150' 
Zurückführung eines Systems von n linearen Dgln. erster 
Ordnung in n Funktionen mit konstanten Koeffizienten auf 
eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funktion 45' 

Der Abschnitt "Dgln., die sich durch Reduktion der Ordnung lösen 
lassen", ist nicht Voraussetzung für das Durcharbeiten der fol­
genden Abschnitte. 

Die Abschnitte "homogene" und "inhomogene lineare Dgln. mit kon­
stanten Koeffizienten" und "Eulersche Dgln." bilden eine Einheit. 
Der Abschnitt "Eulersche Dgln." kann dabei ohne weiteres über­
sprungen werden. Auch die Lösungsmethode "Variation der Konstan­
ten" für inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten 
muß nicht unbedingt durchgearbeitet werden. 
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Für das Lösen von Systemen linearer Dgln. mit konstanten Koeffi­
zienten werden Voraussetzungen aus den Abschnitten "homogene" 
und "inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten" 
(Ansatzmethode) benötigt. Der zweite Teil dieses Abschnittes 
kann ebenfalls übergangen werden. 

Auf die Herleitung von Dgln. wird hier nicht eingegangen, da 
dies bereits auch für Dgln. höherer Ordnung im Obungsprogr~mm 
"Gewöhnliche Dgln. erster Ordnung" unter "Grundbegriffe und Her­
leitung einer Dgl." behandelt wur<Ie. 

Die im Programm enthaltenen Aufgaben treten in unterschiedlichen 
Funktionen auf: 

- Aufgaben, deren Lösungen nach dem Prinzip der Konstruk-
tionsauswahlantworten vorgegeben werden; 

- vorgerechnete Beispiele; 
- Obungsaufgaben, deren Lösungen angegeben werden; 
- Aufgaben (zur Leistungskontrolle), mit deren Hilfe die 

Studenten ihre Leistungen selbst kontrollieren und be­
werten können; 

- Kontrollaufgaben, deren Lösungen beim Betreuer abzugeben 
sind. 

Mit diesem Programm liegt die dritte Oberarbeitung eines program­
mierten Obungsmaterials vor, das entstanden ist nach Erprobungen 
der vorhergehenden Fassungen mit Studenten der Grundstudienrich­
tungen Maschineningenieurwesen und Physik sowie Lehrerstudenten 
der Fachrichtungen.Mathematik/Physik und Physik/Mathematik der 
Technischen-Hochschule Karl-Marx-Stadt. 

Kritische Hinweise und Vorschläge zur weiteren Verbesserung des 
Obungsprogramms nehmen wir gern entgegen. 
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