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Das Ubungsprogramm richtet sich vorwiegend an:

Studierende ingenieurwissenschaftlicher, naturwissenschaftli-
cher, tkonomischer und agrarwissenschaftlicher Fachstudienrich-
tungen. Das Obungsprogramm wurde entwickelt, um die mathemati-
sche Ausbildung im Grundstudium der.genannten Fachstudienrich-
tungen zu unterstlitzen. Es besteht auch die M8glichkeit, das
Obungsprogramm bei der Ausbildung von Lehrern einzusetzen.

Voraussetzungen fiir die Abarbeitung
des Ubungsprogramms

- Sicheres Beherrschen der Rechengesetze im Bereich der reellen
und komplexen Zahlen, insbesondere der Anwendung der Potenz-
und Logarithmengesetze.

- Fertigkeiten beim L8sen von algebraischen Gleichungen, bei
der Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren und bei Partial-
division sowie beim L&sen von linearen Gleichungssystemen.

- Kenntnisse aus der Differentialrechnung, insbesondere die
Differentiationsregeln und die Ableitungen der elementaren
Funktionen.

- Fertigkeiten beim L&sen.von Integralen.

- Fertigkeiten beim L8sen von gewBhnlichen Differentialglei-
chungen erster Ordnung, insbesondere solcher, die sich durch
Trennung der Veridnderlichen lésen lassen, von Ahnlichkeits-
differentialgleichungen und linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung. Diese Fertigkeiten konnten Sie sich z.B. beim
Durcharbeiten des Heftes 6 dieser Reihe erwerben.

- Grundkenntnisse {iber gewdhnliche Differentialgleichungen h&éhe-
rer Ordnung, wie sie in Vorlesungen und Lehrbiichern geboten
werden.

Hilfsmittel fiir die Arbeit mit dem Ubungs-
programm sind

- Nachschrift

- Lehrwerk "Mathematik fiir Ingenieure, Naturwissenschaftler,
Ukonomen und Landwirte"

- Formelsammlung.
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Zielstellung

Das vorliegende Ubungsprogramm soll die Erarbeitung des Stoff-
gebietes "Gewdhnliche Dgln. hdherer Ordnung' unterstiitzen und
béi Thnen Fihigkeiten und Fertigkeiten beim L&sen von

- Dgln. durch Reduktion der Ordnung,

- homogenen und inhomogenen linearen Dgln. mit konstanten
Koeffizienten,

- Eulerschen Dgln.,

- Systemen linearer Dgln. mit konstanten Koeffizienten

entwickeln und Sie mit der Méglichkeit vertraut machen,

- Systeme linearer Dgln. mit konstanten Koeffizienten durch Zu-
rlickfiihrung dieser Systeme auf Dgln. hherer Ordnung zu 18sen.

Daraus ergeben sich fiir die einzelnen Abschnitte folgende
Teilziele: Sie werden

- die Fihigkeit erwerben, Dgln. hSherer Ordnung, die sich nach
Reduktion der Ordnung 18sen lassen, zu erkennen, und sich
Fertigkeiten beim Lésen dieser Aufgaben aneignen,

- sichere Kenntnisse iiber die Struktur der L8sung einer Dgl.
hsherer Ordnung erwerben und die Begriffe "allgemeine L3sung"
und "spezielle Lsung" beherrschen,

- in die Lage versetzt werden, homogene lineare Dgln. mit kon-
stanten Koeffizienten zu 18sen (ayf mehrfache komplexe L&sun-
gen der charakteristischen Gleichung wird nicht eingegangen),
und Fertigkeiten erwerben, fiir spezielle inhomogene lin€are
Dgln.vmit konstanten Koeffizienten entsprechende Ansitze auf-
zustellen, um die L5sungen dieser Dgln. zu bestimmen. AuBer-
dem sollen Sie mit der Methode der "Variation der Konstanten'

als L8sungsmethode fiir derartige Dgln. vertraut gemacht werden,

- sich die F#higkeit aneignen, Eulersche Dgln. zu erkennen, und
Fertigkeiten flir das Ldsen derartiger Aufgaben erwerben,
- sich Fihigkeiten beim L8sen von Systemen linearer Dgln. mit

konstanten Koeffizienten aneignen und mit der M8glichkeit ver-
traut gemacht' werden, ein System von n linearen Dgln. mit kon-
stanten Koeffizienten mit n Funktionen auf eine Dgl. n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten in einer Funktion zurilick-
zufiithren.
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Anleitung zur Arbeit mit dem Ubungsprogramm

Die Arbeit mit dem Ubungsprogramm soll es Ihnen ermdglichen,

daB Sie Ihre Kenntnisse iiber Dgln. htherer Ordnung festigen und
Fihigkeiten sowie Fertigkeiten fiir das L&sen von Aufgaben eini-
ger Klassen dieses Typs erwerben.

Sie werden diese Aufgabe erfolgreich meistern, wenn Sie ehrlich
arbeiten und stets aktiv mitdenken. Beschreiten Sie deshalb den
fiir Sie durch Ihren jeweiligen Kenntnisstand bestimmten Weg.

Zur Fithrung durch das Programm werden folgende Symbole verwendet:

————— + 9A bedeutet: weiterarbeiten auf Seite 9, Abschnitt A.
————0A ——, Studieren Sie den Programmschritt 9A und kehren
- Sie dann, unabhiingig von der Steuerung in 9A, zu

dem eben bearbeiteten Programmschritt zuriick.
=== OA -+ 12A Studieren Sie 9A und gehen Sie dann, unabhingig
von der Steuerung in 9A, zu 12A tiiber.
Flihren Sie die Ihnen im Programm erteilten Auftrige gewissenhaft
aus! Erginzen Sie die fehlenden Begriffe! Sie erkennen diese
Leerstellen durch Liicken der Form _ _ .

Lésen Sie die Ihnen gestellten Aufgaben selbstdndig und schauen
Sie erst danach zur LOsung! Fertigen Sie auch die beim Betreuer

abzugebenden Aufgaben selbstidndig an!

Gehen Sie erst dann zum nichsten Programmschritt iiber, wenn Sie
wirklich alles verstanden haben. Sollten Ihnen bei der Arbeit
Fehler unterlaufen, dann korrigieren Sie diese bitte sofort ent-
sprechend den gegebenen Hinweisen. Auch dann, wenn es einmal
schwerfillt, ist es besser, selbstindig zu arbeiten. Sie sollten
deshalb m8glichst wenig Hilfen in Anspruch nehmen. Falls Sie un-
ter Anleitung arbeiten, wenden Sie sich erst dann an Ihren Be-
treuer, wenn Sie selbst nicht mehr weiterkommen.

Fiir Ihre eigenen Notizen und Rechnungen verwenden Sie bitte ein
Arbeitsheft. Wenn Sie dieses Heft sauber und tibersichtlich ge-
stalten, kann es Ihnen spiter als Nachschlagewerk dienen. Aufler-
dem fordert es Ihr bewuBites Lernen, indem Sie die Fragen, die
Sie sich stellen, und die SchluBfolgerungen, die Sie ziehen,
dort festhalten.

Beginnen Sie mit dem Durcharbeiten im Programmschritt 7A!

Wir wiinschen Thnen fiir die Arbeit Freude und viel Erfolg!
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Einige Sonderfélle von Differentialgleichungen
héherer Ordnung

Hat die Dgl. n-ter Ordnung die Form 7A

F(X; ¥Y'5 Y"5 «ee y(n)) =0 m

d.h., y(n) ist die h8chste existierende Ableitung und y tritt
nicht auf, dann fihrt die Substitution

y' = z(x) zur Erniedrigung der Ordnung.

Aus y' = z(x) entsteht durch Differentiation
y"' o= z'(X), ..i, y(“) = z(n'”(X).
und nach dem Einsetzen in die Dgl. (1) erhi#lt man
F(x; z; 2'; «.o3 z(n'l)) =0 .
Damit ist eine Dgl. von (n-1)-ter Ordnung in z(x) entstanden.
Schauen Sie sich zunichst ein Beispiel an! = ----- + 7B

Die allgemeine L8sung der folgenden Dgl. 2. Ordnung ist zu 7B

bestimmen:
xy" - y' =x%%; x#0.

L8sungsweg: Da die abh#ngige Variable y in der Dgl. nicht auf-
tiitt, erhilt man durch die Substitution y' = z(x) und
damit y" = z'(x) eine Dgl. 1. Ordnung:
xz' - z = x2eX, (2)

Das ist eine inhomogene lineare Dgl. (1. Ordnung), die
z.B. durch Variation der Konstanten gel8st werden kann.
Die allgemeine L8sung von (2) ist

z = (ex + C)x .

Da y' = z(x) ist, ergibt sich daraus die Dgl.

y' = (e* +C)x .

L8sen Sie diese Dgl. selbstidndig und vergleichen Sie!----- + 8G
Bestimmen Sie die allgemeine L3sung der Dgl. 7C
y' =1 +x? ey, wececs 10B



8A

8B

8C

8D
8E

8F

8G

Lésen Sie jetzt die Dgl.
xy"lnx=y', x>0;x#1.  =----- + 10A

Ihr Ergebnis ist falsch! Sie haben zwar richtig erkannt, daf
nach der Substitution y' = z(x) die entstehende Dgl. eine
lineare Dgl. ist, haben jedoch nur die zugeh8rige homogene

Dgl. gel8st und dann schon die Ricksubstitution vorgenommen.
Lésen Sie die gestellte Aufgabe noch einmal! = =  ----- + 7C

Ihr Ergebnis ist falsch.

Nach der Substitution haben Sie eine inhomogene lineare Dgl.
erhalten. Nachdem Sie die zugehdrige homogene Dgl. geldst
haben, fiihrten Sie die Rilcksubstitution aus, ohne zun#chst
die allgemeine L8sung der inhomogenen Dgl. zu bestimmen.
Korrigieren Sie diesen Fehler und vergleichen Sie erneut!

----- + 10C

Ihr Ergebnis ist richtig. @ cceeo + 8E
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl.

Q+ex¥y"+2xy' =x* . eees + 10C
Wenn Sie das richtige Ergebnis
y =C, cos x - x +C, habea . ===-- + 8E
Falls Sie nicht zu diesem Ergebnis gelangt sind, arbeiten
Sie diesen Abschnitt noch einmal grtindlich durch!  ----- + TA
Durch Integration beider Seiten erhielten Sie sicher
y=eXx - 1) + K;x? + K5 (K, = % ¢,) .

L8sen Sie nun die folgende Aufgabe! @ -=---- + 7C



Da Sie keines der angegebenen Ergebnisse erhalten haben, 9A
rechnen wir IThnen die Aufgabe vor. Zu bestimmen war die
L8sung der Dgl. y" = 1 + x2 + y',
Lésungsweg: y' = z(x); y" = z'(x);
z' -z =1 + x?%; 3

z2' <z =0

J %5 = [ dx ==> z = Ce¥;

z = C(x)e"; (4)

z' = C'(x)e* + C(x)e¥. 5)
(4) und (5) werden in (3) eingesetzt, und es entsteht
C'(x)e* =1 + x?, d.h. C'(x) = (1 + x¥)e ",

Um C(x) zu erhalten, ist eine zweifache partielle
Integration notwendig.

C(x) = -3¢ - x2e™* - 2xe”* + C,.

Einsetzen von C(x) in den Ansatz z = C(x)ex ergibt
z = -3 - x? - 2x + C,e¥,
Rickgidngigmachen der Substitution y' = z(x):

Y Yt o ___
Vergleichen Sie Ihre Ergdnzungen! oo + 10D
Thr Ergebnis ist richtig. = =---- + B8A 9 B
Die L8sung der vorgegebemen Dgl. ist 9C

y = g cosh(Ex +C) + Cz,

Haben Sie diese? Ja  =e--- + 13A
Nein, dann beachten Sie: Die als
Zwischenergebnis entstehende Dgl.

z'(x) = ﬁlﬂ + z2 148t sich durch Trennung der Variablen

18sen. Dabei entstehen nur Grundintegrale. L3sen Sie die
Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie mit dem oben angegebe-
nen Ergebnis!



I0A

Haben Sie das richtige Ergebnis y = C,(x 1In x - x) + C,,

dann 18sen Sie noch eine Dgl., die aus einer praktischen

Aufgabe entstent!  aaaaa + 11C

Sind Sie zu keinem oder einem anderen Ergebnis gelangt,

dann nehmen Sie folgende Hilfen in Anspruch:

- Nach der Substitution z = y' entsteht eine Dgl. mit
trennbaren Variablen.

- Die L8sung dieser Dgl. ist z = C 1n x.

Rechnen Sie diese Aufgabe nochmals! = ==-=-- + 8A

10B

Vergleichen Sie!

y=x- % x! -x2+Cef+cCc, = —e-e- + 12C
y=¢Ce+cCc,  aeee- -~ 8B
y = -3 -x* - gxP+ c,e¥+c, = aeee- + 8D
y = ‘% x? - x2 - 3x + C;x +C, oder

>'=-%x’-x2+c,x+cz ..... - 12B

10C

Haben Sie y = C,arctanx +C, . ====- + 8C
y = }Qx’ - }x +C, arctan x + C,  ---u- + 9B
keines der angegebenen Ergebnisse @ = = ----- + 12A

10D

Die richtigen Ergénzungen sind:
-3 - x* - 2x + Ce¥ [/ -3x -%x’ - x2 + et ¢+ C,.
L8sen Sie nun die Dgl.

y" tan x = y' + 1, xr‘kfz.k-O,f_h.... ----- -+ 8F
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Die allgemeine L&sung der Dgl. 2y'? = (y - y" mity # 1 ll l\
ist zu bestimmen!

Losungsweg: Die Substitutionen y' = z(y) und y" = z'z werden
in die gegebene Dgl. eingesetzt. Das ergibt
222 = (y - 1)z'z. Daraus folgt 2z = (y - 1)z' und z = 0
(also y = C).
d _ dz .
z I ?‘g'T = ] 7
2 1n|y - 1] = 1n|z| + 1n|C,| mit €, # O;
(y - N? = |Cz];
2] = 24— (v - D2 Mit - = |c,| folgt
G| ICy ]
lz] = |G| (r - D2
Daraus entsteht z = C;(y - 1)2 und wegen z = y' die
Dgl. y' =C,(y - 1)2 , die durch Trennung der Variablen
geldst .wird:

d _ . 1
I I;":z;;j =C, [dx; - y-7T1° Cyx + Cy;

R o
lx 2

Die Lésung y = C ist fiir C, = O in dieser Ldsung enthalten.
Wenn Sie dieses Beispiel aufmerksam durchgearbeitet haben,
werden Sie ohne Schwierigkeiten die nichste Aufgabe selb-

stindig 16sen. ==-a- + 13B
Sie sind nicht zur Losung gekommen. Es ist deshalb ndtig, I IE;
daB Sie das Beispiel grilindlicher durcharbeiten! = ----- + 11A
Die Ki i durchh i
ie Kurve eines durchhingenden Seiles y I I(:

wird durch die Dgl. y" = % V 1+ 92
o

beschrieben, wobei p das Gewicht des Seiles

und H = const > O der Horizontalzug (waage-

rechte Spannkraftkomponente) sind.

L8sen Sie diese Dg1.! —---- + 9C
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12A

Sie sind nicht zum richtigen Ergebnis gelangt. Suchen Sie
selbst die Ursache dafiir, indem Sie folgende Angaben mit Ihrer
eigenen Rechnung vergleichen! Beachten Sie jeden hier gegebenen
Hinweis genau, fiihren Sie die fehlenden Zwischenschritte aus,
und versuchen Sie, zum richtigen Ergebnis zu gelangen.
Allgemeine Losung der zugeh8rigen homogenen Dgl.:

C
1+ x?
Nach Variation der Konstanten lautet die Dgl. zum Bestimmen
von C(x)

zZ(x) =

C'(x) = x*.
Allgemeine L&sung der inhomogenen Dgl. in z(x):
x* + K,
z(x) = ————
4(1 + x?)

Als allgemeine L8sung der gegebenen Dgl. erh#lt man (nach
Polynomdivision)

d

y = % [ [ (x2 - 1) dx + K,f T‘Ii;r] mit XK, = K, + 1.

Lésen Sie noch diese Integrale! = =----- + 10C

12B

12C

12D

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben sicher das Prinzip flr

das Lésen derartiger Dgln. verstanden, waren aber ober-
flichlich beim L8sen der linearen Dgl. erster Ordnung.
Kontrollieren Sie Ihre Rechnung noch einmal! = = ----- + 10B

Ein Summand Ihres Ergebnisses ist falsch. Ihnen ist ein Vor-
zeichenfehler bei der partiellen Integration unterlaufen.
Oberprifen Sie Ihre Rechnung an dieser Stelle und vergleichen
Sie erneut!  ---=- + 10B

Ihr Ergebnis erfilllt die vorgegebene Dgl. nicht. Sie haben
die Logarithmengesetze oder Potenzgesetze falsch angewendet.
Kontrollieren Sie Thre Rechnung!  cca-o + 15A
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Ein zweiter Sonderfall von Dgln. h8herer Ordnung liegt vor, |3A
wenn 'die Dgl. die Form

Fly; y'; y"s .oos vy =0 (5)

hat, d.h., wenn in dieser Dgl. x nicht auftritt. Hier fiihrt
die Substitution

zur Erniedrigung der Ordnung der Dgl. Beim Bilden der ein-
zelnen Ableitungen muB die Kettenregel angewendet werden.
y' = z(y) = 2(y(x))

==> y" = (2(y(x)))' = 2'(Y)y' = z'(y)z mit 2'(y) = %;;
y"' = z2"z2 + (2')2%z mit z' = z'(y) und 2" = z"(y);

)'(4) = zn|23 + 42"2'22 + (zl)3z.
Auf die weiteren Ableitungen wollen wir hier verzichten.
Durch Einsetzen in die Dgl. (5) ergibt sich
F*(y; z3 2'5 ..o z(n-”) =0,
eine Dgl. von (n-1)-ter Ordnung in z(y).
Wenn Sie glauben, diese Methode verstanden zu haben, dann

16sen Sie die erste Aufgabe. = --e-- + 13B
Sie kdénnen sich auch vorher noch ein Beispiel anschauen.

----- + 11A
Bestimmen Sie die allgemeine L&sung der Dgl. yy" - y'2? = 0. |3B
Vergleichen Siet  acaas + 15A
Ihr Ergebnis ist falsch. Sicher haben Sie das richtige |3C

Zwischenergebnis y' = C}|y|. Aber dann haben Sie nicht beach-
tet, daB diese Dgl. du—ch "Trennung der Variablen' zu 18sen

iét. Wiederholen Sie Ihre Rechnungt = -a--- + 168
Ihr Ergebnis ist falsch. Beachten Sie, daB die verbleibende |3D
Dgl. 1. Ordnung durch "Trennung der Variablen" zu 18sen ist
d d
und y' # a—;—, sondern y' = 3% ----- + 15C

- 13 -



14A

14B

14C

Um zum richtigen Ergebnis zu gelangen, geben wir Ihnen

einige Hilfen:

- Erniedrigung der Ordnung durch Substitution ergibt
2yzz' = 22,

- Nach Trennung der Variablen und Integration erhalten Sie

z = CVW;T.

Rechnen Sie die Aufgabe selbstdndig zu Ende! = ----- + 16B
Haben Sie eines der Ergebnisse

y? + 2C,y = -2x + 2C, oder besser y? + K,y = -2x + K,,

dann haben Sie richtig gerechnet. ----- + 17C

Sollten Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen sein, dann
vergleichen Sie Ihre Rechnung mit folgenden Zwischen-
ergebnissen:

[ 2 N = -
Z Z 0; )" mT.

Vergleichen Sie, nachdem Sie die Aufgabe zu Ende geldst haben,

mit den oben angegebenen Ergebnissen!

Ihre partikuldre L8sung muB y = 1 + e* lauten. = ----- >

Sind Sie nicht zu diesem Ergebnis gekommen, dann wollen wir

lhnen helfen. Wir wihlen den zweiten Weg, weil er hier gewisse

Vorteile zeigt.
- Als erstes Zwischenergebnis hatten Sie erhalten z' = C,.
Aus der Substitution y' = z(y) und y" = z'z folgt

z' = %—, also z' = %T.

Mit den Anfangsbedingungen x = O, y = 2, y* = 1 und y" = 1
erhalten wir z' = 1.
Damit wird C, = 1.
- Aus z'(y) = 1 folgt z =y + C,, also y' =y + C,.
Mit den angegebenen Anfangsbedingungen kdnnen Sie nun C.

berechnen und die verbleibende Dgl. noch 18sen.

Vergleichen Sie mit dem oben angegebenen Ergebnis!
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I5A

I15B

Haben Sie
y=¢Ce*-¢c e + 12D
C, x C,x+C,
y = C,e odler y=e ~  ====- + 17D
y=Cyx+cC,  ====- + 16C
kein oder ein anderes Ergebnis erhalten? = = ----- + 11B
Wie lautet Ihr Ergebnis?
lyl = (C,x + €)% oder y =K (x+K)*  ===== + 17B
lyl = +ex v cpr e + 17A
y =¢, Vlylx+c, — —eee- + 13C
Sie sind zu keinem oder einem anderen Ergebnis gelangt.
----- + 14A
Vergleichen Sie!
Gy +y=Cx=+Cy,  e=-e- + 13D
C,x C,x+C,
y = Cye +C, oder y=¢C +e  ----- + 17E
1 C,x+C,C, c . 16A
yoee C,
c,x C, 1 Cix+C,Cy
= Cse - oder y = + Co mmmee + 17F
S 5 :
1 __x+C
=C s e 16E
= Caye :
Sie haben keines der angegebenen Ergebnisse erhalten.----+ 16D

- 1§ -
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16A

16B

16C

16D

I6E

Ihr Ergebnis ist richtig., Fassen Sie die Konstanten so weit
wie méglich zusammen, so daB die allgemeine L8sung in einer

-gut tiberschaubaren Form angegeben wird!

Vergleichen Sie danach erneut! --.==+ 15C

Das richtige Ergebnis lautet
lyl = %(Clx +C,)? bzw. besser
y. = C,(x + C,)? oder |y] = (C;x + C,)?.

Lésen Sie recht sorgfiltig die Dgl. y" - (y')? = O mit y' # O,
Es ist nicht erforderlich, die L8sung in expliziter Form
anzugeben. L meee- -~ 14B

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben zwar die Dgl. 1. Ordnung
richtig geldst und z # C,y bzw. y' = C;y erhalten, haben

aber nicht beachtet, da die verbleibende Dgl. durch "Trennung
der Variablen" zu 1l8sen ist.

Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie erneut!

Da Sie die allgemeine Ldsung nicht bestimmen konnten, geben

wir Thnen folgenden Hinweis: Nach der Substitution miiten Sie
z"z = 0 erhalten haben. Daraus ergibt sich

z" =0 ==> 2z2'=0C, und

z =0 ==> y'=0.

Rechnen Sie die Aufgabe noch eimnmal! = =--=- + 17C

Thre allgemeine L8sung ist falsch. Sie haben das Integral

d
I CT?'%—C: falsch geldst.

Beginnen Sie mit Threr Rechnung an dieser Stelle noch einmal
und vergleichen Sie e€rneut!  ----- + 15C

- 16 -



Ihr Ergebnis ist richtig. Besser wire es, den Faktor % mit

den Integrationskonstanten zu vereinigen, so daB entsteht

17A

17B

lyl= (K,x + K))* mit K = JC, und K, = 7C,.=====> 17C
Ihr Ergebnis ist richtig. = =-=--=- + 17C
Bestimmen Sie die allgemeine Ldsung der Dgl. y'y"' = y"?,

Hinweis: In dieser Dgl. fehlen sowohl x als auch y. Daher
sind die Substitutionen y' = z(x) wund y' = z(y)
méglich. Als weitaus glinstiger erweist sich die Sub-
stitutiony' = z2(y9.  ==ea- + 15C

IThr Ergebnis ist richtig. Ldsen Sie ebenso gewissenhaft
die ndchste Aufgabe. Bestimmen Sie die allgemeine L8sung
der Dgl.

2yy" = yuz‘ ----- + 15B

17C

17D

Ihr Ergebnis ist richtig. Die Konstanten wurden so weit wie
méglich zusammengefaBt, dadurch ist die allgemeine Ldsung in
einer tibersichtlichen Form angegeben worden.

Zu der eben gelSsten Dgl. y'y"' = y"? ist noch die parti-
kuldre Losung anzugeben, die den Anfangsbedingungen y(0) = 2,
y'(0) = 1 und y"(0) = 1 geniigt.

Sie kdnnen dazu entweder die allgemeine L¥sung zweimal diffe-
renzieren, die Anfangsbedingungen einsetzen und aus diesem
Gleichungssystem C;, C, und C, ermitteln oder die Dgl. noch
einmal 18sen und nach jeder Integration mit Hilfe der ent-
sprechenden Bedingung eine Konstante ermitteln. Im zweiten

Fall kdnnen Sie Thre bereits vorhandene Rechnung teilweise
verwenden.  eaeea + 14C

I7E

Ihr Ergebnis ist richtig. Fassen Sie die Konstanten noch
weiter zusammen! = -=-=- + 15C

\2.Borane, II - 17 -
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I8A

Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung

m , (n-1) ,

a,(x)y a1y e ta (X)y =gkx), a(x) #0

heift homogen, wenn g(x) = O ist, andernfalls heift sie
inhomogen. Ist y, (x) eine bereits bekannte spezielle L3sung
der zugehdrigen homogenen Dgl., dann fiihrt der Ansatz

y=vy,x) [z d

zur Erniedrigung der Ordnung.

Aus y =y dx entsteht durch Differenzieren

A =

dx + y,z;
dx + 2yjz + y,z';

< <
i [
< <
T T e
— S Sy Sy

2
z
z
z

" o

~

dx + 3yyz + 3yjz' + y,z";

y™ =y 2 ax + GyP Nz v GyPDa

f e Py By, (7D,

Nach dem Einsetzen der Ableitungen in die gegebene Dgl. ent-
steht eine Dgl. von (n-1)-ter Ordnung in z. Als Kontrolle kann
an dieser Stelle gelten, daR sich alle Summanden, die ein
Integral enthalten, aufheben miissen.

Entscheiden Sie selbst!

Wollen Sie sofort die erste Aufgabe 18sen? @ = = ----- + 18B
Wollen Sie sich zundchst ein Beispiel ansehen? =  ----- + 19A

18B

1I8C

Bestimmen Sie die allgemeine L3sung der Dgl.
xy" - 2y' + (x + %)y = 0, indem Sie zunichst mit Hilfe der

speziellen L&sung y, = x sin x die Ordnung der gegebenen
Dgl. erniedrigen!  aee.- + 20B

Ihr Ergebnis erfiillt die gegebene Dgl. nicht. Sie haben in
Ihrer Rechnung einen Vorzeichenfehler. Korrigieren Sie diesem
und versuchen Sie, zum richtigen Ergebnis zu gelangen.

- 18 -



Zu bestimmen ist die allgemeine L&sung der Dgl. 2. Ordnung |9A

y" + (tan x - 2cot x)y' + 2y cot’x = -sin x tan x, x # %1,
k ganz, wenn y, = sin x eine spezielle L&sung der zugehdrigen
homogenen Dgl. ist.

Losungsweg: Ansatz: y = sin x [ z(x) dx;
y' = cos x [ z(x) dx + z(x) sin x;
y'" = =sin x [ z(x) dx + 2z(x) cos x + z'(x) sin x;
Yy, -y' und y" werden in die gegebene Dgl. eingesetzt:
-sin x [ z dx + 2z cos x + z'sin x
+ (tan x - 2cot x)(cos x [ z dx + z sin x)
+ 2cot?x sin x [ z dx = -sin x tan x.

Die Kontrolle, nach der sich alle Summanden, die ein
Integral enthalten, aufheben milssen, zeigt keinen Fehler
an.

sin x z'(x) + tan x sin x z(x) = -sin x tan x;

z'(x) = -tan x (1 + z). Mit z # -1 folgt

l TQ%—Z = - [ tan x dx.

z = -1+ Ccos x (z =z -1 ist als Spezialfall enthalten).

Dieses Ergebnis fiir z wird in den Ansatz eingesetzt:
y = sin x [ (-1 + C,cos x)dx

y = -x sin x + C;sin?x + C,sin x  ____. + 18B

Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, vergleichen |9B
Sie zundchst die Dgl. nach der Reduktion der Ordnung:

z'sin x + 2z cos x = O.

Haben Sie dieses Zwischenergebnis?

Ja, dann Uberpriifen Sie Ihre weitere Rechnung und vergleichen

Sie erneut!  aeeas + 20B

Nein, dann beherrschen Sie offensichtlich den L&sungsweg noch

nicht und milssen das Beispiel griindlich durcharbeiten.

- 19 -



20A

20B

Da Sie zu keinem Ergebnis gelangt sind, geben wir Ihnen
einige Hilfen:
- Ansatz zur Erniedrigung der Ordnung
Y= = [ zxax.
- Die Dgl. in z(x) lautet

20C

20D

2z
z' o+ m 0.

- L&sen der entstandenen Dgl. durch "Trennung der Variablen".
Rechnen Sie die Aufgabe zu Ende und vergleichen Sie!----- + 20D
Vergleichen Sie!

y = Clx sin x (x - sin x cos x + Cz) ----- + 18C

y = Kxsinx + Kxcosx  o---- + 23F

y = C,x sin x (-cot x + Cz) oder

Yy = x sin x (Kl + K, cotx)  —e--- » 23E
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.---+ 19B
Vergleichen Sie!

y=-CixeXs+cCcx  aeee- + 22C

y=-Cxtecx + 22D
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.---+ 22B
Haben Sie:

c

y==—x & -1 -2 Inlx| + C,x)  ----- + 23C

VAT N I SR LY Y I ' B— » 23B
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.---+ 20A

- 20 -



Lésungen der Obungsaufgaben: 2' A

Iwischenergebnis Endergebnis

1. | z=2C cos x y=-x--1zsin2x+clsinx+cz
2. :=g )'=]1(--+C11nx+c2
3. | z = -cos x + C y = -x sin x + C,x* + C,x
4, Z=———AI )'3+C1y+cz=3x

2 4+ C

y 1
5. z = Ce¥ y = C,x + szex'
6. | 22 =-L 4 C,yt.= 1+ (C,x + C,)2.

yz

Wenn Sie diese Aufgaben richtig geldst haben, dann {iberpriifen
Sie Ihre Leistungen! __... + 23D

Sind Sie jedoch zu anderen Ergebnissen gelangt, so l&sen Sie

die entsprechenden Aufgaben noch einmal! = ----- + 23A
Ihre Erginzungen miissen lauten:
! 21B

= Cyx + C,x3.
x!

L8sen Sie nun noch einmal die Aufgabe, die Sie erst nicht
bew4ltigen konnten! ceean + 22A

Die richtigen Erginzungen sind: 2|C

3x2 [ z(x)dx + x*z  /  6x [ z(x)dx + 6x2z + x°z'.

- 21 -



22A Gesucht ist die allgemeine L8sung der Dgl.

22B

22C

X"+ (x - 2yt + G-y =0,

wenn y, = x eine spezielle LOsung ist. = =----- + 20C

Da Sie nicht zum richtigen Ergebnis gelangt sind, rechnen
wir mit Thnen gemeinsam noch eine Aufgabe. Die dabei auf-
tretenden Liicken sind von Thnen auszufiillen.

;xiy" -xy' +y=0 mit y, =x

Lésungsweg: y = x* [ z dx;

3

Vergleichen Sie zunichst! === 21C ~,

-«
y, y' und y" setzen wir in die Ausgangsgleichung
ein und erhalten nach Zusammenfassung von einigen

Summanden
x'z + %x’z' =0 bzw. z' + 3% = 0.
Trennung der Variablen: z = .

z iny = x3? f z dx eingesetzt, integriert und
zusammengefafit ergibt

Ihr Ergebnis ist richtig.
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl. 2. Ordnung

x(1 - x)%y" = 2y, y, = T‘é—i ist eine spezielle L&sung
der Dg2.  meeea + 20D

22D

Ihr Ergebnis ist falsch. Als Zwischenergebnis haben Sie
sicher 1n|z| = -x + In

C|. Danach ist Ihnen ein Fehler
beim "Entlogarithmieren' unterlaufen. Korrigieren Sie diesen
und vergleichen Sie ernemt! - = =e--- + 20C

- 22 -



Lésen Sie die folgenden Obungsaufgaben:
1. y" +# y'tan x = sin 2x;
2. xX*y" + x?y' = 1;

3. x2y" - 2xy' + 2y = x¥sin x; y,(x) = x ist L8sung der
zugehdrigen homogenen Dgl.

4oyt s 2y = 05
5. x%y" - x(x + 2)y' + (x + 2)y = 0; y,(x) = x;
6. y'y*=1.  eeee- + 21A

23A

Es miiBte Ihnen selbst aufgefallen sein, daB dieses Ergebnis
falsch ist. Sie sind ni#mlich von einer Dgl. 2. Ordnung aus-
gegangen und miBten daher in der allgemeinen L8sung zwei Kon-
stanten haben. Oberlegen Sie sich selbst, an welcher Stelle
Ihnen ein Fehler unterlaufen ist, korrigieren Sie diesen und
vergleichen Sie erneut!  ae--o + 20D

23B

Thr Ergebnis ist richtig. Wollen Sie weitere Obungsaufgaben
18sen, bevor Sie sich einer Leistungskontrolle unterziehen?
Ja. 0000 ee--- + 23A
Nein = -=--- + 23D

L8sen Sie folgende Dgln. (Arbeitszeit 30 Minuten):
1. y"tany - 2y'? = 0;
2.9" - (2x + 3)y' + (2 +3)y = -2x? - 1; y, =x ist
3 x?
L8sung der zugeh8rigen homogenen Dgl.

3.0 +eNyn v (1 4+ Xy =1,
Vergleichen Sie danach!  eee-- + 24B

Ihr Ergebnis ist richtig. Es 1#8t sich jedoch durch Ausmulti-
plizieren noch vereinfachen. = ----- + 20B

Thr Ergebnis ist richtig. = c--e- + 22A

- 23 -
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24A

24B

L8sen Sie die folgenden Dgln. h8herer Ordnung durch Ernied-
rigung der Ordnung!

1. y" = ex;

2, y" - xy' +y=1; y, = x ist L8sung der zugeh8rigen

homogenen Dgl.

y'tan y = 2(y')?;

4. y" =1 + y'2, Beachten Sie, daB bei dieser Aufgabe die
Substitution y = z(x) wund auch die Substitution
y = z(y) zur Erniedrigung der Ordnung ftlhren. Oberlegen Sie,
welche der beiden Substitutionen glinstiger ist!

Geben Sie die gel8sten Hausaufgaben bei Ihrem Betreuer ab!

Damit sind Sie am Ende dieses Programmabschnittes angekommen.

----- + 26A
L8sungen der Aufgaben aus der, Leistungskontrolle:
1. Aufgabe: Punkte
y' = z(y); y" =1z2'(¥)z; 1
z'z tany - 222 = 0;
z'(y) tany - 2z(y) = 0 und z ¥ O; 1
Z tany
dz cos .
[ 4. 2] e tey;
In|z| = 2ln|sin y| + 1n{C, |; 1
z = C,sin’y;
y' = C,sin’y; 1
J -QZT— =C, J dx; 1
sin?y
cot y = Elx +C, mit 61 = -C,; 1
y = arccot(C,x + C,) 1
8
----- + 25A
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2. Aufgabe: Punkte 25 A
Yy =x [ zdx;
y' =xz + [ zdx; y" = 2z + xz';
2z + xz' - (2x2 .+ 3)z = -2x% - 1;
xz' - (1 + 2x¥)z = -2x? - 1;
xz' = (1 + 2x%)(z - 1);

z' 1+ 2x? 1
z - 1 X ’
Infz - 1] = 1n|x| + x? + 1n|C,|; 2
2
z = C,xeX + 1; 1
2
y = Xx ] (C‘xex + 1)dx; 1
x?
y = x(C,e™ + x +C,). 2
1"
3. Aufgabe:
y' = z(x); y" = z'(x); 1
a «+ ex)z' + (1 + ex)z = 1; 1
1
z' + 2z = s 1
1+ ex’
z' + 2z =0 1
- -x,
z=Ce"; 1
z=C(x)e™™; z' = -C,(x)e™* + Cl(x)e”; 1
X
C'(x) = e . 1
! 1+ ex’
C,(x) = K, + 1n(1 + &5); 1
z = K,e™* + e X1n(1 + &5); 1
y = -Ke™® - eXin(1 + &%) + f dx _; 1
1 +e
y = -Ke™™ - eX1n(1 + €5) - 1n(1 + ™) + K, 1
oder besser
x
y = -K,e™® - e *1n(1 + €°) + 1n —E + K,.
1+ €5
Bewerten Sie lhre Leistungen selbst nach dem Ihnen
bekannten MaBstab. Gesamtpunktzahl ist 30 Punkte. ----- + 24A
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26 A

In den folgenden Abschnitten werden Sie sich mit linearen
Dgln. héherer Ordnung beschdftigen.

Wir wollen Ihnen dazu noch einige allgemeine Hinweise geben.
Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung 148t sich auf folgende Normal-
form bringen:

() , (n-1) ,

a, (x)y a @)y cee Frag )yt + a (X)y = g(x)

mit a (x) # O.

Ist g(x) = 0, so heift die Dgl. homogen, sonst heifit sie inhomogen.
Flir die L8sung linearer Dgln. h8herer Ordnung haben die folgen-
den zwei S#itze grofe Bedeutung:

Satz 1: Die homogene Dgl. n-ter Ordnung besitzt genau n von-
einander linear unabhingige L8sungen y,, ..., Yno
deren Linearkombination die allgemeine L&sung der
Dgl. darstellt.

Satz 2: Die allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl. n-ter
Ordnung ist gleich der Summe aus der allgemeinen
Lésung der zugehdrigen homogenen und einer speziellen
Lésung der inhomogenen Dgl.

Sie werden in Threr bisherigen Arbeit gemerkt haben, dafl ehr-
liche, bewuRte, selbstidndige und gewissenhafte Arbeit mit dem
programmierten Material zu guten Leistungen fithrt. Wenn Sie
weiterhin nach diesen Grundsﬁtzenvhandeln, werden Sie auch die
kommenden Aufgaben erfolgreich lésen. @ ===-- + 28 A

26B

Haben Sie die allgemeine L&sung der Dgl.
y = C,e* + Cze'zx?

Ja, . =e=e- + 31 A

Nein, dann beginnen Sie mit der Arbeit von vorn!  ----- + 28 A
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Fir die Dgl. y"' - 5y" + 17y' = 13y ist die allgemeine L&sung
zu bestimmen!

L8sungsweg:
Die Normalform der gegebenen homogenen Dgl. lautet
y"' - Sy" + 17y' - 13y = 0O,

ihre zugeh8rige charakteristische Gleichung

A - 522 + 17x - 13 = 0.

Zur Bestimmung ihrer L8sungen kann eine L&sung durch
Probieren gefunden werden: i, = 1.

Erinnern Sie sich: Falls ganzzahlige Nullstellen existie-
ren, sind diese immer Teiler des absoluten Gliedes.

Durch partielle Division mit (A - A;) = (A - 1) oder An-
wendung des Hornerschen Schemas wird die Ordnung der
charakteristischen Gleichung reduziert. Es entsteht

A2 - 4)x + 13 = 0 und damit A,y =2 3],
, -

Die charakteristische Gleichung hat eine einfache reelle
und zwei einfache zueinander konjugiert komplexe L8sungen.
Die allgemeine L&sung der Dgl. lautet dann nach Fall 4)
aus 29 A

y = Clex + ezx(Czcos 3x + C,sin 3x).

L8sen Sie nun die erste Aufgabe selbstdndig! =  -==--=- + 28 B

27A

Sie miissen als Lésungen der charakteristischen Gleichung

Ay =152, =2; %, =3
erhalten haben.
Wenn das nicht der Fall ist, miissen Sie sich in der entsprechen-
den Literatur mit dieser Thematik besch#ftigen, da das L¥sen
von Gleichungen als bekannt vorausgesetzt wird.
Schreiben Sie nun die zu den L8sungen der charakteristischen
Gleichung gehdrende allgemeine L&sung der Dgl. auf!

- 27 -
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28A

28B

Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten lassen
sich auf folgende Normalform bringen:

a ny

mit

(n)

(n-1) , |

+a 4y oo aly' + ay = 0 m

a, # 0, a; konstant fiir alle i

L8sungsweg: Nachdem die gegebene homogene lineare Dgl. auf

die Normalform (1) gebracht worden ist, wird die zuge-
hérige charakteristische Gleichung gebildet. Dazu wird
der Ansat:z

y = exx

n-mal differenziert
y' o= 2y o= a2edX y(n) = AReMX
und mit seinen Ableitungen in (1) eingesetzt. Man erhilt

Ax n n-1 -
e (a " +a 42 *aeetadval) =0

und durch Division mit e)‘x (da e)‘x # 0 fir alle A und
filr alle x) die charakteristische Gleichung

n n-1
anx ) Sl

+a L a1x + a, = 0.

n-1

(2)
Beim Vergleich von (1) und (2) wird sichtbar, daf
(2) sofort aus (1) aufgeschrieben werden kann.

Aus der charakteristischen Gleichung werden die LSsungen
Al’ ey An ermittelt.

Danach 148t sich die allgemeine, Losung der Dgl. (1) ange-
ben.
Dazu werden vier Fille unterschieden. @ = ----- + 29 A

Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl.

y"' - 6y" + 11y' - 6y = 0.

Vergleichen Sie!  ccca- + 30C
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1.

Alle Ldsungen von (2) sind reell und voneinander verschieden:

Mo Azs eees A

Die allgemeine L¥sung von (1) lautet dann:

XIX Anx

y = C,e + Cze)‘zx + oo+ Cle™h,

In (2) treten mehrfache reelle Lésungen auf (im vorliegenden

Fall eine k-fache Ld8sung):

Ay = A, =y = .., = Aps Xk+], ey An'

Dann lautet die allgemeine L8sung von (1)

y = (C, + C,x + Cx*+ ... Ckxk_l)ellx
AL .X X
k+1 n

+ Ck+1e ool t Cne
Alle L8sungen von (2) sind einfach, je zwei zueinander
konjugiert komplex:

M TEBEDE A may 2b s

Ap-1,n = %n-1 % PpgJs  n gerade.

Die allgemeine L&sung von (1) lautet:

y = ea‘x(C,cos b;x + C,sin b;x) + ea’x(c,cos bsx
a__.X
+ Cysin byx) + ...+ e ™1 (C. jcos b _ix + Csinb__ix).
Kombination dieser drei Fille:
Al’ seey Xk; Ak*] = Xk+2 = i, = Xl; A1+1’1+2 = 31+1 : b1+]j;
ve3 Apogn = @poq * bpogde
Dann lautet die allgemeine L&sung von (1)

A X

1 X k
1 +...+Cke + mkﬂ +Cknx’ cee

Yy = C,eA

- A X a +1X
Clxl 1)3 k+1 + e 1 (cl*lcos b1+1x + C1+Zsin b1+1x)

a,_1x
+ .o toe (C,.qcos bn_lx + Cpsin b _,x).

Wenn Sie glauben, den L8sungsweg zu beherrschen, dann versuchen
Sie, die erste Aufgabe zu lésen. @ a-e-- + 28 B

Wollen Sie sich vorher noch ein Beispiel ansehen? ----- + 27 A

- 29 -
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30A Thr Ergebnis ist falsch.
Das h&tten Sie selbst merken miissen, da die allgemeine L&sung
einer Dgl. vierter Ordnung vier Konstanten enthalten muf.
Die charakteristische Gleichung ist eine biquadratische Glei-
chung, die vier L8sungen besitzt. Korrigieren Sie Ihren Fehler
und vergleichen Siet  —a-ao + 33 A

3OB Thr Ergebnis ist falsch.
Das charakteristische Polynom besitzt eine reelle und zwei
komplexe Nullstellen.
Lésen Sie die Aufgabe noch einmal!  ----- + 31D

30c Haben Sie als Losung

y = Cie¥ + ce?X 4 e
erhalten?
Ja, dann haben Sie erfolgreich gearbeitet. = = =----- + 31 A

Nein, dann sind Sie nicht zur Lésung gelangt.

Wir wollen den Fehler ergriinden. Vergleichen Sie die zugehdri-
ge charakteristische Gleichung mit der angegebenen!

Haben Sie

AP - 602 + 11X -6 =0
erhalten?
Ja, das ist richtig. Bestimmen Sie die LSsungen dieser
Gleichung!  eeeas + 27 B
Nein, dann kdnnen Sie die Theorie noch nicht anwenden
und milssen deshalb mit der Arbeit nochmals von vorn
beginpen. ~ eeea- + 28 A

30D Ihre allgemeine L8sung muf

y = CeX + Cze2x + C,e:()x

lauten. Haben Sie das? Ja @00 ee--- + 31 B
Nein = -==-- + 32 C
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Zu 18sen ist nun die Dgl.

y(4) -S" +4y=0. eeeea + 33

31A

Bestimmen Sie noch die allgemeine L8sung der Dgl.

y'+y' -2y=0. - + 26 B

Ihr Ergebnis ist richtig.
Bestimmen Sie nun die partikul#re Ldsung der Dgl.
y" - 2y' =0 mit y(0) =1 und y'(0) = 1. «----+ 33

31B

31C

Zu ermitteln ist die allgemeine L&sung der Dgl.
y"' - 2y" +4y' -8y =0.  ecaa- + 33

31D

Ihr Ergebnis ist richtig,. @ a-ce-- + 31

31E

Sie haben die Aufgabe noch nicht bis zum Ende gerechnet,
sondern nur die allgemeine Lésung der Dgl. bestimmt. Wenn Sie
nun noch die Anfangsbedingungen y(0) = 1 und y'(0) = 1 ein-
setzen und die. Konstanten berechnen, werden Sie zur L8sung
dieser Aufgabe gelangen. @ ecea-o + 33

3IF

Ihr Ergebnis ist falsch.

Dieses Ergebnis wiirde bedeuten, daf das charakteristische
Polynom zwei doppelte Nullstellen enth#lt. Das ist aber hier
nicht der Fall.

Lésen Sie die Aufgabe noch einmal! = —---- + 31

- 31 -
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32A

32B

32C

Ihr Ergebnis ist falsch.

Da die allgemeine L3sung einer Dgl. vierter Ordnung vier Kon-
stanten enthalten muB, fehlt 'in Ihrem Ergebnis noch ein
Summand.

Berichtigen Sie diesen Fehler und vergleichen Sie erneut!

----- + 34 B

Die L8sung der Dgl. lautet
y = (C; *+ Cyx + Cyx?)eX # ce™®,  emee- + 32D
Haben Sie ein anderes Ergebnis ermittelt? = = ---=- + 34 A

Ihr Ergebnis ist falsch.

Die allgemeine L8sung ist Linearkombination der speziellen
linear unabhingigen Ldsuﬂgen, die sich aus den L3sungen der
charakteristischen Gleichung ergeben. Fir die vorliegende Dgl.
ist das nach Fall 1 aus 29 A

A A,

y = C;e Xy C,e Asx

X 4 cyelsX,

Setzen Sie die Werte eint = accca- + 30D

32D

Ermitteln Sie nun die allgemeine L8sung dgr.Dgl.

y(4) +2y" + 8y' + S5y =0,  eee-- + 34 B

32E

Sie miiften erglinzt haben
1/1/71/ -2,
Bearbeiten Sie die Aufgabe weiter!

32F

Thre Erginzungen miissen lauten
1/-1/72/ -2.
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Welches Ergebnis haben Sie ermittelt?

33A

33B

y = (C * GRS+ (€ ¢ e e » 316
y = Cl ex + Cze-x +. C: ezx + Cbe—zx demees 31 C-
y=ceXsce™* > 30 A
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.
----- + 35 A
Haben Sie als Ergebnis
y=e™eny e + 31 E
y=¢ +ce™X e + 31 F
Sie sind zu keinem der angegebenen Ergebnisse gelangt.
----- + 34 E
Haben Sie als Ergebnis
y = Cle2x + C,cos 2x + Cysin 2x  ----- + 34 C
y = (C, +Cpx + CxDe2X . + 308
_ 2x 0x .
y = C,e"™™ + e (C,cos 2x + Cysin 2x) = ~----- + 35 ¢C

eine andere Gleichung oder sind Sie zu keinem Ergebnis
gekommen?  eee-- + 35 B

33C

Als richtiges Ergebnis haben Sie sicher

Ly = C,cos 2x + C,sin 2x
erhalten. Rechnen Sie nun die bereits begonnene Aufgabe
noch einmalz.  eeea- + 31D
Sollten Sie jedoch nicht zu dieser L8sung gelangt sein, so
informieren Sie sich noch einmal im Abschnitt 29 A Uber die
Gestalt der allgemeinen L3sung, wenn das charakteristische
Polynom konjugiert komplexe Nullstellen besitzt, und korri-
gieren Sie Ihren Fehler! = «ec-- 29 A~

-

3 Berane, II - 33 -
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34A

Sie sind nicht zur L8sung der Dgl. gelangt. Anhand der Dgl.

y(4) - y" - 3y" + Sy' - 2y =0
soll Ihnen noch einmal das L3sungsprinzip erliutert werden.
Es entsteht die charakteristische Gleichung

A* =A% - 32 + 5 -2 =0,
Die L3sungen der charakteristischen Gleichung lauten:

34B

34C
34D

xl-_,__; Azu_—_; Ass___; A~:___.
----- 32 E -~
)
<«
Damit ist die L8sung der Dgl. y = _ _ _ _ _ _ . =m--- + 36D
Haben Sie
y = (C;, + C,x + Cycos 2x + C,sin x)eX eeee- + 37D
y = (C; + C,x)e X + (Cycos 2x + C,sin 2x)e¥X  ----- + 36 C
y = C,e’® + (Cycos 2x + C,sin 2x)eX¥ = ----- + 32 A
ein anderes als die genannten Ergebnisse? =  ----- + 36 A
Sie haben richtig gerechnpet.  =---- + 340D
L8sen Sie jetzt die Dgl. y(4) - 8y"' + 18y" -.27y = O.
----- + 32 B

34E

Da Sie mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen sind, geben wir
Thnen einige Hinweise:
- L8sungen der charakteristischen Gleichung A% - 2\ = 0
sind X, = 0; 2, = 2.
- Allgemeine L8sung der Dgl.: y = C, + C2e2x; (e0x =1).
- Zur Bestimmung von C, und C, werden die Anfangsbedingungen
y(0) = 1 und y'(0) = 1 in die allgemeine L&sung der Dgl.
und deren erste Ableitung eingesetzt.
Vergleichen Siet  ee==- + 33 B
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Da Sie mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen sind, geben wir 35A
Ihnen einige Hinweise:
- charakteristische Gleichung:
A* - 5A2 + 4 = 0 (biquadratische Gleichung).
- Nach Substitution )2 = t folgt t2 - 5t + 4 = 0 und daraus
t, = 1; t, = 4. Damit erhdlt man A, = _ _ _; A, = H

Ay = ;A = o - 32 F =,

Rechnen Sie diese Aufgabe zu Ende. Schauen Sie sich im Lehr-
schritt 29 A gegebenenfalls noch einmal an, wie sich die all-
gemeine L8sung der Dgl. zusammensetzt.

Vergleichen Sie danach! —ee= 29 A ~==-- + 33 A

Sie waren nicht in der Lage, die Aufgabe zu 18sen. Anhand einer 358
3hnlichen Aufgabe wollen wir Ihnen einige Hinweise geben. Zu
bestimmen ist die allgemeine L8sung der Dgl.

y"' 4+ y" + 16y' + 16y = 0.
Die charakteristische Gleichung lautet

A+ 22 + 160 ¢+ 16 =0
oder A2(A + 1) + 16(A + 1) = 0,
also (A + 1)(a2 + 16) = 0.
L8sungen der charakteristischen Gleichung sind:

Ay o= -1, = 455 Ay = -4).
Laut 29 A Fall 4 setzt sich die allgemeine L8sung folgendermafen
zusammen (wobei a = O ist):

-X
y = C,e + C,cos 4x + Cysin 4x,

Jetzt sind Sie sicher in der Lage, die allgemeine L8sung der

Dgl. y" + 4y = O zu bestimmen. @ ----- + 33D
Ihr Ergebnis ist richtig. Beachten Sie aber noch, daB 35C
%% - e0 = 1 ist. Vergleichen Sie erneut! = --=-- + 33 C
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36A

Sie sind zu keinem der genannten Ergebnisse gekommen. Wir wol-

len Thnen helfen, zur L8sung dieser Dgl. zu gelangen.
- Die charakteristische Gleichung lautet
AY + 2)% + 8) + 5 =0,
- Eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist
A, = -1,
- Nach partieller Division durch (A + 1) erhalten Sie
AP - A% + 30+ 5 =0.
- Bestimmen Sie die Ldsungen dieser Gleichung!
- Formulieren Sie aus den vier Nullstellen die allgemeine

36B

36C

36D

- 36 -

Lésung der Dg2.!  eeea- + %4 B
Lésen Sie die folgenden Ubungsaufgaben:
1. y" +2y' +y=0 mit y(@) =1; y'(0) =0,
2. )'"' + 2)’" + yl = 0,
3. y" - 6y" + 12y' - 8y = 0,
4. vy 16y = 0.
Vergleichen Sie! -~ eee-- + 38 B
Sie sind zur Ldsung dieser Dgl. gelangt.
Zu bestimmen ist nun die partikul#ire LSsung der Dgl.
y*+y=0 mit y(0) =1 und y'(0) = -t.
Oberpriifen Sie Ihr Ergebnist ====- + 38¢C
Sie miiRten ergénzt haben
(C, + Cpx + Cyx2)e + C e 2%,
Rechnen Sie nun die von lhnen angefangene Aufgabe noch
eimmal! ===== + 34D



Sie haben richtig gerechnet. 37A
Wenn Sie ohne Schwierigkeiten die Aufgaben dieses Abschnittes
bew#ltigt haben, kénnen Sie Ihre Leistungen liberpriifen.

----- + 37 B
Sollten Sie liber mehrere Hilfen bis hierher gelangt sein,
dann 18sen Sie erst noch einige Ubungsaufgaben.  ----- + 36 B
Leistungskontrolle (15 Min.): 37B

Lésen Sie die folgenden Aufgaben!
1. y" + 2y' + 5y = 0 mit y(0) = 0; y'(0) = 2.

2. y(4) #3y'"=0.  aaee- + 39 A

Thr Ergebnis ist falsch. 37C
Als L8sungen der charakteristischen Gleichung miiRten Sie

A, = %] erhalten haben. Uberlegen Sie sich, wie in diesem
b}

Fall die allgemeine L8sung der Dgl. aussieht. Die partikulire
L8sung zu bestimmen, wird Ihnen dann nicht mehr schwer fallen.
Wir hatten y(0) = 1 und y'(0) = -1,

Vergleichen Sie erneut!  eeee- + 38 C

Ihr Ergebnis ist falsch. 37D
Die doppelte Nullstelle ist nicht x = 1,

Korrigieren Sie diesen Fehler, und vergleichen Sie

erneut!  eeeea + 34 B
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38A Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen.

Die allgemeine Ldsung lautet y = C;cos x + C,sin x.

Sollten Sie Schwierigkeiten beim Einsetzen der Anfangsbedin-

gungen gehabt haben, so schauen Sie sich die Hinweise, die in

34 E gegeben wurden, noch einmal genau an!

Wir hoffen, Sie haben Ihren Fehler gefunden und korrigiert.
e=== 34 E ----- + 38 C

388 L3sungen der Ubungsaufgaben:

L8sungen der char. Gleichung | L8sung der Dgl.

Aoy =2, = -1 y =e X1 +x)

A2y =05 A, = - y=2¢C, +eX(C, +Cyx)
A3.2 =2, =2, =2 y = (€, *+ Cpx + Cyx2)e?X
Ad. A =2; 2, = =2, y = C,ezx + Cze'zx

AM = #2j + Cycos 2x + C,sin 2x.

Wenn Sie diese Aufgaben richtig gerechnet haben, dann
{jberprifen Sie nun Ihre Leistungen! @ <-=-- + 37 B

Sind Sie jedoch zu anderen Ergebnissen gelangt, so 1ldsen
Sie die entsprechenden Aufgaben noch einmal! =  ----- + 36 B

38C Welches Ergebnis haben Sie erhalten?

y=cosx =-sinx  eee=- + 37 A
y=e*  eeee- + 37¢C
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis, @ = = ----- + 38 A
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Auswertung der Leistungskontrolle: Punkte 39A
1. y" + 2y' + 5y = 0; y(0) = 0, y'(0) = 2.

Charakteristische Gleichung: )2 + 2x + 5 = 0, 1
Lésungen der char. Gleichung: A, = -1 + 2j. 1
ti
Allgemeine L8sung der Dgl.:
y = e'x(Clcos 2x + C,sin 2x). 2
Einsetzen der Anfangsbed.: 0 = C,
2= -C, +2C,. 1
c,=0;¢C, =1. 1

Partikulire Ldsung: y = e Xsin 2x. 1

2.y 4 3ym <0,

Charakteristische Gleichung: A* + 3% = 0, 1
L8sungen der char. Gleichung: A, = X, = 1, = 0;
A, = -3, 2
Allgemeine L8sung der Dgl.:
y = C, + Cpx + Cyx% + Cye™>%, 2
12

Bewerten Sie IThre Leistungen nach dem Ihnen bekannten Bewer-
tungsmafstab!

Wir hoffen, daB Sie sehr gute Leistungen erreichten und sich
die Note 1 geben konnten.

Damit sind Sie am Ende des Kapitels '"Homogene Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten" angelangt.

Bei der Bewiltigung der nichsten Kapitel wiinschen wir Ihnen
weiterhin viel Erfolg. Ceeme- + 40 A
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40A

Inhomogene lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Eine inhomogene lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten hat
die Form

any(n) + an_1y(n'1) oo vagy" tagy! tay=gx) (1)

mit a ¥ 0 und a; konstant fr i = 0,1,2,...,n. g(x) heiBt
Stérfunktion.

Ist g(x) = O, so entsteht aus () die Thnen schon bekannte ho-
mogene lineare Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

-1 ,
any(n) + an_ly(n ) . cee ta,yt o+ ay' +ay-=0, a, ¥0. (2)

Im folgenden werden wir uns mit inhomogenen Dgln. beschiftigen,
d.h. g(x) £ 0.
Der Satz '"Die allgemeine L8sung einer inhomogenen linearen Dgl.

mit konstanten Koeffizienten ist gleich der Summe aus
der allgemeinen Lésung y(x) der zugehSrigen homogenen
Dgl. und einer beliebigen speziellen L8sung n(x) der
inhomogenen Dgl.",

auf den schon in 26 A hingewiesen wurde, gibt das L&sungsprin-
zip einer inhomogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeffizien-
ten an.
Wir 18sen erst die zu (1) geh8rende homogene Dgl. (2) nach dem
im vorhergehenden Abschnitt behandelten Verfahren und erhalten
Y(x) = €y (x) + Coy,(x) + ..+ Coy (x).
Danach bestimmen wir eine spezielle L8sung n(x) der inhomoge-
nen Dgl.
Die allgemeine L&sung der inhomogenen Dgl. n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ist dann
y(x) = y(x) + n(x).
Um eine solche spezielle L&sung n(x) zu ermitteln, wollen wir
die Methode des Ansatzes mit unbestimmten Koeffizienten verwen-
den, die nur fir bestimmte Stérfunktionen anwendbar ist. Dazu
sind gewisse Fidlle der Stdrfunktion g(x) zu unterscheiden.
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Betrachten wir zunichst den Fall, daB die Stdrfunktion g(x)
ein Produkt aus einer Exponentialfunktion und einem Polynom
vom Grade m sei:

g(x) = (b, + bx + ... +b xMe*™; o reell | . (3)
[] 1 m

Entsprechend dieser Stérfunktion bilden wir den Ansatz

n(x) = (By + Byx + ... + Bmxm)eaxxr . (4)

Ist a aus (3) keine L8sung der charakteristischen Gleichung,

so ist r = 0 zu setzen. Ist a L8sung der charakteristischen
Gleichung, so ist.r gleich der Vielfachheit dieser L8sung &

zu setzen. Die Bi miti=0,1, 2, ..., m sind die unbestimm-
ten Koeffizienten. @~ eea-- + 41 B

Zur Bestimmung einer speziellen L&sung n(x) der. inhomogenen
Dgl. nach der Methode des Ansatzes mit uhbestimmten Koeffizien-
ten benutzen wir folgenden
Losungsweg:
- Aufstellen des Ansatzes, (z.B. (4) aus 41 A),
- n-maliges Differenzieren des Ansatzes (n ist die
Ordnung der gegebenen Dgl.),
- Einsetzen des Ansatzes und seiner Ableitungen in die
Dgl., _
- Ermittlung der Werte fir die unbestimmten Koeffizien-
ten durch Koeffizientenvergleich,
- Einsetzen dieser Werte in n(x). = ===-- + 42 A

Aus g(x) lesen wir o = 2 ab, das ist nicht L8sung der charak-

teristischen Gleichung, also wird r = O, und der Ansatz lautet
n(x) = (B, + B,x + B,x?)e’X.

Haben Sie diesen Ansatz, dann bilden Sie die Ableitungen und

setzen Sie den Ansatz und seine Ableitungen in die gegebene

Dgl. ein. S eeeea + 43 A

Sonst ergriinden Sie Ihren Fehler und vergleichen Sie erneut
mit dem angegebenen Ansatz!

- 41 -
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42 A

428

42C

Zu 18sen ist die inhomogene lineare Dgl. 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten y" - 3y' + 2y = e3X(x? + x).

L8sungsweg:
a) Die Ldsung der zugeh8rigen homogenen Dgl. ist
y = Cie* + C,e?*, denn A, =1 und 1A, = 2.
b) Bestimmung einer speziellen L&sung der inhomogenen
Gleichung.
Zum Aufstellen des Ansatzes lesen wir aus der St8r-
funktion der gegebenen Dgl. g(x) = esx(x’ + x) ab:
a=3 und m=2. a =3 ist nicht Lésung der
charakteristischen Gleichung, also wird r = O gesetzt
und der Ansatz lautet nach (4) aus 41 A:
3xxo

n(x) = (B, + Byx + B,x%)e bzw.

n(x) = (B, + Byx + B,x’)esx.

Beachten Sie dabei, daB im Ansatz stets ein vollst#n-
diges Polynom m-ten Grades aufgeschrieben wird, auch
wenn das Polynom in g(x) unvollsti#ndig ist!

Berechnen Sie jetzt die bendtigten Ableitungen von n(x), die
Werte fiir die Bi und die allgemeine Ldsung der Dgl. selbst#ndig!
----- + 44 A

Thr Ergebnis ist falsch.

Haben Sie die allgemeine Ldsung der zugehdrigen homogenen Dgl.
y = e+ e

Ja, so vergleichen Sie a, r und den Ansatz! = =  --<-- + 41 C

Nein, dann miissen Sie den Programmabschnitt ''Homogene
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten" nech
einmal durcharbeiten. @ e-e-- + 28 A

Sie sind nicht in der Lage, die erforderlichen Ans#tze auf-
zustellen. Arbeiten Sie deshalb 41 A noch einmal griindlich
durch,und 18sen Sie dann die bereits begonnene Aufgabe!

~e=- 41 A ----- + 43 C
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Als Ableitungen erhalten Sie mittels der Produkt- und Ketten- 43A
regel

n'(x) = (2B, + B, + 2B;x + 2B,x + 2B2xz)e2x,

n"(x) = (4B, + 4B, + 2B, + 4B,x + 8B,x + 4B,x?)e’%,

Diese werden mit n(x) in die gegebene Dgl. eingesetzt, es wird
zusammengefaft und durch er dividiert. Sie erhalten

-24B, + 2B, + 2B, + (4B, - 24B,)x - 24B,x* = 1» - 6x.

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

Als Ergebnis erhalten Sie

y(x) = y(x) + n(x) =

Vergleichen Sie!  ee=-- + 45 B

Haben Sie als allgemeine L8sung der inhomogenen Dgl. 43B
y = (C, + sz)ezx +2 + 3x + 2x?

erhalten?

Ja, dann haben Sie sorgfdltig gearbeitet. @ = ----- + 43 C

Nein, dann haben Sie einen elementaren Rechenfehler begangen.
Priifen Sie Ihre Rechnung nach und verbessern Sie Ihren Fehler!
Vergleichen Sie erneut mit dem oben angegebenen Ergebnis!

Gegeben ist die Dgl. y" - 3y' - 4y = x3, 43C
Bestimmen Sie den Ansatz zur Ermittlung einer speziellen

L8sung der inhomogenen Dgl.! Vergleichen Sie! =  ----- + 45D

Thr Ansatz ist falsch. Beachten Sie, dafl das Polynom jeweils 43 D
in allgemeiner Form angesetzt wird! Uberpriifen Sie Ihre Uber-

legungen noch einmal und vergleichen Sie erneut!  ----- + 45D
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44A

44B

Die allgemeine L8sung ist
y = Ce* + Czezx + (1 - x+ %x’)esx.

Haben Sie das erhalten?
Ja

Nein, so schauen Sie sich bitte den folgenden L&sungsweg

genau an! Die Ableitungen fiir n(x) sind

n'(x) = (3B, + B+ 3B,x + 2B,x + 3B,x?)e’,

n"(x) = (9B, + 6B,+ 2B, + 9B,x + 12B,x + 9B,x?)e’~,

Den Ansatz und seine Ableitungen in die gegebene Dgl. fir

y, y' und y" eingesetzt und durch e3x dividiert ergibt

2
9Bo + 6B, + 2B, + 9B x + 12B,x + 9B,x* - 3(3B0 + B, + 3Bx

+ 2B,X + 3B,x2) + 2(B, + Byx + B,x?) = x? + x.

Koeffizientenvergleich

bei x?: 2B, = 1, ==> B, = 5,
bei x!: 2B, + 6B, = 1, N B, = -1,
bei x°: ZBO + 3Bl + ZB2 =0, Bo = 1.

Fir n(x) erhalten wir n(x) = (1 - x + %x‘)esx.
Als allgemeine L&sung der Dgl. ergibt sich

y = CeX + Ce®X e (1 -x+ %x’)esx.

Nachdem Sie diesen Programmschritt gewissenhaft durchgearbei-

tet haben, miifiten Sie in der Lage sein, die erste Aufgabe

selbst#ndig zu l6sen. ==a=- + 44 B
Bestimmen Sie die allgemeine L&sung von

y' - 2y - 2y = (5 - 6x2)e’X,
Vergleichen Sie!  ese-- 46 A

44C

Thr Ansatz ist richtig. Oberpriifen Sie Ihren Rechenweg auf

Rechenfehler und vergleichen Sie erneut!
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Sie haben einen falschen Ansatz gewihlt. Obwohl in der Stdr- 45A
funktion der lineare Summand fehlt, muf er im Ansatz beriick-
sichtigt werden. L&sen Sie die Aufgabe noch einmal!

Sie muBlten einsetzen: 45 B
; 1 1 1.2 1 2x 6x -4x 1.2 1 2x
O/H/I/(Ix ’*ﬁx)e / C,e + C,e *(Z-X +T[x)e .
Korrigieren Sie Ihre eventuellen Fehler! L&sen Sie jetzt die
folgende Aufgabe selbstidndig! Arbeiten Sie dabei konzentriert
und gewissenhaft!
Zu bestimmen ist die allgemeine L&sung der Dgl.

y" - 2y' - 24y = (x + 1ye~.
Oberpriifen Sie! =~ eeea= + 46 B

Sie haben die Aufgabe nicht bew#ltigt. Wir geben Ihnen deshalb 45C
einige Zwischenergebnisse.
Als allgemeine L&sung der homogenen Gleichung haben Sie sicher
erhalten
y = ezx(Cl + C,x).
g(x) kdnnen wir uns geschrieben denken als
g(x) = (8x? - 4x)e0x,
also ist @ = 0. a = 0 ist keine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms, d.h. aber r = 0.

Ansatz: n(x) = B, + B,;x + B,x2.

Ermitteln Sie die allgemeine L8sung der inhomogenen Gleichung
jetzt selbst#ndig! ea==- + 43 B

Lautet Ihr Ansatz 45D

n(x) = B,x3 ..... + 43 D
n(x) = B, + Bx + B,x> + B,x*  ----- + 49 B
n(x) = (B, + Bjx + B,x* + B.x*)x  ----- + 47 A
Sie haben keinen der angegebenen Ansitze. = ----- + 42 C
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46A Haben Sie erhalten

y = C,e6x + Cze°4x + (-l-x2 - 2%_8_)62)( ----- + 48 C
y = Cef¥ v e u (qx? ¢ Txye™® e + 48 A
y = C,e6x + C,e"4x - Tg-gezx ----- + 48D
Sie sind nicht weitergekommen, da Thr Gleichungssystem
einen Widerspruch enthiit. = eece- + 45 A
Sie haben keines der Ergebnisse. @ ==0@---e- + 42 B

46B Die allgemeine L8sung ist
y = Cle6x + Cze-4x - (%-sx + Jz-g)ex.
Sind Sie zu diesem Ergebnis gekommen?
Ja. eeea- + 48 B
Nein, dann ist Ihnen wieder ein Fehler unterlaufen.
Da Sie bis jetzt noch keine Aufgabe selbstindig 18sen konnten,

ist es erforderlich, daR Sie sich noch einmal mit den Grund-
lagen beschiftigen. @ eece- + 40 A

46C Sie haben

y = (C, + C,x)e?® ¢ x + 2x2  oder

y = (C, + C,x)'eZx +3x + 2x2 e-ea- + 48 E
y = (C, + Cx)e™ + %x + %x* ----- + 48 F
y = (C, + sz)ezx +2 +3x + 2x2 ea-a- > 49 B

kein oder ein anderes Ergebnis erhalten. =  =---- + 45 C

46D Als L8sungen der charakteristischen Gleichung haben Sie
sicher A;, =0 und A, = -2 erhalten.

Es ist aber auch a = -2, d.h. o ist eine einfache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms. Daraus ergibt sich r = 1,
und der Ansatz muf demzufolge lauten

n = + 49 F



Thr Ansatz ist falsch, 47A
In g(x) lesen wir o = O ab. a = 0 ist nicht Nullstelle des
charakteristischen Polynoms, also ist r = O.

Bilden Sie mit diesen Oberlegungen den Ansatz! = =---= + 45D

Bei gewissenhafter Arbeit sind Sie sicher auf 47B

n(x) = --lixe'zx

gekommen (sonst Uberpriifen Sie Ihren Rechenweg auf Fehler)
und auf die allgemeine Ldsung

y=C #Cpe X Jxet® e - 47 C
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl. 47C
y" - y' - 6y = se”2X,
Vergleichen Sie!  e=ea- + 49 E

Haben Sie 47D
y = Cp + Cpx + C,e'zx + 2x2 - x* + Jz-x"?

Ja, dann haben Sie gut gearbeitet und kdnnen die nichste

Aufgabe 18sen.  e-=a- + 47 E

Nein, dann wollen wir vergleichen:

Allgemeine L8sung der zugehdrigen komogenen Dgl.

§=C, +Cpx+Cpe X,

Welchen der folgenden Ans#tze haben Sie?

n(x) = By + Byx + Bzxz ..... + 49 A
n(x) = (By + Byx + B,x*)x  =e-m- + 48 G
n(x) = (B, + B;x + Bzxz)xz ..... + 44 C
Zu 18sen ist die Dgl. y" + 2y' = e—Zx. ..... + 49 D 47E
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48 A

48B

48C

Ihr Ergebnis ist richtig. Ldsen Sie jetzt die nichste
Aufgabe ebenso gewissenhaft, =~ = e---- >

Berechnen Sie die allgemeine L8sung von

yn - 4y| + 4y = 8x2 - 4x.
Vergleichen Sie!  ceees >

Ihr Ergebnis ist falsch. = aeecee- -+

48D

Sie haben einen falschen Ansatz aufgestellt. Obwohl in der
Stdrfunktion der lineare Summand fehlt, muf er im Ansat:z
berlicksichtigt werden. Vergleichen Sie mit dem Beispiel!
Sie hitten das auch merken miissen, da Ihr Gleichungssystem
einen Widerspruch enthielt. L&sen Sie jetzt die Aufgabe
noch einmal! m=e= 42 A ----- >

44 B

48E

Ihr Ergebnis ist falsch. = =«--a- +

48 F

48F

48G

Sie haben mit einem falschen Ansatz gerechnet. Das hittem
Sie aber selbst merken miissen, weil Ihr Gleichungssystem
einen Widerspruch enthielt.

Obwohl in der St8rfunktion kein absolutes Glied enthalten
ist, muB im Ansatz immer das Polynom in allgemeinster Form
angesetzt werden.

Versuchen Sie jetzt die Aufgabe zu 1ldsen und vergleichen
Sie erneut!  aeaaa >

Ihr Ansatz ist falsch. Sie haben zwar beachtet, daB a = O
Ldsung der charakteristischen Gleichung ist, aber nicht,
daB es zweifache Losung ist. Beriicksichtigen Sie das und
vergleichen Sie ernewt!  ee--- -
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Ihr Ansatz ist falsch. Beachten Sie, daB o = O zweifache Null-
stelle des charakteristischen Polynoms ist! LOsen Sie die Auf-

gabe noch einmal!

49 C

49A

Thr Ergebnis ist richtig. LOsen Sie nun die n#chste Aufgabe!

49 C

49B

L8sen Sie jetzt die Dgl. y"' + 2y" =

12x2 + 2.

49C

Haben Sie das richtige Ergebnis

y =C, + Cze_2x -

1

2—X

e

-2x,

Ja, dann hoffen wir, da Sie jetzt in der Lage sind, Aufgaben

dieses Typs mithelos zu 18sen.

Nein, dann vergleichen Sie mit einigen Zwischenergebnissen!

50 A

46 D

49D

Das richtige Ergebnis lautet

y = Cle_zx + CzeSx

Xe

-2x

Wenn Sie dieses Ergebnis haben,

Haben Sie mit dem richtigen Ansatz n(x) = Be'zxx gearbeitet
und sind nicht zum obigen Ergebnis gelangt, dann sind Thnen

50 A

bei der weiteren Rechnung elementare Fehler unterlaufen. Be-

richtigen Sie diese, und vergleichen Sie erneut mit dem oben

angegebenen Ergebnis!

Haben Sie mit einem anderen Ansatz gerechnet, so analysieren

Sie noch einmal griindlich die St6rfunktion in Verbindung mit

den L&sungen der charakteristischen Gleichung!

47 C

49E

Sie muBten erginzen Be~
zu Ende!

4 Berane, II

2x

X.

Lésen Sie damit die Aufgabe
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50A

Betrachten wir nun folgenden Typ der Stdérfunktion:

gx) = Pml(x) cos 8X + ng(x) sin Bx

Pm (x) und Pm (x) seien Polynome vom Grade m; bzw. m,.
1 2

Entsprechend dieser Stdrfunktion bilden wir den Ansatz

nx) = [(Ao *AXH L Amxm)cos Bx

) my_. T
+ (Bo + B1x + ...+ Bmx )sin Bx]x

mit m = max[m,; m,] .

Sind : jB keine L8sungen der charakteristischen Gleichung, so
ist r = 0 zu setzen. Sind * jB L8sungen der charakteristischen
Gleichung, so ist r gleich der Vielfachkeit dieser L&sungen zu
setzen. Beachten Sie, daR im Ansatz stets cos Bx u n d sin Bx
aufgeschrieben werden, auch wenn in der Stdérfunktion nur eine
der beiden Funktionen auftritt.

Wollen Sie sich erst ein Beispiel ansehen? @ = ===-- + 51 A
Sonst 18sen Sie die erste Aufgabe! @ = 00o—-ee- + S2 E

50B

Richtig ist

n, (x) = (AO + A x)cos 4x + (Bo + B,x)sin 4x,
weil laut Stdrfunktion B = 4, m, = 0, m, = 1, m = max[0;1] = 1
und $£j8 = #4j nicht L8sungen der charakteristischen Gleichung
sind.

50C

Der Ansatz mufl lauten
ny(x) = (Ao + A x)cos 2x + (B° + B x)sin 2x,

weil gem#B der Stérfunktion 8 = 2, m; = 1, m, = O sind, und
damit wird m = 1, AuBerdem sind +jB = #2j nicht L&sungen der
charakteristischen Gleichung.
L8sen Sie nun eine Dgl. vollstindig!
Bestimmen Sie die allgemeine L&sung von

y" + 2y' - 3y = 18sin 3x - 24cos 3x. = =-==-- + 52 A
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Zu 16sen ist die Dgl. y" - 7y' + 6y = sin x. 5' A
Lisungsweg:
a) L8sung der homogenen Gleichung:
A; =1, A, = 6 sind die L8sungen der charakteristi-
schen Gleichung.
y =Ce* + C2e6x.
b) Bestimmung einer speziellen L8sung der inhomogenen
Gleichung:
Aus g(x) lesen wir ab: g = 1,
+8j = *+j sind nicht L8sungen der charakteristischen
Gleichung, d.h. r = O.
Ansatz: n(x) = A cos x + B sin x;
n'(x) = -A sin x + B cos x;
n"(x) = -A cos x - B sin x,.
Der Ansatz und seine Ableitungen werden in die gegebene
Dgl. eingesetzt und nach sin x und cos x geordnet:
(7A + 5B)sin x + (5A - 7B)cos x = sin x.
Koeffizientenvergleich:

7

TA + 5B = 1 A=l
} => 7T

SA - 7B = 0 B=;z-.

Wir erhalten: n(x) = %Isin X + ;Icos X.

c) Allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl.

_ X 6x 5 .. 7
y = Ce” + Cee + wzsin x + 7ZCOS X.

Sehen Sie sich nun die erste Aufgabe an! = ----- + 52 E

Obwohl Sie den richtigen Ansatz gewihlt haben, sind Sie zu einem !;I I;
falschen Ergebnis gekommen. Sie haben beim Differenzieren nicht
beachtet, daBl es sich um eine mittelbare Funktion handelt und

die Kettenregel anzuwenden ist. Korrigieren Sie Ihren Fehler,

und vergleichen Sie erneut!  —---o + 52 A
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52A

52B

52C

Haben Sie
y = Clex + Cze-sx - 6sin 3x + 3cos 3x = ----- 51 B
y = Ce* + Ce 3 - 2sin 3x + cos 3x  ----- > 54 A
keines der angegebenen Ergebnisse erhalten, dann verglei-
chen Sie Ihren Ansatz mit dem angegebenen!  ----- 55 A~
-
Lésen Sie jetzt ebenso sorgfiltig die nichste Aufgabe dieser
Art!
y" + y = sin x.
Vergleichen Siet ~ ==--- + 54 B
Ihr Ergebnis ist falsch. = ===-- 52 D

52D

Sie haben mit einem falschen Ansatz gearbeitet. Bedenken Sie,

daB stets cos Bx un d

sin Bx aufgeschrieben werden miissen

und der gesamte Ansatz mit xT multipliziert wird! Geben Sie

zunichst den Ansatz fiir die Bestimmung einer speziellen L&sung

der folgenden Dgl. an:
y"+y=XSinX
Vergleichen Sie!

52E

Geben Sie zur Dgl.
y"' + 2y' - 3y = g(x)

die Ansitze fiir folgende Stdrfunktionen

a) g, = (x + 1)sin 4x + cos 4x;
b) g, = sin 3x;
c) g, = x cos 2x

52F

Ihr Ergebnis ist richtig. Weiter so!
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl.
y" - 3y' + 2y = 4cos x + (10x + 4)sin x.
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Vergleichen Sie:

Wegen g(x) = x sin x und A, = tj sind g=1,m =0, m, =1,
Daher werden m = max[m,;m,] = 1 und, weil ¢j = +jg einfache

L8sungen der charakteristischen Gleichung sind, r = 1.

Schreiben Sie nun den Ansatz auf und vergleichen Sie!

Wir werden Ihnen ein Beispiel vorrechnen.

Gesucht ist die allgemeine Ldsung der Dgl.
y" +y = x cos Xx.

L8sungsweg:

a) Die allgemeine L&sung der homogenen Gleichung lautet

y = C,cos x + C,sin x, denn Ao = %3

b) Wir 18sen nun die inhomogene Gleichung:

In g(x)

= X cos x lesen wir B8 = 1 ab.

Da aber A, = +j = 28j gilt, ergibt sich r = 1, und
der Ansatz mufl lauten

n(x) = [(A, + A,x)sin x + (B, + B,x)cos x]x.

Wir differenzieren den Ansatz zweimal:

n(x) =
n'(x) =

n"(x)

(A,x
(A,x
-Box
(2A,

+

+

+

+ (2A,

Der Ansatz und

A,x?)sin x + (B,x + B,x%)cos x;
Ajx% + By + 2B;x)cos x + (A, + 2A;x
B,x?)sin x;

4A;x + 2B, - Byx - B,x?)cos x

- 2B, - 4B,x - A,x - A;x?)sin x.

seine Ableitungen werden in die gegebene

Dgl. eingesetzt. Die Werte fiir die Konstanten ergeben

sich dann durch Koeffizientenvergleich. Sie lauten:

Ay =0; A =1, B =1 B =o.

c) Die allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl. wird

. 1 .
y = C,cos x + C,sin x + £x cos x + %xzsln X.

4

Versuchen Sie nun, die schon einmal begonnene Aufgabe zu

16sen!

- 53 -
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54A

54B

54C

Ihr Ergebnis ist richtig. <ce--- + 52 B

Haben Sie erhalten

y = Cjcos x + C,sin x - %x cos x = eemme- + 52 F
y=C1COSX+Czsinx+%x tan X sin x = ===== + 52 ¢C
Ihr Gleichungssystem fiihrte auf einen Widerspruch. ----- + 520D
Sie kamen mit der Aufgabe iiberhaupt nicht zurecht. ----- + 53 B

Der richtige Ansatz lautet
n(x) = [(B, + Byx)cos x + (A, + A x)sin x]x.
Haben Sie diesen ebenfalls erhalten, dann 16sen Sie die
Aufgabe 52 B noch eipmal! - eee-- + 52 B

Haben Sie einen anderen Ansatz aufgestellt, so informieren
Sie sich noch einmal im Abschnitt 50 A und analysieren die
Stérfunktion und die L&sungen der charakteristischen Glei-
chung! --- 50 A ----- + 53 A

54D

Das richtige Ergebnis lautet

2x

y = Clex + C,e” + (3x + 5)cos x + (x - 2)sin x.

Wenn Sie dieses Ergebnis haben, k&nnen Sie zur n#chsten Auf-
gabe {ibergehen und diese genau so sorgfiltig 18sen.

Falls Sie ein anderes Ergebnis haben, muf ein Rechenfehler
vorliegen, denn Sie haben sicher den richtigen Ansatz
n(x) = (B, + B;x)cos x + (A, + A;x)sin x

verwendet. Rechnen Sie die Aufgabe noch einmal bis zum Ende
durch und vergleichen Sie erneut mit der angegebenen L&sung!
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Der Ansatz muf lauten 55A
n,(x) = A cos 3x + B sin 3x,

weil laut Stérfunktion g = 3, m;, =m, = 0 = m und +jB = #3j

keine L8sungen der charakteristischen Gleichung sind.

Zu 1l8sen ist jetzt die Schwingungsgleichung fiir einen unge- SSB
dimpften, harmonischen Oszillator mit periodischer Erregung:

X + wlx = k cos Bt fiir wi - B*#0.  —eee- + 56 A

Sie muften erkennen: @ = 2, B =1, m =m, = 0, 0 * jB = 2 4 j 55C
sind keine L&sungen der charakteristischen Gleichung, also ist

r = 0.

Der Ansatz lautet n, (x) = e2x (A cos x + B sin x).

Gesucht ist der Ansatz fliir eine partikuldre Ldsung der Dgl. 55D

yn - 3yl + Zy = estOS X.
L8sungsweg:
a) Die allgemeine Lésung der homogenen Dgl. ist

¥ = et + C e

, da A, =1, %, = 2,

b) Aus der Stdrfunktion lesen wir ab:
a=3,8=1,m =m, =0. o+ BJ = 3 + j sind nicht
L8sungen der charakteristischen Gleichung, also ist

r = 0, und der Ansatz lautet

Aus der Stdrfunktion ist abzulesen: 55 E
a=1,8=2,m =0,m, =1. a ¢+ jB =12 2j sind einfache

Losungen der charakteristischen Gleichung, also ist r = 1.

m = max[m,;m,] = 1. Dadurch lautet der Ansatz

n,(x) = e* [(Ao + A;x)cos 2x + (B, + B,x)sin 2x]x.
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56A Wenn Sie x(t) = C,cos w,t + C,sin w,t + —z—k———z—cos gt
wy - B
erhalten haben, sind Sie zum richtigen Ergebnis gekommen und
kénnen zu einem allgemeinen Ansatz ilbergehen. =  ----- + 57 A

Andernfalls rechnen wir Ihnen diese Aufgabe vor. Bitte verfol-
gen Sie die Rechnung genau, da Aufgaben dieser Art, besonders
in Physik, recht hiufig vorkommen.

Gesucht war die allgemeine L8sung der Dgl.

% + wlx = k cos Bt mit w2 - 8% # 0.

Losungsweg:

a) L8sung der homogenen Dgl. X + wix = O:
X = C,cos wyt + C,sin wet.

b) Ermittlung einer speziellen L&sung der inhomogenen Dgl.:
+Bj ist keine Losung der charakteristischen Gleichung,
also ist r = 0, und der Ansatz lautet
n(t) = A cos Bt + B sin Bt.

Wir differenzieren n(t) zweimal nach t:
n(t) = -AB sin Bt + BB cos Bt,

fi(t) = -Ag%cos Bt - BB?sin Bt.

n(t) und #(t) werden in die Dgl. eingesetzt:
-AB%cos Bt - BBZsin Bt + wZA cos Bt + wlB sin Bt
k cos Bt.

Koeffizientenvergleich

fiir cos gt: -Ag2 + 2A k

w2 - g?
0 == B = 0.

k = A=

fiir sin Bt: -BB? + wlB

Als spezielle Ldsung der inhomogenen Dgl. ergibt sich
k

n(t) = SCos gt.

"H
c) Die allgemeine L8sung der Dgl. lautet dann

x(t) = C,cos w,t + C,sin w,t +
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Im folgenden habe die St8rfunktion g(x) die Gestalt

g(x) = e“x[Pml(x)cos 8x *’sz(x)sin sx]

Die Pm (x), i =1, 2, sind Polynome vom Grade m .
i

Zur Bestimmung einer speziellen L8sung der inhomogenen Glei-
chung benutzen wir folgenden Ansatz

n(x) = e [%(x)cos Bx + Bm(x)sin Bx] xF .

Am(x) und Bm(x) sind Polynome mit unbestimmten XKoeffizienten
Ajund B; (i =0, 1, ..., m), m= maxEml;mz}.

Sind o + jB keine L8sungen der charakteristischen Gleichung,
so ist r = 0 zu setzen.

Sind o + jB L3sungen der charakteristischen Gleichung, so ist

r gleich der Vielfachheit dieser L8sungen zu setzen.

Diese St8rfunktion und ihr Ansatz stellen eine Verallgemeine-

rung der bisher behandelten Fdlle dar.

Wollen Sie gleich eine Aufgabe 1l¥sen? @ = --=-- + 57

Sie kdnnen sich aber auch erst ein Beispiel ansehen.

57A

Gegeben sei die Dgl. y" - 2y' + 5y = gi(x).

Als charakteristische Gleichung erhilt man
A2 - 22 + 5 = 0 und damit A, =125,

Bestimmen Sie nacheinander aus folgenden Stdrfunktionen
a, B, m, m,, und stellen Sie die LSsungsansétze auf!

a) g, (x) = e?Xsin x5 s 55

X . L
b) g,(x) = e*(cos 2x + x sin 2x);  ----- 55 F <
c) ga(x) = e2x(xz + 1)cos 2x.  eeea- > 58;

Sie muB3iten erginzen

esx(A cos Xx + Bsinx).  ececea- + 57 B

- 57 -
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58 A

Sie sind sicher mit geringem Aufwand auf n,(x) = %er gekommen.
Lésen Sie nun die in 59 B begonnene Aufgabe zu Ende!
== 59 B ----- + 62 B

58B

58C

58D

58E

Sie mufiten ablesen: a = 2, 8 =2, m =2, m, = O,

@ + jB = 2 + 2j sind keine L8sungen der charakteristischen
Gleichung, also ist r = O. m = max[p,; m2] = 2.

Der Ansatz lautet

n,(x) = ezx[(A° + A;x + A,x*)cos 2x + (B, + B,x + B,x*)sin 2x].
Wir hoffen, daR Sie alle Ans#tze richtig ermittelt haben.
Bestimmen Sie nun die allgemeine L8sung der Dgl.

y" - 2y' - 15y = 40e Xsin 2x.
Vergleichen Sie*! ~ cecee- + 60 A

Ihr Ansatz ist falsch. Sie haben nicht beachtet, daB
+jB = + 2j L8sungen der charakteristischen Gleichung sind.
Ldsen Sie die Aufgabe noch eimmal! = =---- + 62 C

Thr Ansatz ist richtig. Arbeiten Sie weiter so!

Im folgenden werden wir eine kurze Leistungskontrolle schreiben.
Wollen Sie zuvor noch einige Ubungsaufgaben 1&sen?

Ja.  eeea- + 58 E
Nein  e==-=- + 61 B

Zu 16sen sind folgende Dgln.

1.y" - 2y' +y=sinx + e~
2. " - 7y" + 8y' + 16y = 6e* + 5e’%,
Vergleichen Sie!  eeee- + 60 C
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Es bleibt fiir die Ansatzmethode noch folgender Fall:

Die Stdrfunktion ist eine Summe verschiedener St&r-
funktionen (wie sie in 41 A, 50 A und 57 A behandelt
wurden) .

Dann ist der Ansatz gleich der Summe der Ansitze fiir
jede einzelne Stérfunktion.

In der praktischen Berechnung einer partikuldren Ldsung der
inhomogenen Dgl. erweist es sich als giinstig, die Koeffizien-
ten fir die einzelnen Ans#itze getrennt zu berechnen.

Arbeiten wir gemeinsam eine Aufgabe durch.

Zur Dgl. y" -y = cos x + ezx + xeX¥ + x

ist die allgemeine L3sung gesucht.
L8sungsweg:
a) Lésung der zugehdrigen homogenen Dgl. y" - y = O:

A=l A, =1,y = Cle-x + Czex.

b) Bestimmung einer speziellen L&sung der inhomogenen Dgl.:

2
g(x) = cos x + e X4 xeX + X,

glx) = g, (x) + g,(x) + g (x) + g,(x).

Zu den einzelnen Stdrfunktionen gehdren die Ansitze

g, (x) =cos x, n(xX)=_ __ _ ___ s
g, () = e, a0 =_______ ,
g, (x) = xe,  n, ()= _ _ _____ '
g, () = x, n ) = _ ______ :

Die gesamte partikulire L&sung ist dann

nx) = (x) +n,x) +n, &+,  ----- + 61 A

59A

59B

Thr Ansatz ist falsch. Beachten Sie die L8sungen der
charakteristischen Gleichungt  ---=- + 62 C
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60 A

60B

60C

Das richtige Ergebnis lautet

y = CleSx + Cze'sx + ¢ X(cos 2x - 2sin 2x).

Haben Sie dieses Ergebnis?
Ja, dann k8nnen Sie zum nidchsten Abschnitt iibergehen.

Nein, dann vergleichen Sie Ihren Ansatz:

n{x) = e X(A cos 2x + B sin 2x) und dberpriifen Sie Ihren
Rechenweg, insbesondere die Differentiatiom, auf Fehler. Ver-
gleichen Sie dann erneut mit dem angegebenen Ergebnis!

Haben Sie
n(x) = A cos 2x + B sin 2x + De* + (E, + E;x + E,x")x

----- + 58 C
n(x) = (A cos 2x + B sin 2x)x + DeX + (E, + E;x + szz)x

----- + 58D
n(x) = A cos 2x + B sin 2x + De*X + E, + E;x + E,x*

----- + 59 ¢C
n(x) = (A cos 2x + B sin 2x + DeX + E, + E;x + E,x’)x

----- + 62 A

einen anderen Ansatz, dann sehen Sie sich noch einmal genau
das Beispiel an, und 16sen Sie danach die Aufgabe erneut!
=== 59 B ----- + 62 C

Die richtigen Ergebnisse sind

1.y = (C; + C,x)e* + %cos X + %e'x;

2.y = Ce™X + (C, + Cx)et¥ + %ex + %x2e4x.

Haben Sie diese erhalten?
Ja. s + 61 B

Nein, so vergleichen Sie zunichst mit IThrem Ansatz

1. n(x) = A cos x + B sin x + De %;

2. n(x) = AeX + Bet*x2,

Haben Sie mit diesen Ansitzen gearbeitet, dann sind Ihnen bei
der weiteren Rechnung Fehler unterlaufen. Uberpriifen Sie Ihre
Rechnung und korrigieren Sie die Fehler.

Sind Sie von anderen Ansitzen ausgegangen, dann iiberlegen Sie
noch einmal genau, warum diese Ansitze zu verwenden sind!
Rechnen Sie die Aufgabe noch eimmal! = ----- + S8 E
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Thre Erginzungen milssen sein 6' A
A cos x + B sin x / De2x !/ (E, + Elx)exx / B, + F x.

Zur besseren Unterscheidung wurde hier mit verschiedenen Buch-
staben fiir die Koeffizienten gearbeitet. Sie haben sicher be-
achtet: Nur fiir ns(x) wurde r = 1.

Zur Berechnung der Koeffizienten werden wir (wie in 59 A be-
schrieben) die einzelnen Ansitze betrachten.
Flir n, (x) wird das:

n,(x) = A cos x + B sin x,

ny(x) = -A sin x + B cos x,

nr(x) = -A cos x - B sin x.

Eingesetzt in die "Teildgl."
y" -y =g,(x), also y" - y = cos x
erhdlt man
-A cos x - B sin x - (A cos x + B sin x) = cos x,
-2A cos x - 2B sin x = cos x
und durch Koeffizientenvergleich

A= -% und B = 0O,

also n, (x) = -%cos X.

Entsprechend berechnen Sie jetzt die Koeffizienten von

2x 2x

n,(x) = De”™" aus der "Teildgl." y" -y = ", = -=--- + 58 A

Leistungskontrolle 6' B

Legen Sie zuvor eine Pause von ungefihr 10 Minuten ein!
Flir die Leistungskontrolle haben Sie 30 Minuten Zeit.
1. y" - 4y' + 4y = sin x,
2. y" - sy' + 4y = X + 7%,

Bewerten Sie Thre Leistungen selbst! = -—ce-- + 63 A
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62A

62B

Ihr Ansatz ist falsch. Sie waren beim Bestimmen von r ober-
fldchlich. L8sen Sie die Aufgabe noch einmal! ----- + 62 C

Sicher haben Sie erhalten

62C

62D

n, (x) = %-(x2 - x)eX und n, (x) = -x.
Sie hatten bereits berechnet
n, (x) = -%cos X; n,(x) = %ezx.
Fassen wir nun zusammen:
21 1.2x 1.2 _ X _
n(x) = -3cos x + ge” + 2(x x)e x
und
y = Cxe-x + Czex - %cos X + %ezx + -}(x2 - x)eX - x
----- + 62C
Geben Sie flir die Dgl.
y'' + 4y' = 4cos 2x + 10eX - 16sin 2x + x?

den Ansatz zur Ermittlung einer partikuldren L&sung an!
(Die allgemeine Ldsung der homogenen Gleichung lautet

y = C, + Cycos 2x + Cgsin 2x).  -=--- + 60 B

Lésen Sie noch folgende Aufgaben und geben Sie diese bei Ihrem
Betreuer ab!

1. y" + 4y = sin 2x + e “*cos x.

2. y(4) + 2y"' - 3Jy" = eX + e:(’x + 2,

3. Beim Anfahren einer Lokomotive (Masse m, Zugkraft a) sei
die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit. Dann
gilt fir den zuriickgelegten Weg x(t) die Bewegungsglei-
chung mkX(t) = a - bx(t), b konstant.

Fiir Thre weitere Arbeit wiinschen wir Ihnen viel Erfolg.
Sie werden von Ihrem Betreuer erfahren, wo Sie weiterzuarbeiten
haben, sonst .. + 64 A
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Punkte
1. a) Lbsung der homogenen Gleichung y = (Cl + sz)ezx. 2

b) Bestimmung einer speziellen Lsung der inhomogenen

Dgl.  n(x) = A cos x + B sin x; 1
n'(x) = -A sin x + B cos x;
n"(x) = -A cos x - B sin x. 1

In die Dgl. eingesetzt:

(3A - 4B)cos x + (3B + 4A)sin x = sin x. 1

Koefiizientenvergleich:

3A - 4B =0 4 3

3B + 4A = 1 => A=95 B= . !
4 3 .

nx) = 7ECOS X + ygsin x. 1

c) Allgemeine L3sung der inhomogenen Gleichung
y = (C, + sz)ezx + %gcos x + %gsin X. 1
2. a) L8sung der homogenen Gleichung y = Clex + Cze4x. 2

b) Bestimmen einer speziellen LSsung der inhomogenen

Dgl. n(x) = Ae*x + Be X, 1
n, (x) = Ae*x; n,(x) = Be™;
ni(x) = Ae¥(x + 1);  ni(x) = -Be™¥; 171

nj(x) = Ae*(x + 2);  nj(x) = Be .
Eingesetzt und Koeffizientenvergleich:

£Ur n, (x): Ae¥(x + 2) - 5(x + 1) + 4x = €¥, 1
A=-l 1

n, (x) = -%xex. 1

fUr n,(x): Be X(1 + 5 + 4) = 7%, 1

_1
B = 10° 1
nz(x) = %Ue-x- 1
c) Allgemeine L8sung der inhomogenen Dgl.
y = Ce* + Cze4x - %xex + }Ue'x. 1
20
----- + 62D

- 63 -
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64A Im letzten Programmabschnitt wurden inhomogene lineare Dgln.
h8herer Ordnung mit konstanten Koeffizienten gel&st, indem zu-
ndchst die allgemeine L8sung der zugehdrigen homogenen Dgl. und
dann mit Hilfe der Ansatzmethode eine partikuléire L&sung der in-
homogenen Dgl. ermittelt wurden. Bei vielen Dgln. ist die Stdr-
funktion g(x) so beschaffen, daB sich die Ansatzmethode nicht
anwenden 148t. Deshalb werden wir nun den Obergang von der all-
gemeinen L&sung der zugehdrigen homogenen Dgl. zur allgemeinen
Léuung der inhomogenen Dgl, durch VARIATION DER
KONSTANTEN vornehmen.

L8sungsweg: Wir betrachten folgende Dgl.:
(n) (-1,

Yol a4y <t ayt +ay' +ay = gx);

a konstant, v =0, 1, ..., n=-1.
D¥e allgemeine L8sung der zugeh8rigen homogenen Dgl. sei

yX) = Cy,(x) + Cy,(x) + ... + Cry (x). (5)
Nach Variation der Konstanten erhilt man
y =Gy, (x) + C(x)y,(x) + ... + C . (x)y,(x). (6)

Wie Ihnen bekannt ist, kommt man zu folgendem Gleichungs-

system:
~N
Ci (xIyy + C3(X)y. e+ 0 )Yy =0
Ci (x)yi + C(x)ys3 * e+ Oy, =0
Ci (x)yy + C3(x)yY oo+ Co(x)yp -0 ¢ (7

¢ty s ey 4+ L oy - g
Jede Gleichung entsteht aus der vorhergehenden, indem
y® @=1,2, coyn k=0,1, e, n =)

jeweils einmal differenziert werden. In der letzten Glei-
chung des entstehenden Systems steht auf der rechten Seite
die Stdrfunktion g(x). Aus (7) werden die Ci(x) und
schlieBlich durch Integration die Ci(x) bestimmt, die dann
in (6) eingesetzt werden.

Sehen wir uns gemeinsam ein Beispiel an. = -=--- + 65 A
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Zu bestimmen ist die allgemeine L8sung der inhomogenen Dgl.
y.nt + 3}’" + 3y| +y= l_e—x‘

Lésungsweg: Allgemeine L8sung der zugehdrigen homogenen Dgl.

-X X
y = C,e

= 2,"X,
+ C,xe + C,x%e ™

Variation der Konstanten: Die Variation der Konstanten
fuhrt auf ein Gleichungssystem, welches in 64 A unter (7)
allgemein angegeben ist. Wir betrachten eine Dgl. dritter
Ordnung, d.h. unser Gleichungssystem besteht aus drei

Gleichungen:
Clxe™  + cpx)xe™ + Cl(x)x2%e’¥ =0
Cl(x) (-e™) + Cix) (™™ - xe™) + clx)(2xe™® - x2e™®) = 0
Ci)e™  +Cix)(xe™ - 267+ CI(x) (27 - 4xe”®
-X
+ x2e7%) = E;—.

Wir 18sen das Gleichungssystem nach Ci(x) auf und erhal-

ten:

Cix) = 3= == C,(x) = Hinix| * K,;
G = -1 = C,0) = x * K,
e = jx = €, (x) = Jx? v K.

Geben Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. an und

vergleichen Sie! 67 A

Sie miissen sich noch einmal griindlich mit dem L8sungsprinzip
und dem folgenden Beispiel beschiftigen! 64 A

Thr Ergebnis muf lauten
y = (-nfx| + Kp)e™ + (-1 + Kx)e™X;

mit K, - 1 = K, folgt y = (K, + xK,)e™™ - e *1n|x]|.
\ / ~ /
Vv V

allgemeine Lbsung der zuge- spezielle Ldsung der
inhomogenen Dgl.

hérigen homogenen Dgl.
66 G

5 Berane, II - 65 -
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66A Haben Sie als Ldsung der zugehdrigen homogenen Dgl.
y = C,ezxcos x + Czezxsin x  erhalten?

Ja, dann haben Sie richtig gerechnet. @ ----- + 67D
Nein.  =e=== + 66 B

66 B Sie miissen in der Lage sein, diese homogene Dgl. zu 18sen.
Offensichtlich haben Sie den Programmabschnitt zu den homogenen
Dgln. sehr oberflichlich bearbeitet. Schauen Sie sich deshalb
noch einmal griindlich diesen Programmabschnitt an und 18sen Sie
danach die Aufgabe 66 D.
--- Programmabschnitt "Homogene Dgln." ----- + 66 D

66 C Ihr Ergebnis ist richtig. L&sen Sie nun die nichste Aufgabe mit
gleicher Sorgfaltt  eeee- + 66D

66 D Gesucht ist die allgemeine L¥sung der Dgl.

2x
)’"-4)"+5y=%6—s—7. """ + 68 B

66 E Sie haben bis zu dieser Umformung richtig gerechnet. Jetzt
kénnen Sie noch (K, + K,x)e'x - X zusammenfassen, indem Sie
e”X ausklammern. Beachten Sie, daB Konstanten zusammengefafit

werden konnen. Vergleichen Sie erneut!  ----- + 69 A

66 F Sie haben richtig gerechnet. Bestimmen Sie nun die allgemeine
L8sung der Dgl.

Al - 1 _____
Yty stmxe + 680D

66 G Bestimmen Sie nun die allgemeine L&sung der Dgl.

yredyt way = Lt + 69 C

>
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Sie miiRten als allgemeine L8sung erhalten haben 67 A
y = (;'-xz +K)e X+ (K, - x)xe™* + (%ln{xl + K!)x’e'x;

-X 1 3 -X
y = (K ¢ Kpx o+ K,x2)e o+ \(zlen!x[ - e
NV v

allgemeine L8sung der spezielle L8sung der
homogenen Dgl. inhomogenen Dgl.

Wir wollen in Zukunft die allgemeine L&sung der inhomogenen
Dgl. immer in der Form allgemeine L¥sung der zugehdrigen ho-
mogenen Dgl. plus spezielle L3sung der inhomogenen Dgl. an-
geben,
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl.

-X

y"*Zy'+y=-1—-e. ----- + 69 A
x?

Sie miiBten erhalten haben Cj(x) = -)l( und Cj(x) = 1—2— 67 B
X

Lésen Sie nun die Aufgabe zu Ende! @ =---- + 65C

Sie miiBten erhalten haben 67 C

' . COs x - -
) = sin x’ ¢, (x) 1.

Berechnen Sie mnn C, (x) und C,(x).
Beachten Sie: J%-'(i(%—)-dx = In|f(x)] + K.

Bestimmen Sie die allgemeine L&sung der Dgl.! =  =----- + 68D

Sie haben entweder beim Aufstellen des Gleichungssystems oder 67 D
bei der Berechnung der Ci(x) Fehler gemacht. L8sen Sie Ihre
Aufgabe noch einmal! Sicher werden Sie zum richtigen Ergebnis

kommen.  ecee- + 68 B

Sie konnten bisher noch keine Aufgabe selbstindig 18sen und 67 E
miissen sich deshalb noch einmal gewissenhafter mit diesem

Abschnitt beschiéftigen.  eee-- + 64 A
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68A Sie erhalten folgendes Gleichungssystem

Ci(x)cos x + CYL(x)sin x 0

1

-C! i + C! =
Ci(x)sin x + Cy(x)cos x BT

Gesucht sind C](x) und Cj(x). GewiB sind Sie in der Lage, diese
aus dem Gleichungssystem zu ermitteln. Danach werden Sie die
Beziehung sin?x + cos® = 1 benstigen. Multiplizieren Sie jede
der Gleichungen so, daB durch anschliefiende Addition der beiden
Gleichungen nur noch eine der gesuchten Funktionen C|(x) oder
C,(x) vorhanden ist. Vergleichen Sie! @ ----- + 67 C

68 B Das richtige Ergebnis ist

y = (Kycos x + K,sin x)eZx + (cos x 1nfcos x| + x sin x)ezx.

----- + 71 A
Sie sind nicht zu diesem Ergebnis gekommen. = = = =-==--- + 66 A
68 C Thr Ergebnis ist falsch.
Haben Sie als Gleichungssystem zur Bestimmung der Ci
Ci(x)e™® + cr(x)xe™® =0
-Ci(x)e™™ + Cyx)(e™X - xe™) = S—2
X
Ja, dann haben Sie das richtige Zwischenergebnis.
Bestimmen Sie daraus C}{(x) und C}(x).  ===== + 67 B
Nein ~  e===- + 69 B
68 D Haben Sie
y = Cicos x + Cpsinx  e===- + 70 B
y = K,cos x + K,sin x - x cos x + sin x In|sin x
----- + 66 C
das Gleichungssystem gefunden, konnten aber
C;(x) und C}(x) nicht bestimmen? ----- + 68 A
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Lautet Ihr Ergebnis 69 A

y=k+eXanlxl -1 e + 70 A
y = (X, + sz)e-x - Inlxle™* - + 66 F
y = (K + KZX)e-x - e X - anlxle™ ae-e- + 66 E
Sie sind zu einem anderen Ergebnis gekommen. = = ----- + 68 C
Sie sind mit dieser Aufgabe nicht zurechtgekommen. ----- + 65 B
Ihr Gleichungssystem zur Bestimmung der Cj(x) ist falsch. 69 B

Wir wollen es gemeinsam aufstellen.
Die allgemeine L&sung der zugehSrigen homogenen Dgl. lautet

=X X

y = C,e”" + C,xe .

Durch Variation der Konstanten erhalten wir den Ansatz fiir
die allgemeine L&sung der inhomogenen Dgl.
y = C,(x)e’® + ¢, (x)xe”%.
Das Gleichungssystem (7) aus 64 A lautet im vorliegenden Fall
iy, + G;(x)y, = 0
CiXy; + Ci(x)y; = g(x).
Konkret fiir unsere Aufgabe bedeutet das
clx)e ™ + cpx)xe™ =0

-l e ™ v cy) (e - xe™) = Le7X,

Bestimmen Sie daraus C}(x) und Cj(x).  =-=--- + 67 B
Ihr Ergebnis lautet 69 C
-2x e
y = (](l + sz)e fo— e + 66 F
y=kepe® > 70 C

Sie sind mit der Aufgabe nicht zurechtgekommen oder haben
ein anderes Ergebnis. ~  —--e- + 67 E
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70A

70B

70C

Sie haben einen Fehler in Ihrer Rechnung. Beachten Sie, daB bei
jeder L8sung eines unbestimmten Integrals eine additive Kon-
stante zugefligt wird. Verbessern Sie Thren Fehler und verglei-
chen Sie erneutt  eeea- + 89 A

Thr Ergebnis ist falsch. Dafiir gibt es zwei Ursachen:

- Sie haben nur die’ allgemeine L&sung der homogenen Dgl.
bestimmt. Dann wdre Ihr Ergebnis als Zwischenergebnis richtig,
Sie miiBten nun nur noch die Variation der Konstanten durch-
fithren.

- Sie haben zwar beachtet, dafl in der allgemeinen L&sung der
homogenen Dgl. die Konstanten variiert werden miissen, um
zur allgemeinen Ldsung der inhomogenen Dgl. zu gelangen,
haben jedoch im Gleichungssystem in der letzten Gleichung
einen Fehler auf der rechten Seite.

Beseitigen Sie Thre Fehler und vergleichen Sie erneut!

Sie haben einen Fehler in Ihrer Rechnung.

Sie miiBten wissen, daB die allgemeine L8sung einer Dgl.

2. Ordnung zwei Konstanten enthidlt. Beachten Sie deshalb, daf
bei jeder Ldsung eines unbestimmten Integrals eine additive
Konstante zugefligt wird. Korrigieren Sie Thren Fehler und
vergleichen Sie danach erneut! = —e--- + 69 C
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Sie haben sich erfolgreich mit Dgln., die sich mit Hilfe der
Methode der "Variation der Konstanten' 18sen lassen, ausein-
andergesetzt. L8sen Sie nun von den folgenden Aufgaben nur

die, die sich nicht mit Hilfe der Ansatzmethode 18sen lassen.

1. y" - 4y = 8x?,

" = 1
2y Y T

x+e-x

" 1 (3
3.y-y=m; coshx=——2—,
Substitution bei der Integration: eX = t.

4, y"+yax+2ex,
5. Y"' + 4)" +y= ex(xs - x2 + 2).
Die gel8sten Aufgaben sind beim Betreuer abzugeben.

Sie werden von ihm erfahren, wie Sie weiterzuarbeiten haben,
sonst: . eeama= + 72

- 71 -

71A



72 A Die Eulersche Differentialgleichung

Eulersche Dgln. sind Dgln. n-ter Ordnung mit der Normalform

anxny(n) +a 1xn-1y(n_1) + ..o+t axy' +ay = g(x)

m

a, = const, (v=0,1, ..., n); x #0, a, # 0.

Beachten Sie: In der Normalform der Eulerschen Dgl. stimmt -in
jedem Summanden die Potenz von x mit der Ordnung der entspre-
chenden Ableitung tiberein.

Durch geeignete Substitution kann jede Eulersche Dgl. n-ter
Ordnung in eine lineare Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten tiberfithrt werden. Eine dieser Substitutionen ist

t et flir x > 0
lx] = e"; d.h. x = ¢
-e  fiir x < 0.

Die Funktion y = y(x) wird zu einer Funktion von t:
y(x) = z(t) mit t = 1nlx].

Wir erhalten damit filir die Ableitungen

dy _ dz dt _dz 1 _ 1 dz,

x dt'dx  dt'x  x'dv’

Ay . 1 dz,1d%dt . 1 dz,1 &%
dx2 x2 at " x dt? dx xz ¢t : x? dtz’
51_31. = Z_-dz - 3_.-& + L-éa—.z.

dx? s dt x® dt?  x® dt?

®

b, M
Driicken Sie die Ableitung 9—% durch die Ableitungen 4z
dx dt

aus (v =1, 2, 3, 4).
Vergleichen Sie! ~ eeea- + 74 A
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Wir bestimmen die allgemeine L&sung der Eulerschen Dgl. 73 A
2x2y" - xy' +y =0, x #0,
Losungsweg:

- Oberfithrung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl.
mit konstanten Koeffizienten:

Substitution: |x| = ef.
y(x) = z(t),
xy' = z und x%y" = % - z.

Damit entsteht aus der gegebenen Dgl.
203 - 2) - z+2z=0 und zusammengafafit
2% - 3z +z =0,

- Bestimmung der allgemeinen L&sung der linearen Dgl.
mit konstanten Koeffizienten:
Man erh#lt die charakteristische Gleichung

222 - 32 + 1 = 0 mit den LSsungen'A; = 1 und A, = %.

Die allgemeine L&sung der Dgl. mit konstanten Koeffi-
zienten lautet somit

z(t) = Clet + Czet/2 .

- Obergang zur allgemeinen Lésung der gegebenen
Eulerschen Dgl.:

Hier kann bei der Rticksubstitution unmittelbar

et = 1x] verwendet werden, wenn man beachtet, daf

et/2 = Vet ist.

Es entsteh? y = C x| + CZV[x| o

Lésen Sie nun die erste Aufgabe selbstdndig! =  =~=--- + 77 B
Sie muBten einfiigen 73 B
) . s e
z - 62 + 11Z - 62z,
v, (v) )
Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben formal x"y durch z er- 73 C

setzt. Das zeugt davon, daR Sie bisher sehr oberflichlich ge-
arbeitet haben. Beginnen Sie mit diesem Abschnitt noch einmal!
————— + 72 A
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74A Das richtige Ergebnis lautet

74B

dy 6 gz, 1d% 6 &z, 1 4%

dx* x* Ot wge2 x* dt®  x* dt*
Wenn Sie dieses Ergebnis erhalten haben, erldutern wir Ihnen die
weiteren Schritte zur Ermittlung der allgemeinen L&sung einer
Eulerschen Dg1.  e===e- + 75 A
Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten? Gewif ist Ihnen ein
elementarer Rechenfehler unterlaufen. Oberpriifen Sie Ihre Rech-
nung und vergleichen Sie Ihr neues Ergebnis mit dem oben ange-

gebenen!

Sie kommen mit dieser Aufgabe nicht zurecht? Beginnen Sie des-
halb mit Ihrer Arbeit nochmals von vorn! Studieren Sie jetzt
griindlicher und beachten Sie besonders die Anwendung der Ketten-
regel der Differentialrechnung! Diese Aufgabe miissen Sie 18sen
x6nngnt  ====- + 72 A

Thr Ergebnis ist richtig, 14Bt sich aber noch umformen.
Holen Sie das nacht  =e=a- + 76 B

74C

Sie muBiten einfiigen:
T - 6% + 5z + 2z.
Sicher k#nnen Sie jetzt die folgende Aufgabe selbstidndig 1l&sen.
Zu bestimmen ist die allgemeine L8sung der Eulerschen Dgl.
x3y"' 4+ x2y" - 2xy' + 2y = 0; x # O.
Oberfilhren Sie diese zunichst in eine Dgl. mit konstanten

Koeffizienten!
Vergleichen Sie!  ====- + 76 A

74D

Ihr Ergebnis ist falsch. Wir geben Ihnen zwei Hinweise:
- Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:
Ay =1, d, = =1, Ay = 2,

- Wir setzen voraus, daB Sie wissen, wie man mit Hilfe der
Nullstellen die allgemeine L8sung aufstellt!
Vergleichen Sie erneut!  ----- + 76 B
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Setzen wir g% = y' und %% = 2z in die eben ermittelten Ablei-

tungen ein, so erhalten wir nach einfachen Umformungen

xy' =z,
x%y" =% -z,
x¥y"™ = ¥ - 3% -2z,
X“Y(4) s o ____ , usw
Vergleichen Sie zun#chst. —aoo- 73 B ~

Zur Bestimmung der allgemeinen L8sung der Eulerschen Dgl. er-
gibt sich damit folgender

Lésungsweg:
- Uberfithrung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl. mit
konstanten Koeffizienten durch die Substitution |x| = et

und die Ausdriicke fiir x“y(v). Die Stdrfunktion unter-
liegt natiirlich auch der Transformation.

- Bestimmung der allgemeinen L8sung der linearen Dgl. mit
konstanten Koeffizienten nach dem Ihnen bekannten Ver-
fahren.

- Ubergang :ur allgemeinen L8sung der gegebenen Eulerschen
Dgl. durch Riickgidngigmachen der Substitution |x| = &t,
Gegebenenfalls ist die Umformung t = 1n|x| erforderlich.

Wenn Sie glauben, dieses L&sungsverfahren sofort anwenden zu
kénnen, dann 14sen Sie die erste Aufgabe! = = ----- + 77 B

Sie konnen sich jedoch auch erst ein Beispiel ansehen.

Sie miiSten erginzt haben % - z / % - 3% + 2z,

75A

75B

Sie haben am Ende Ihrer Rechnung einen Fehler begangen, indem
Sie t = x gesetzt haben.
Berichtigen Sie Ihr Ergebnist  —---n + 76 B

Thr Ergebnis ist falsch. Sie haben oberflichlich gearbeitet und
nicht beachtet, daf Sie y(x) in eine Funktion z(t) transfor-
miert haben. Berichtigen Sie Thr Ergebnis! = ----- + 76 A
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76 A Haben Sie

¥ -2 -2+2y=0  mmea- + 75
Y -2z -2 +22=0  emae- + 78
Y+z-22+22=0  emea- + 73

ein anderes Ergebnis, dann haben Sie einen Fehler in Ihrer
Rechnung. Haben Sie sich das L§sungsbeispiel angesehen?
Nein, dann holen Sie das nach! = =-=-==- + 73
Ja, dann {iberpriifen Sie Ihre Rechnung auf elementare
Rechenfehler und vergleichen Sie ernelit!

C

A

76 B Vergleichen Sie!

76 C

76 D

y = Ce X+ C,e* + C,e2x ----- + 75 C
y = Clx-l +C,x+Cx*  =m-e- + 79 B
y= Cx|™ +Cyxl +Cx2 aeeee + 78 B
y = Cle't + Czet + Cant ----- + 78D
- ! !
y = Ce In|x| , czeln]x1 . Cse21n!xl _____ > 74 B
Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. = ==--- + 74D
Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. Haben Sie
sich das L8sungsbeispiel griindlich angesehen?
Ja. = + 77 A
Nein, dann holen Sie das nacht  =-=---- + 73 A
Sie haben die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
falsch bestimmt. Berichtigen Sie Thre Rechnung und vergleichen
Sie dann erneut! === + 80 C
Sie haben oberflichlich gearbeitet und t = x gesetzt. Die
Ricktransformation lautet aber t = 1In x.
Berichtigen Sie Ihr Ergebnist  ===-= + 80 C
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Da Sie die Aufgabe nicht bewiltigen konnten, bestimmen Sie 77A
zundchst mit uns gemeinsam die allgemeine L&sung der Dgl.

x2y" - 3xy' - S5y =0, x # 0.
LOsungsweg:
- Mit Hilfe der Substitution [x| = e
mit konstanten Koeffizienten
Z -4z - 5z =0,
- Bestimmung der allgemeinen L&sung der Dgl. mit konstan-

t entsteht die Dgl.

ten Koeffizienten:
Aus der Dgl. erh#lt man die charakteristische Gleichung

A%* - 4x - 5 = 0 mit den Lésungen A\, = -1, A, = 5.

Die Ldsung der Dgl. mit konstanten Koeffizienten lautet

- Obergang zur allgemeinen L8sung der gegebenen Euler- «’
schen Dgl.
Wir machen die Substitution |x| = et'rﬁckgﬁngig und be-
achten dabei, daf

et - lf und et - (et)5 ist.
e
Damit erhalten wir y(x) = _ _ _ __ _ _ _ . mm——- + 78 C
Oberfithren Sie die Dgl. x3y"' - 3x%y" + 2y = 0, x # O, gemein- 77 B
sam mit uns in eine Dgl. mit konstanten Koeffizienten!

Losungsweg: Wir substituieren-|x| = et.

Damit wird y(x) zu einer Funktion von t, d.h. y(x) = z(t).
Es ergibt sich dann

xym = _ ;
X}ymo= 0 e 75 B =
Damit entsteht aus der gegebenen Dgl. nach Zusammenfassen *)
und Ordnen
_______________ = 0.

Vergleichen Sie!  aacan + 74 C
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78A Ihr Ergebnis ist richtig. Ldsen Sie nun diese Aufgabe voll-

78B

78 C

78D

78E

stindig! Es war x # O vorausgesetzt.
Hinweis: Suchen Sie die Nullstellen unter den Teilern des
Absolutgliedes des charakteristischen Polynoms!

Sie haben diese Aufgabe geldst. Bestimmen Sie nun die allge-
meine L&sung der Eulerschen Dgl.

xiyll + Sxy‘ + 10)1 =0, x>0,  eeea- + 80 C

Thre Ergdnzungen mufiten sein:

C, [x!17h w ¢, lx]s.
Losen Sie nun die Aufgabe, mit der Sie vorhin nicht zurecht

kamen! Zu bestimmen war die allgemeine L&sung der Dgl.

x¥y"' 4+ x2y" - 2xy' + 2y = 0.
Wir hatten bereits erhalten

7 -2z -%+22z=0.  eee=- + 76 B

Das ist noch nicht das Endergebnis. Sie haben nicht beachtet,
daB y(x) in eine Funktion z(t) transformiert wurde.

Flihren Sie die Riicktransformation durch! Sie miiten dann das
richtige Ergebnis erhalten.  --=-- + 76 B

Uberpriifen Sie nochmals Ihr Ergebnis! Sie haben nicht beachtet,
daf in der Aufgabenstellung x > O vorausgesetzt wurde.

78 F

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben einen Fehler beim Aufstellen
der allgemeinen L&sung begangen. Informieren Sie sich deshalb
nochmals im Abschnitt "Dgln. mit konstanten Koeffizienten'!
Vergleichen Sie danach erneut! ~== 29 A ~---- + 81 B



Ihr Ergebnis ist falsch. Wir geben Ihnen deshalb zwei Hinweise: 79A
- Die weiteren Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind

Aa,b = 1 #j.

- Sie kdnnen sich im Abschnit¢ "Dgln. mit konstanten Koeffizien-
ten" nochmals informieren, wie man den ermittelten Nullstel-
len entsprechend die allgemeine LSsung der Dgl. mit konstan-
ten Koeffizienten aufstellt.

Berichtigen Sie Ihr Ergebnis! === 29 A ----- + 81 B

Sie haben ungenau gearbeitet. Ihr Ergebnis ist falsch, da Sie 79 B
bei der Riicktransformation nicht beachtet haben, daf
t = 1n|x| gilt.

Korrigieren Sie Ihren Fehler! = =---- + 76 B

Ihre Ergidnzung muf lauten z(t) = Cle't + CzeSt. 79 C
Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben nicht beachtet, daf .in der 79 D
Aufgabenstellung nur x # O vorausgesetzt war. Berichtigen Sie

Ihr Ergebnist  eee=- + 81 B

Haben Sie

y = Clxz + sz-z + %-x’ln X, dann haben Sie das richtige Ergeb- 79 E

nis und miiBten jetzt in der Lage sein, die vorher begonnene

Aufgabe zu 1l6sen. ==--- + 83D

bei der Bestimmung einer speziellen Ldsung einen Widerspruch

erhalten?  ee--- + 80D

kein oder ein anderes Ergebnis? = =---- + 80 A

Ihr Ergebnis ist falsch, weil n(x) = 1ln x nicht die gesuchte 79 F

partikulidre L&sung der inhomogenen Eulerschen Dgl. ist. Be-
stimmen Sie erneut eine partikuléire Ldsung der inhomogenen Dgl.!
Vergessen Sie nicht, die Stérfunktion vorher zu transformieren!

Vergleichen Sie erneut!  <ee-o + 81 A
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80A

80B

80C

80D

Wir geben Ihnen einige Hinweise:
- die charakteristische Gleichung ist A2 - 4 = 0;
- die L8sungen sind A, = 2, A, = -2;

- die transformierte Stdrfunktion lautet h(t) = 5e3t.

Vergleichen Sie nach gewissenhaftem Nachrechnen erneut!

Vergleichen Sie!
e t(C,cos 3t + C,sin 3t) /
x"'(C,cos(31n x) + C,sin(31n x)).

GewiB sind Sie jetzt in der Lage, Iolgende Aufgabe zu 1&sen.
Berechnen Sie die allgemeine L3sung der Dgl.

x2y" + S5xy' + 8 =0, x#0.  ==--- + 82 B

Vergleichen Sie!

y=cxt+cCx* e + 76 C
y = x'l(Clcos(Sln[x[) + C,sin(31n{x|)) ----- + 78 E
y = e-X(Clcos 3x + C,sin 3x)  =-me- s 76D
y = x"'(C,cos(31n x) + C,sin(31n x))  ===-- + 83 A

Sie haben ein anderes Ergebnis oder sind zu keinem Ergebnis
gelangt? ==e=-- + 82 A

Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben die Ansatzmethode auf Euler-
sche Dgln. {ibertragen, das geht aber nicht ganz so einfach.
¥Wenn Sie Ihren Fehler nicht finden, dann nutzen Sie den folgen-
den L&sungsweg:
Bestimmen Sie die allgemeine Ldsung der inhomogenen Dgl.
mit konstanten Koeffizienten und wenden Sie auf diese die
Rticktransformation an!
Vergleichen Siet ~ ---e- + 79 E
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Vergleichen Sie Ihr Ergebnis! Sie haben

81A

8B

81C

y = Cxx + sz Inx+1Ilnx  occa- + 79 F
y=Cx+ 2+ (Cx + 1)ln x v=-=-»> 83 E
y = x(C, + C,ln x) ---=->83 @G
y=Cx +CxInx+x*Inx-2x2 . +82C
ein anderes Ergebnis —ee--+ 81 D
kein Ergebnis, dann sehen Sie sich erst noch einmal das
Losungsbeispiel griindlich an! Merken Sie sich die
L8sungsschritte! --- 84 A ----- + 81 C
Ist Ihr Ergebnis
y = x"3(C, + C,) + |x|(C,cos In]|x]| + C,sin 1n|x|)
----- + 78 F
y = x %(C, + C,In|x|) + |x| (Cycos In|x| + C,sin 1n]x])
----- + 83 C
y = x'z(Cl *+ C,1n x) + x(Cycos 1n x + C,sin 1n x)
----- + 79D
hier nicht angegeben? = _.__. + 79 A
Bestimmen Sie die allgemeine L8sung der Dgl.
xzy" + xy' - 4y = 5x*, x > 0.
Vergleichen Sie danacht ... + 79 E
Thr Ergebnis ist falsch.
Wir geben Thnen einige Hinweise:
- charakteristische Gleichung: 12 - 2) + 1 =
- mit den L8sungen: Ay 5 A, = 15
- transformierte Stérfunktion: h(t) = t.
Vergleichen Sie nach gewissenhaftem Nachrechnen erneut!
----- + 81 A

6 Berane, II - 81 -
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82A Ihr Ergebnis ist falsch, bzw. Sie konnten die Aufgabe nicht 18-
sen. Wir wollen Thnen helfen und diese Aufgabe mit Ihnen gemein-
sam 18sen. Erglinzen Sie die fehlenden Terme und prigen Sie sich
den L38sungsweg fest ein!

Gesucht ist die allgemeine L8sung der Eulerschen Dgl.

x2?y" + 3xy' + 10y =0, x > O,
Lésungsweg: Oberfithrung der Eulerschen Dgl. in eine lineare Dgl.
mit konstanten Koeffizienten in z(t ):

t

Durch die Substitution x = e~ erh#lt man

y(x) = z(t), xy' =2z, x*y" =% -z,
Die Dgl. mit konstanten Koeffizienten lautet dann

Bestimmen der allgemeinen L8sung der Dgl.-mit konstanten
Koeffizienten:

Als charakteristische Gleichung erh#lt man A2 + 2A + 10 = 0
mit den L&sungen A, = -1 + 3j und A, = -1 - 3j.

Die allgemeine L&sung der Dgl. mit konstanten Koeffizien-
ten ist

z(t) = _ _ _ _ _ _____

Aufstellen der allgemeinen Ldsung der gegebenen Euler-
schen Dgl.

Wir fithren die Rficktransformation t = 1ln x durch und
erhalten

82 B Die L&sung lautet y = xhz(Clcos(Zln[xl) + C,sin(21n|x|)).
Haben Sie dieses Ergebnis erhalten?
Ja. ~ eeea- + 83 B
Nein 7 === + 85 A

82 C Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Bestimmung der
speziellen L8sung der inhomogenen Dgl. einen Fehler gemacht.
Berichtigen Sie Ihre Rechnungt = ==--- + 81 A
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Thr Ergebnis ist richtig. Arbeiten Sie weiter so gewissen- 83 A
haftet  e=a-- + 83 B

Ermitteln Sie die allgemeine L8sung der Dgl. 83 B
x"y(“) + 8x%y"" + 11x%y" + xy' + 8y = 0, x # O.

Hinweis: Zwei Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind A, =, =-2.  ---=- + 81 B

Thr Ergebnis ist richtig. Welche der funf Dgln. sind Euler- 83 C
sche Dgln.? Schreiben Sie diese in Normalform auf und ver-
gleichen Sie!

() Xy = xqyt ey (4) Iy Sy Ly oo
x3 x x?
”" 7 ] 9 = . 1 2,1t
@) y" + gy + =y =05 (5) -xy! = xfyh.
X
3 1 "t ”.
(3) 'fy = =Xy - 3)’ 3
Es sei stetsx>o0.  =ea-= + 85 8B
Zu bestimmen ist die allgemeine L&sung der Dgl. 83 D
x?y" - xy' +#y=1lnx, x>0,  -=--- + 81 A
Ihr Ergebnis ist richtig. Sie kdnnen die nichste Aufgabe in 83 E
Angriff nehmen. Ermitteln Sie die partikulire L8sung der Dgl.
y" + 1;)" + 1—2y = 2—, mit x >0, y(1) = 3, y'(1) = -2,
x o eees + 85¢C
Nach der Riicktransformation miiRten Sie 83 F
C,x + C,}Jx + x 1n x erhalten haben. @ ----- + 83D
Thr Ergebnis ist unvollstindig. Sie haben nur die allgemeine 83 G

L8sung der homogenen Dgl. ermittelt. Bestimmen Sie nun noch eine
spezielle Losung der inhomogenen Dgl. und schreiben Sie dann die
allgemeine LSsung der inhomogenen Dgl. auf! = = ----- + 81 A
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84A Es ist die allgemeine L&sung der Eulerschen Dgl.

2x%y" - xy' +y=x, x>0

gesucht.

Lésungsweg: Uberfiihrung in eine Dgl. mit konstanten Koeffi-
zienten.

Substitution: x = et.

Damit folgt 2% - 3% + z = e,
Bestimmung der allgemeinen Ldsung der Dgl. mit kon-
stanten Koeffizienten:
Ermittlung der allgemeinen Ldsung z(t) der homo-
genen Dgl.:
Sie lautet z(t) = C,e* + C,e
Bestimmung einer speziellen Ldsung n(t) der inho-

It

mogenen Dgl.:

Ansatz: n(t) = Aett, da o = 1 Lésung der charakte-
ristischen Gleichung;

n(t) = Aett + Aet; n(t) = Aett + 2aet.
Der Ansatz und seine Ableitungen werden in die Dgl.
mit konstanten Koeffizienten eingesetzt.

Aus dem Koeffizientenvergleich folgt A = 1, also

n(t) = ett.

Aufstellen der allgemeinen L3sung der Dgl. mit
konstanten Koeffizienten:
2(t) = z(t) + n(t);

1t
et + C e7 + et

1 2 t.

z(t) = C

Aufstellen der allgemeinen L8sung der gegebenen Euler-
schen Dgl.
Wir fuhren die Ricktransformation t = 1ln x aus.

84 B Vergleichen Sie! Ihre Erginzung mufite lauten

Z + 23 +10z = 0.
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Ihr Ergebnis ist falsch. Wir hoffen, daB Sie mit Hilfe der

folgenden Hinweise zum richtigen Ergebnis gelangen!

- Charakteristische Gleichung: 12 + 4) + 8 = 0,

- Die L&sungen dieser Gleichung sind: A, = =2 +12j.

- Vergessen Sie nicht, die Ricktransformation t = 1n|x|

durchzufiihren!

Sie miiBten zu der Meinung gekommen sein:
(2) x2y" + 7xy' + 9y = 0, x > 0;
(3) x3y"' + 3x2y" £ 3xy' =0, x > 0;

(5) x2y" + xy' =0, x >0
sind Eulersche Dgln.

Hatten Sie bisher grdRere Schwierigkeiten beim L&sen der vor-

gegebenen Aufgaben?

Ja, dann festigen Sie Ihre Fertigkeiten und bestimmen die all-

gemeinen LSsungen dieser drei Dgln,!
Vergleichen Sie anschliefend!

Nein, dann wollen wir jetzt inhomogene Eulersche Dgln.

18sen. Mdchten Sie sich erst ein Beispiel ansehen?
Ja
Nein

84 A
83 D

Vergleichen Sie!

y = x ' + Cycos(ln x) + C,sin(ln x)

y = x ! + 2cos(ln x) - sin(ln x)

Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis.

86 B

87 A
87 C

Leistungskontrolle (Dauer 30 Min.)
1. x“y(“) + 3x2y" - S5xy' + 5y =0, x > 0.

2. y" - 6Ll + 10L = l—cos(ln x).
X x2 xl

Vergleichen Sie Thre LSsungswege und Ergebnisse mit den angege-
benen! Bewerten Sie Ihre Leistungen selbst nach dem Ihnen be-

kannten Mafstab!

- 85 -
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86 A

86B

1. Aufgabe Punkte

Charakteristische Gleichung:

AY - 6A% + 142A% - 140 + 5 =0

mit den L8sungen xlﬂ =1, ASﬁ =2 +]. 3
L8sung der Dgl. mit konstanten Koeffizienten:

2(t) = (C, + C,t)et + e?P(Cycos t + Cysin t). 1
L8sung der Eulerschen Dgl.:

y(x) = x(C, + C,1n x) + x2(C4cos(ln x) + C,sin(ln x)). 1

7
2. Aufgabe
Normalform: x2y" - 6xy' + 10y = cos(ln x). 1
Dgl. mit konstanten Koeffizienten:
Z - 72 + 10z = cos t. 1
Charakteristische Gleichung: A2 - 74 + 10 = 0 1
mit den L8sungen A, = 2, A, = 5. 2
L8sung der Dgl. mit konstanten Koeffizienten:
i(t) = C,e’t + c,e’t. 1
n(t) = T§U°°s t - T;Usin t. 2
L8sung der Eulerschen Dgl.:
y(x) = C,x% + C,x% + Tgccos(ln x) - T;Usin(ln x). 1
9

Damit sind Sie am Ende dieses Abschnittes angekommen. .
Falls Sie sich mit Systemen von linearen Dgln. beschiftigen
wollen  eea-- + 88 A

Thr Ergebnis ist noch nicht die gesuchte L8sung, denn es lag ein
Anfangswertproblem mit y(1) = 3, y'(1) = -2 vor.

Bestimmen Sie noch C, und C, und damit die gesuchte partiku-
l4re L6Sung!  ee==- + 85 C
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Sie haben gut gearbeitet, Ihr Ergebnis ist richtig. 87A
L8sen Sie nun folgende Aufgaben! Geben Sie Ihre Berechnungen
bei Ihrem Betreuer ab!

1. x®y"" - 2x2%y" + 13xy' - 13y = 0, x # O.
2. x%y" - 5xy' + 25y = 25(1n|x|)*® + 32(In|x|)? - 181n|x| - 21.
3.xfy" eyt = I T mity(e) = e, y'(e) = 1, y'(e) = 0.

Oberpriifen Sie Ihre neu erworbenen Fertigkeiten in einer
Leistungskontrolle!  ====- + 850D

Wir geben Ihnen hier auch einige Zwischenergebnisse an. 87 B
Berichtigen Sie gegebenenfalls Ihre Fehler, bevor Sie im
Programm weiterarbeiten!

Dgl. | char. Gleichung Nullstellen allgemeine L8sung y(x)
-3

(2) [A2+6r+9=0 |2 ,=-3 (c, + C,1n x)x
(3) (A +22=0 M\ =0, C, + Cycos(}2'1n x)

Az’a = tﬁj + C,sin(ﬁ1 1n x)
(5) |22 +r=0 Ay =0, A, = =1[C, + Cx7!

----- + 84 A

Sie haben falsch gerechnet. 87 C

- Oberflihren Sie diese Dgl. in die Normalform der Eulerschen
Dgl.

- Sie miRtén dann die Nullstellen lx,z = +j des charakteristi-
schen Polynoms erhalten haben.

Beachten Sie die gegebenen Hinweise und rechnen Sie gewissen-

haft  eeea- + 85 C
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88 A

Systeme von linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

I. L8sung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir Systeme von linearen Dgln.
betrachten, die folgende allgemeine Form haben:

Yi(x) = a;,y,(x) + a,,y,(x) + ... +a y x)+g(x)

Ya(x) = a,,y, (x) + a,,y,(x) + ... *+a, y (x) +g,(x)

Yax) = ay, (x) +a,y,(x) + ... +a y (x)+g (x)

ai,k konstant, i,k =1, 2, ..., n.

IUnter der Ordnung eines Systems von linearen Dgln. versteht
man die Summe der Ordnungen der einzelnen Dgln.

In unserem Fall ist die Ordnung des Systems n. Es gibt aber
auch Systeme, in denen Dgln. h8herer Ordnung vorkommen. Wir
werden nur Systeme 1ldsen, in denen Dgln. erster Ordnung auf-
treten.

In einem ersten Abschnitt beschiftigen wir uns zunlchst mit
homogenen Systemen von linearen Dgln. mit konstanten Koeffi-
zienten. Welche Bedingung muf an (1) gestellt werden, damit ein
homogenes System vorliegt?  ==---- 90 B -

/

Eine Mbéglichkeit, das zu (1) geh8rige homogene System zu l&sen,
besteht darin, daf man folgenden Ansatz bildet:

Yi = ci€ i=1,2, ..., n.

Da die Funktionen y; = ciexx, i=1,2, ..., n, L3sungen des

zu (1) gehdrenden homogenen Systems sein sollen, milssen diese

AX

Funktionen und ihre Ableitungen yi = Acze’, i=1,2, ..., n,

das homogene System von Dgln. erfiillen.
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Nach Einsetzen und elementaren Umformungen erhilt man

(a,, = A)c, + 8,,C, * oo * a;nc, = 0
a,,c, + (a“ - )\)Cz + it aZﬂCn =0

: (2)
ap,c, *+ apaC, + ..o+ (3, = Nec, = 0.

Die Koeffizientendeterminante dieses Systems ist

a, - A A, s a

12 in
a, a, -} ... a .

D(A) = :
ap, apg +ov 2y, - A

Flir (2) existiert eine nichttriviale L8sung (cl, Coy eeey cn)
genau dann, wenn D(X) = O ist.

D(A) = O ist eine Gleichung n-ten Grades fiir die Ai. Diese Glei-
chung wird als charakteristische Gleichung bezeichnet.

Das Zwischenergebnis fiir die allgemeine L8sung des Systems von
homogenen linearen Dgln., fiir alle Ai (i=1,2, ..., n) ver-
schieden und reell, lautet:

A_X
A, X A,X n
Yi(x) = c;,e717 + ¢ 6”20+ .+ e
X A,x ApX
= 2
yz(x) c,,© + c,,e + ., + c,ne
: (3)
* A_Xx
A x A,X n
= 17+ 2T+ L, 4
yn(x) ni® €n2® ®nn®

Treten komplexe oder mehrfache reelle L&sungen bzw. Kombinatio-
nen der verschiedenen F#lle auf, ist (3) entsprechend aufzustel-
len (vgl. auch 29 A).

In dem von uns beschrittenen Weg treten in (3) noch nen Konstan-
ten auf. Da in der allgemeinen L8sung eines Systems n-ter Ord-
nung genau n Konstanten auftreten, miissen Konstanten eliminiert
werden. Das geschieht durch Differentiation von Gleichungen des
Systems (3), Einsetzen in das gegebene Gleichungssystem und an-
schliefenden Koeffizientenvergleich. Dabei werden nicht alle
Gleichungen des Systems bendtigt. = ====- + 90 A
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90A Zu bestimmen ist die allgemeine L8sung des Dgl.-Systems
y(x) - y'(x) + 2z(x) =0
2y(x) + z(x) - z2'(x) = O.

L8sungsweg: Herstellen der expliziten Form des Dgl.-Systems
entsprechend dem System (1) in 88 A:
y' @) = y(x) + 2z(x)
2'(x) = 2y(x) + z(x). a"
Beachten Sie: Ordnen Sie y, z und deren erste Ableitungen
entsprechend der Reihenfolge der unabhingigen Variablen
im System (1).

Aufstellen der Determinante D()A) und L8sen der charak-
teristischen Gleichung ergibt
1-2 2

D(A) = =)A2-22-3=0

1-2
und A= -1, A, =3.

Aufstellen der allgemeinen L&sung, in der noch Konstanten
zu eliminieren sind. Um Doppelindizes zu vermeiden, ver-
wenden wir als Konstanten A,, A,, B,, B,.

3x

- 2"
2(x) = Be* + B,e’%,

X

y(x) = Aje™™ + Ae

Koeffizientenvergleich:

Durch Differentiation und Einsetzen von (2') in eine Dgl.
des Systems (1') (wir haben hier in die erste Dgl. einge-
setzt) erhilt man

-AeX 4 38,63 =A™ 4 4,63 + 2B 67X + 2B,0°%.

X und e ergibt sich

Nach Koeffizientenvergleich bei e~
Ay =B, und -A, = B,.

Geben Sie nun die allgemeine Lésung an! = ---=- + 93

9OB Es mufl gelten gi(x) £0;, i=1,2, ..., n.
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Haben Sie als Ergebnis

y = -%B,e'x + Bye X

e-7x

z = Be  +B,

y = Ale-Zx + Aze-7x
2x 7x

z = -%Ale' + Aye”

-X 7x

y = Aje™™ + Aye”

z = -2, + Ae X

7x 2x

Yy = Aje' T+ Aje
z = -6Ale7x - %AzeZx

Sie haben kein Ergebnis erhalten, bzw. Ihr Ergebnis stimmt

mit den angegebenen nicht liberein.

93

92

93

92

94

&

Haben Sie
das Ergebnis
y = Alesx + A

_ 8x 2
z = 2Ae - gAz

2

das Zwischenergebnis
y = A,e8x + A,

z = B,e8x

+ B2
die charakteristische Gleichung

A2 =61 -10=0

mit den Lésungen A;, =3 ¢ V!Q

-9
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92A Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben das System vor dem Aufstel-
len der Determinante nicht in die explizite Form gebracht.
Beachten Sie das und vergleichen Sie erneut! = = ----- + 91 A

Q2B Ao X/ BTN/ can, /A, [/ Ae ™ v TR cane ™™ 4 a0 TR

Vergleichen Sie mit Ihren Erginzungen und korrigieren Sie
gegebenenfalls. Losen Sie dann die nichste Aufgabe! ----- + 92 ¢C

92 C Lésen Sie das System von Dgln,
! 2y + 3z
6z + 4y; (Y =YD, z =zl + 91 B

zl

92 D Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben bei der Herstellung der
expliziten Form die Reihenfolge der Summanden nicht beriicksich-
tigt. Vergleichen Sie mit dem Beispiel in 90 A und rechnen Sie
die Aufgabe noch eimnmal: ... + 90 A

92 E Ihr Ergebnis ist falsch. Sie haben sich bestimmt beim Koeffizien-
tenvergleich verrechnet. Kontrollieren und korrigieren Sie Ihre
Rechnung an dieser Stelle! ... + 95 A

92 F Sie haben die explizite Form des Systems nicht richtig aufge-
schrieben. Beachten Sie die Reihenfolge von y und z.
L8sen Sie die Aufgabe noch eimmal! = ---oo + 92 C

926 Die richtigen Ergédnzungen lauten

-5-2 -2
/ A2+ 8 +7=0 [/ -1 [ -7,

-4 -3-)

92 H Dritcken Sie nun noch B, und B, durch A, und A, aus!

- 92 -



Die allgemeine Losung des Dgl.-Systems lautet, je nachdem, ob
Sie die Konstanten Ai oder Bi (i =1, 2) ersetzt haben

3x -X 3x

y= Ae X+ ALe oder y = -Bje " + B,e

3x

= -X _ 3x
z = -Ae + Ae z = Be

-X
+ B,e"",

Lésen Sie die nichste Aufgabe selbstidndig!
Zu bestimmen ist die allgemeine L&sung des Dgl.-Systems
y'(x) + 5y(x) + 2z(x) = O
2' (x) + 3z(x) + 4y(x) = 0.  me-=- + 91

93A

Thr Ergebnis ist richtig. Um aber vergleichbare Ergebnisse zu
erhalten, wollen wir die Konstanten der zweiten Gleichung im
Ansatz flir die allgemeine L&sung durch die Konstanten der er-
sten Gleichung (hier Ai) ersetzen. Beriicksichtigen Sie das
bitte bei den nachfolgenden Aufgaben! = «---- + 93

Ihr Ergebnis ist richtig. L8sen Sie die nichste Aufgabe
ebenso erfolgreicht  —-e-- + 93

Zu bestimmen sind die allgemeine und die partikulédre L8sung
von z'(x) = -y(x) + z(x)
y'(x) = y(x) + z(x)
mit den Anfangswerten y(0) = 1, z2(0) = O.
Bestimmen Sie zun#chst die allgemeine L8sung! = ----- + 95

Thr Ergebnis ist falsch. Ihnen ist beim Herstellen der expli-
ziten Form des Systems ein Fehler unterlaufen. Korrigieren Sie
diesen und 18sen Sie die Aufgabe nochmals! = = ----- + 93

Beachten Sie, daR man die Konstanten ermittelt, indem man die
Anfangswerte y(0) = 1 und z(0) = O in die von Ihnen richtig
berechnete allgemeiné L3sung einsetzt. Vergleichen Sie erneut!

----- + 94

- 93 -
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94 A

94B

Sie konnten die allgemeine L&sung nicht ermitteln. Wir wollen
deshalb die Aufgabe gemeinsam 18sen. Fiillen Sie die Liicken im
L8sungsweg aus!
Lésungsweg: Herstellen der expliziten Form des Systems und.
Ordnen: y' = -5y - 2z
z' = -4y - 3z,
Bestimmen der L&sungen Ai:

Determinante D(1) = = 0.

Wir setzen y', y und z in die erste Gleichung des Systems
ein und fiihren Koeffizientenvergleich durch,
Man erhilt fir B, =

Schauen Sie nach, ob Sie die Leerstellen richtig ergédnzt
haben! -~ + 92 B

Haben Sie die partikuldre L&sung
y = eXcos x

z = -e¥sin x
erhalten, dann 18sen Sie die nidchste Aufgabe! = = ----- + 94 C

Sie konnten die partikulire L3sung nicht bestimmen. ----- + 9% F

94C

Bestimmen Sie die allgemeine L&sung des Systems von Dgln,

X+3x+y=0
$- x+y=o0;[X=x®), y=y(t).
Vergleichen Siet °~ ee--- + 96 A

- 04 -



Was haben Sie als allgemeine L8sung erhalten?

y = eX(A,cos x + A,sin x)

z = ex(Azcos x+Asinx)  ee-e- + 92
y = A,evi1x + Aze'VTx
z = A](Vz_l = 1)eﬁx + Az("1 - V?)e'vz—'x ----- + 93

y = ex(A,cos x + A,sin x)
z = ex(Azcos x -Asinx)  eee-- + 97
y = e*(-A,cos x + A,sin x)
z = ex(Alcos X + A,sin x) S + 96

Sie haben ein anderes Ergebnis erhalten. @ = ----- + 96

95A

Verwenden Sie den Ansatz flir die allgemeine L3Ssung bei mehr-
fachen reellen Nullstellen! Hier ist A, = -l

)
x = (A +A)e 2t y o (B +Bt)elt,

Drticken Sie nun noch B, und B, durch A, und A, aus! ----- + 96

95B

Das richtige Ergebnis ist

x(t) = Alet + Aztet + A,

y(t) = (A, + A)e" + A tet

2(t) = (A, + 2h,)et + A,tet. - + o8
Sie haben als Zwischenergebnis

x(t) = Aet + A te® + A

y(t) = Blet + thet + B,

z(t) = Clet + Cztet +C,o  eeees > 97

Sie kamen mit der Aufgabe nicht zurecht. @ = -=--- + 97

- 95 -
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96A Die L8sung heifit

96 B

96 C

-2 -2 -
x = (A, + A 0)e Pty = (-A - A e Et - g te”2E,

Lésen Sie nun die Aufgabe 97 B und beachten Sie, daB dort eine
Kombination von einfachen und doppelten reellen Nullstellen auf-

trict! eee=- + 97 B
Sie konnten den Ansatz fiir die allgemeine L8sung nicht
aufstellen.  e=e=- + 95 B

Ihr Ergebnis ist richtig. Damit wir aber vergleichbare Ergeb-
nisangebote aufstellen k8nnen, ist es erforderlich, daB Sie

sich klinftig an die in 90 A vorgegebene Reihenfolge halten!
Bestimmen Sie nun noch die partikulire L8sung fir die Anfangs-
werte y(0) = 1 und 2z(0) = O und vergleichen Sie! ----- + 94 B

Thr Ergebnis ist falsch.
Haben Sie den Ansatz fiir die allgemeine L3sung des Gleichungs-
systems

y = ex(Alcos X + A,sin x)

z = ex(Blcos x + B,sin x)

verwendet?

Ja, dann haben Sie bis zu dieser Stelle richtig gerechnet.
Differenzieren Sie die Gleichungen und driicken Sie, nachdem Sie
die L8sung und ihre Ableitungen in eine Dgl. des gegebenen
Systems eingesetzt haben, durch Koeffizientenvergleich die Kon-
stanten B, und B, durch A, und A, aus! = ----- + 95 A

Nein, dann vergleichen Sie zunichst die Ldsungen der charak-
teristischen Gleichung mit den angegebenen! = ----- + 96 D

9D

Lésungen der charakteristischen Gleichung: A, =1 + )
A, =1 -3,
Ansatz fiir die allgemeine L8sung: y = ex(Alcos X + A,sin x)
z = ex(Blcos x + stin x).

Lésen Sie nun die Aufgabe zu Ende! @ =---- + 95 A

- 96 -



Hinweis: 97 A

-1 0
D(A) = 0-x 1 = 0.
0 -1 2-)

Beachten Sie beim Aufstellen des Ansatzes flir die allgemeine
Lésung: Mehrfache Nullstellen!

Jetzt miiRten Sie diese Aufgabe l8sen kPnnen.

Vergleichen Sie erneut! = eee-- + 95 C

Zu bestimmen ist die allgemeine L8sung des Systems 97 B

x(t) = y(t)
y(t) = z(t)
2(t) = -y(t) + 2z(t).

Vergleichen Sie mit dem Ergebnisangebot! = = =~---- + 95 C

Sie haben die allgemeine L8sung richtig berechnet. Bestimmen 97C
Sie nun noch die partikuldre Losung fiir die Anfangswerte
y(0) =1 und z(0) = O und vergleichen Sie! = = ==---- + 94 B

Sie miiBten erginzt haben 97 D

X

b - ;
Aje” + Aje ™ + Ajcos x + A sin x

B,e* + B,e™ + B,cos x + B,sin x.

Thr Zwischenergebnis ist richtig. Es treten jedoch noch 9 Kon- 97 E
stanten auf. Da ein Dgl.-System dritter Ordnung vorlag, dirfen

in der L8sung nur drei Konstanten enthalten sein.

Driicken Sie die Konstanten Bi und Ci durch Ai (i=1,2,3)

aws!  ceens + 95 C

- 97 2
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98 A Die bisher behandelte Methode zur L8sung von Systemen fiihrt auch
bei homogenen Systemen linearer Dgln. h8herer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten zum Ziel. Wir zeigen Ihnen das an folgen-
dem Beispiel. Beachten Sie die Analogie zur bisherigen Vorge-
hensweise!

Gesucht ist die allgemeine L8sung des Systems

y'l_z=o
2" -y =0 mit y = vy(x), zx= z(x).
Losungsweg: y = Ae x, z = Be x’

AXx

y' = Me™", ' = ABe)‘x

y" = A’Aexx, 2" = A2Be*X,

y, ¥", z, 2" werden in das gegebene System eingesetzt.
Wir erhalten

A2ae?t - M - 0

-ae?™* 4 a2Be?* = 0.
Damit dieses Gleichungssystem eine nichttriviale L8sung
besitzt, muf

A2 -1

n
o

D(A) =

-1 a2
sein. Das ftihrt auf die charakteristische Gleichung

A* - 1 = 0., Man erhilt als L8sungen der charakteristischen
Gleichung A, =1, A, = -1, A\, = j, A, = -j.

Stellen Sie mit diesen A-Werten den Ansatz fiir die all-
gemeine L&sung auf!

T e 97 D -«

Um den Koeffizientenvergleich durchftthren zu kdnnen, dif-*
ferenzieren wir die erste Gleichung zweimal. Durch Einset-
zen von y" und z in die erste Dgl. des gegebenen Systems
und Koeffizientenvergleich erh4lt man fiir

A, = By, A, = B,, A, = -B,, A, = -B,.

Formulieren Sie nun die allgemeine L&sung., = <----- + 100 A

- 98 -



Zu bestimmen ist die allgemeine L8sung des Systems 99A
X-4x-y=0
y+2x-y-= -2et,

Dieses System ist inhomogen. Wie auch bei inhomogenen Dgln. kann

man bei inhomogenen Systemen von Dgln. sowohl die Ansatzmethode

als auch die Variation der Konstanten verwenden. Es muB als er-

stes die allgemeine L8sung des zugeh8rigen homogenen Systems er-

mittelt werden.

Ftihren Sie das aus und vergleichen Sie! @ = ~=c-- + 101 B

Was Sie berechnet haben, ist nicht die allgemeine, sondern eine 99 B
spezielle (partikulire) L8sung. Der Fehler ist dadurch entstan-

den, daB Sie beim Bestimmen der Ci(x), i =1, 2, keine neuen

Konstanten addiert haben.

Korrigieren Sie Ihren Fehler! @ ca-ca- + 100 B

Die Ldsung des inhomogenen Systems nach der Methode der Varia- 99 C
tion der Konstanten fiilhren wir gemeinsam durch. Denken Sie bei

jedem Schritt genau mit!

Man betrachtet A; und A, als Funktionen von t und bildet die

ersten Ableitungen:

X = Al(t)e2t + Az(t)eSt
= 28, (D)elt - A (e’

<

Me

= A (0)e?t « 28 (0)e?t + A, (1)t + 3, (1)t
= 2R, (et - aa (1)et - A, (1)e3T - 3a, ()3t

<o

X, ¥, X, y werden in das gegebene System eingesetzt. Nach
Zusammenfassen entsteht das Gleichungssystem:

A,e2t + AzeSt =0
-ZileZt - Azest = -Zet.

.
Das ist ein Gleichungssystem, aus dem die Unbekannten A, und
Az ermittelt werden.

- ~t. a2 - _,a-2t
Ax = 2e A2 = -2e .

Ermitteln Sie die Konstanten A, und A, und geben Sie die allge-
meine Ldsung des Systems an! = —acao + 103 B

- 99 -



IOOA Die allgemeine L8sung heift

100B

100C

100D

t

_ t - s
y = Ale + Aze + Ascos t + A“51n t

t

z = Aje + Aze't - Ajcos 't - A,sin t

oder y = Blet + Bze-t - Bycos t - B,sin t

= t -t .
z = Be + B,e "+ Bycos t + B,sin t.

Sie werden bemerkt haben, daB keine zusitzliche Schwierigkeit

auftritt, wenn es sich um Dgln., h&herer Ordnung handelt. Wir

wollen daher diesen Fall nicht besonders iliben.

In einem nichsten Abschnitt kommen wir zu inhomogenen Systemen

von Dgln. mit konstanten Koeffizienten.

Schauen Sie sich dazu zunidchst ein Beispiel an! = ----- + 99 A
Wie lautet Ihr Ergebnis?
x==-1, y=¢t e==-- + 99 B
x=Cet+cet -1, y=-Cet+cetrt --oe- +102 D
Sie haben kein oder ein anderes als hier angegebenes
Ergebnis. ~ ee==- + 102 A

Die allgemeine L&sung des zugehdrigen homogenen Systems lautet

X = A, + At

: -2t
y = A, - A,e .

Bevorzugen Sie zur Bestimmung der allgemeinen L3sung des

inhomogenen Systems
das Verfahren der Variation der Konstanten?
die Ansatzmethode?

-----

Die Ergi#nzungen miissen lauten:

: r =2t -2t M s =2t
A+ ALe - 2A.e / A - A

2 + 2Aze

- 100 -
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Die Losung des inhomogenen Systems nach der Ansatzmethode be-
stimmen wir gemeinsam. Sie werden feststellen, daB es sich im
Vergleich zu inhomogenen Dgln. mit konstanten Koeffizienten um
nichts Neues handelt, solange keine Resonanz vorliegt. Das gege-
bene System war
X -4x-y=0
y+2x -y= -2¢t,
In einem System mit zwei Gleichungen treten zwei Stdrfunktionen
auf. In unserem Fall sind gl(x) = 0 und gz(x) = -Zet.
Da die Losung aus zwei Funktionen besteht, bendtigen wir fiir
jede Funktion x(t) und y(t) einen Ansatz. Diese Ans#tze rich-
ten sich nach der Summe der beiden Stdrfunktionen, sie unter-
scheiden sich nur in den zu bestimmenden Koeffizienten. Es wird
fir x(t): n, (t) = D,et und n,(t) = D,et,

. - t . _ t
y(t): nz(t) = D,e und n,(t) = D,e".

"1(t) und ﬁl(t) werden fiir x(t) bzw. i(t) in beide Gleichungen
des Systems eingesetzt, n,(t) und ﬁz(t) fiir y(t) bzw. i(t).
Zusammengefafit und durch e dividiert entsteht

-3Dl - D2 =0

2D, = -2,
Ermitteln Sie aus’ diesem Gleichungssystem D, und D, und geben

Sie die allgemeine L8sung des Systems an! = ==--= + 103 B

Ohne Schwierigkeiten miiRten Sie als allgemeine L3sung des zu-
gehdrigen homogenen Systems ermittelt haben:

eZt 3t

X = A + Ae

= 2t 3t
y = -2A,e

Ist das nicht der Fall, dann empfehlen wir Ihnen, den ersten

Abschnitt nochmals durchzuarbeiten! = ---a- + 98 A

-Ae .  eeea- + 101 C

101 A

101 B

Bevorzugen Sie zur Bestimmung der allgemeinen L&sung des inho-
mogenen Systems das Verfahren der Variation der Konstanten,

welches immer zum Ziel fithrt, = =evc-- + 99 C

oder wollen Sie die Ansatzmethode w#hlen, die zwar hiufig weni-
ger Aufwand erfordert, aber nicht immer anwendbar ist.

- 101 -

101 C



102A

Ihr Ergebnis ist falsch. Wir 18sen ein inhomogenes System von

Dgln. gemeinsam.
X+x-y=0
y-x+y= ge’t.

L8sen Sie zunichst das zugehdrige hcmogene System! ----- + 100 C

102B

Bestimmen Sie die allgemeine L&sung des inhomogenen Systems

x + y=t
9 +x=0.
Oberpriifen Sie, ob Sie richtig gerechnet haben! = ----- + 100 B

102C

102D

Beim Verfahren der Variation der Konstanten betrachten wir die
Konstanten A, und A, in der allgemeinen LYsung des zugehSrigen
homogenen Systems als Funktionen von t:

x = A (t) + A,(t)e 2t
y = A (t) - A (t)e 2t
Zunichst bendtigen wir die ersten Ableitungen von x und y:

y = . -=-=- 100 D ~

X, Y, x, y werden in das gegebene System (aus 102 A) e1ngesetzt.
Aus dem entstehenden Gleichungssystem werden A und A bestimmt.
Nach Integration erhalten wir fiir

und A,=

2 - e am e e wm e
Durch Einsetzen von A, und A, in den Ansat:z erhalten wir die
allgemeine L8sung des inhomogenen Systems. Sie lautet

Vergleichen Sie! ~ ee==- + 104 C

Ihr Ergebnis ist richtig. L3sen Sie nun das Dgl.-System

X =3y -x+3et
y= y+x+8.
Vergleichen Sie! -—==-+> 104 B

- 102 -



Thr Ansatz muff lauten
fir x(t): n,(t) = Aje”

y(t):  n,(t) = Ae”

Damit sind Sie sicher in der Lage, die Aufgabe zu Ende zu
18sen. ==-=- + 104 B

2t

2, p,.

Sie werden erhalten haben

2t , .3t - ot

3t

x =C,e

t

y = -ZC,eZt - C,e”" + 3e".

Jetzt miiBten Sie in der Lage sein, nachfolgende Aufgaben
selbstidndig zu 18sen. =ee-- + 102 B

103A

103B

Zum Aufstellen des Ansatzes flir eine partikulire L8sung des
inhomogenen Systems (aus 102 A) miissen wir beide St8rfunktionen
beriicksichtigen., Es sind

g, (t) =0, g,(t) = 8e
Also lautet der Ansatz

2t

ny(t) = . --=- 104 D~y

-’

Werden n, und n, differenziert, ergibt sich

n, (t) =

und 7, (t) =

Ny, Ny, ﬁ, und ﬁz werden in das gegebene System von Dgln. ein-
gesetzt,und beide Gleichungen werden durch e2t dividiert:

———————— .o

________ = 8.
Wir erhalten sofort D, = _ _ _und D, = _ _ _ und die allgemeine
L8sung des Systems

- -2t

x=A +Ae +

Yy = A -Aze'2t+___.
Vergleichen Sie! meee=t+ 104 A

- 103 -
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|04A Sie miissen folgendes erginzt haben
2,e?t / 20,e%t 7 3D,-D, / D, +3D, / 1 [ 3 /

o2t / 3e2t.
Ldsen Sie nun die begonnene Aufgabe noch einmal!  ----- + 102 B

|04 B Lautet Ihr Ergebnis

t 2t

x = Cye?t + ce”?t 4 2¢7t - ¢,

y = Cet - }Cze-Zt -t g,
dann haben Sie richtig gerechnet. @ ----- + 106 B
Sie haben kein oder ein anderes Ergebnis.
Haben Sie
mit der Ansatzmethode gearbeitet? @ = ----- + 103 A
die Variation der Konstanten angewendet? = = ----- + 106 A

|o4 C Sie miiBten wie folgt ergénzt haben

2 4t 2t 2t /

2t v, /1 -eftec, C, +Ce “"+e

C, - Cze°2t + 382t

L8sen Sie die vorhin begonnene Aufgabe noch einmal!

|04 D " Die Erginzungen milssen lauten
D,e.2t / DzeZt.

|o4 E Die L8sung der Dgl. ist

2t -2t

x = Clet + C,e + Cye .

Damit kdnnen Sie nun aus dem gegebenen System y = y(t) und
z = z(t) ermitteln. Es 148t sich sofort aus der ersten Dgl. des
Systems z = z(t) bestimmen.

- 104 -



II. Zurlickftthrung eines Systems von n linearen Differentialglei-
chungen erster Ordnung in n Funktionen mit konstanten Koef-
fizienten auf eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funktion.

Wir betrachten das System von n Dgln.
Yi=any, ta,y, t oo tay + g x)

Yr = 8y Yyt 2, ¢ e v Ay, +g,(X)

Yﬁ ap Yy tany, teeotaynt En(x)
mit y; = y;(x), i =1, 2, ..., n.

Ein solches System kann geldst werden, indem eine zu diesem
System 3quivalente Dgl. n-ter Ordnung aufgestellt und diese dann
geldst wird. n ist die Summe der Ordnungen der Gleichungen.
L8sungsweg:

- Wir differenzieren eine (beliebige) Dgl. des Systems nach
der unabhingigen Variablen.

- In der differenzierten Gleichung werden die Ableitungen
der unbekannten Funktion bzw., wenn notwendig, die unbe-
kannte Funktion selbst mit Hilfe anderer Gleichungen des
Systems ersetzt.

Ziel dieser Umformungen ist es, durch endlich viele Wiederholun-
gen der beiden Schritte eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funk-
tion zu erhalten.

Zwischen der L8sung eines Systems linearer Dgln. erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten und der L8sung der aus dem System
entwickelten linearen Dgl. h8herer Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten besteht,Xquivalenz. Davon ausgehend ist es auch
mdglich, aus der Ldsung der Dgl. hdherer Ordnung die L8sung des

105A

Systems zu gewinnen. = e---- + 107 A
Haben Sie
-yf“) =2yt -y, ¢ 17 eeees + 107 C
vy a3yt v 20 -4y, -2y, aeee- + 106 D
ein anderes oder kein Ergebnis? = ----- + 108 A

- 105 -



|06A Vergleichen Sie mit folgenden Zwischenergebnissen:
2 = +2;

A(t) = -3e72t - %e'St +Cy;

Ay () = -3¢%t & %et +C,.

Vergleichen Sie dann erpeut! = ecee-- + 104 B

|06 B Thr Ergebnis ist richtig. L8sen Sie nun die folgenden Aufgaben
und geben Sie diese beim Betreuer ab!

d . -
1.-(&+7y-z=0 2.x+2y-et
dz )‘+2x=et.

P + 2y + 5z = 0;
Damit sind Sie am Ende des ersten Abschnittes liber Systeme von

linearen Dgln. angelangt.

Wenn Sie sich noch mit der Oberfilhrung von Systemen linearer
Dgln. mit konstanten Koeffizienten in eine Dgl. hdherer Ordnung
beschiftigen wollen, dann --=-=--+ 105 A

|06 C Sie haben zwar eine Dgl. dritter Ordnung erhalten, in dieser
sind jedoch noch alle drei Funktionen enthalten. Mit Hilfe
einer Dgl. des gegebenen Systems muf erreicht werden, dafl nur
noch eine Funktion und deren Ableitungen in der Dgl. enthalten
sipd.  e==== + 109 C

|06 D Die Aufgabe ist noch nicht vollst#ndig geldst. Beachten Sie:
In der Dgl. hdherer Ordnung darf nur noch eine der gesuchten
Funktionen enthalten sein. Ersetzen Sie deshalb y, mit Hilfe
der zweiten und ersten Gleichung des gegebenen Systems und ver-
gleichen Sie danach erneut! = ce--- + 110 C

|06 E Beachten Sie, daf zu einem Dgl.-System 3. Ordnung eine Dgl.
3. Ordnung #quivalent ist. Differenzieren Sie also noch einmal
und ersetzen Siet ~ ee-a- + 109 C

- 106 -



Wir rechnen Ihnen ein Beispiel vor. Gesucht ist die Dgl. h&herer |07A

Ordnung in y(x), die dem folgenden System #quivalent ist:
y' = z + x
z' =y mit y = y(x), z = z(x).

Lésungsweg: Wir differenzieren die erste Gleichung, erhalten
y" = z' + 1 und ersetzen hierin z' durch die zweite Glei-
chung des gegebenen Systems.
Es entsteht y" = y + 1,
y" -y = 1 ist eine inhomogene Dgl. mit konstanten Koef-
fizienten. Diesen Typ von Dgln. kdnnen Sie aber bereits
18sen. Wir m&chten hier darauf verzichten.  ----- + 107 B

Ermitteln Sie die Dgl. h8herer Ordnung mit der unbekannten
Funktion y,, die dem folgenden System 4quivalent ist:

Yi =Y.
Yy = 3y, + 4y, -3 .
R mit y; = y;(x),
yi=5 -y, -y, i=1,2,3,4.
Vergleichen Siet  ====- + 105 B

Thr Ergebnis ist richtig. Flthren Sie nun das folgende Gleichungs-
system auf eine Dgl. dritter Ordnung zurtick! Es ist Ihnen tiber-
lassen, fiir welche der gesuchten Funktionen Sie die Dgl. h&he-t
rer Ordnung aufstellen. Uberpriifen Sie anschliefiend Ihr Ergeb-
nis!

X = 2y - z x = x(t)
y= x -z/mitdldy = y(t)
Z= X -y z=2z2(8).  emm-- + 109 C

Die Dgl. dritter Ordnung zum angegebenen System lautet ,
X - X - 4x + 4x = 0.

Bestimmen Sie nun die allgemeine L&sung x(t) dieser Dgl.

- 107 -
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108 A

Sie sind mit der Aufgabe nicht zurecht gekommen. Wir rechnen
Ihnen die Aufgabe schrittweise vor. Gesucht war die Dgl. hSherer
Ordnung iny , die folgendem System dquivalent ist:

Yi =Y,

Yy =3y, * 4y, -3

Yy =Y,

Yo =5 -, -7,

mit Y; = yi(x), i=1,2,3,4,

Lésungsweg: Differenzieren der ersten Gleichung:
Yy =V,
Ersetzen von y, mit Hilfe der zweiten Dgl.:
y? = 3yl + 4ys - 3.
Differenzieren dieser Dgl.:
yi'o= 3y ¢ 4yse
Ersetzen von y; mittels der dritten Dgl.:
Yy'o= 3y ¢+ 4y,
Differenzieren dieser Dgl.:
yf4) = 3y} + 4yl
Ersetzen von y, mit Hilfe der vierten Dgl.:
y£4) = 3yY + 20 - 4y,- 4y, .

Hier muff noch 4y, ersetzt werden. Das geschieht, indem die
Dgl. yy = 3y,+ 4y, - 3 verwendet wird.

Fiihren Sie das aus und vereinfachen Sie! = ~---- + 110 C

108 B

Sie haben ein falsches Ergebnis. Beachten Sie, daf in der Dgl.
héherer Ordnung nur eine der Funktionen enthalten sein darf
(in  unserem Fall y(x)).  ====- + 110D

108 C

Thr Ergebnis ist falsch. Offenbar bereiten Ihnen Aufgaben dieses
Typs noch groRe Schwierigkeiten. Bestimmen Sie deshalb zunichst
die zu folgendem System #quivalente Dgl. hSherer Ordnung in y(x).
Arbeiten Sie gewissenhaft!

yt= vy - z .
2! = 4y - 3z mity = y(x), z = z(x).
Vergleichen Sie!  ===-- + 110D

- 108 -



Haben Sie als Ergebnis y}' = y] + y, ermittelt? |09A
Ja e + 107 C

Nein; dann ist das schon die zweite Aufgabe, die Sie nicht

sofort 16sen konnten! Offensichtlich beherrschen Sie das L&-
sungsverfahren noch nicht. Es ist vorteilhaft, wenn Sie sich

noch einmal mit diesem Abschnitt beschiftigen! = ----- + 105 A
Bestimmen Sie die allgemeine L&sung des Systems von Dgln, |09 B
= x+ 2z mit x = x(t),
Y= - o+ 22 y = y(t),
2= 2x+ y z = z(t),
indem Sie zunichst eine Dgl. 3. Ordnung in x herstellen!
Vergleichen Sie!  cee-- + 107D

Haben Sie |09 C

das richtige Ergebnis X = 3x

32 meee- + 109 B

oder ¥ = 3y oder %
als Zwischenergebnis

X=X +3x-2y+z
y+3y -x-z

i
[

oder
oder 7 = -2z -x+2y  eeea- + 106 C

X=x+y+22 oder §=y+x-z
oder Z = -2z - x +2y  emae- + 106

[=2]

kein oder ein anderes Ergebnis? = —---- + 108

[¢]

Sie haben sich beim Zusammenfassen der Terme verrechnet. |09 D
Berichtigen Sie den Vorzeichenfehler und vergleichen Sie
erneut!  acaa- + 110D
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1I0A

Die allgemeine Ldsung des Systems von Dgln. lautet

X

y

zZ

Clet + CzeZt

-2¢ et + 4c.e”

2t -
Cze - 3C2e

+ Cae_Zt

2t

2t

110B

Ermitteln Sie die entsprechenden Dgln. h8herer Ordnung mit

der Funktion y, = y, (x).

a) y; =
Yy =

wobei

Geben Sie die geforderten Aufgaben bei Ihren Betreuer ab!

y, * ¢ X b
Yo - Y,

Yi =y, 1=

Yy =Y, Y, ¢)
Y, =Y, - Y,
Yy =Yy " Y,

1, 2, 3, 4.

Y
Y2
Y3
Y4

=y,

=y3+y2

=y“

=Y, vV,

Damit sind Sie am Ende des Programms Gewdhnliche Dgln. ange-

kommen.

110C

Sie miissen erhalten haben

yf“) =2yy =y, + 7.

Bestimmen Sie nun die zu folgendem System #quivalente Dgl.

in y, (x) . Arbeiten Sie gewissenhaft!

110D

Yi =Y.

Y2 =Y * Vs mit Yy T Yi(X), i=1,2,3.

Y3 =Y ————- 109 A
Welches Ergebnis haben Sie?

y'=y' -4y + 32z  aeee- 108 B

y'=2y'"-y  eeea- + 109 D

y"+ 2yt +y=0  ee-a- 107 C

Sind Sie zu keinem der angegebenen Ergebnisse gekommen,
dann haben Sie offensichtlich sehr oberfldchlich gearbeitet.

Die Aufgabe ist nicht viel schwieriger als das Beispiel in

107 A. Sie miissen dann nur noch mit Hilfe der ersten Gleichung
des Systems 3z ersetzen.
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Hinweise fiir den Lehrenden

Dieses Obungsprogramm schlieft an das Obungsprogramm "Gewdhnli-
che Dgln. erster Ordnung'" an, setzt aber nicht unbedingt das
Durcharbeiten des ersten Obungsprogramms voraus.

Die Arbeit mit dem vorliegenden Ubungsprogramm erfordert den
selbstidndigen Erwerb der theoretischen Grundlagen bzw. das H8ren
einer Vorlesung zum Stoffkomplex "GewShnliche Dgln. h8herer
Ordnung". Es ist so aufgebaut, daf es an Stelle der Ubungen im
Selbststudium eingesetzt werden kann. Dabei erwies es sich als
zﬁeckmﬂﬂig, die selbst#ndige Arbeit der Studenten mit dem Obungs-
programm durch Konsultationen zu unterstiitzen und zu kontrol-
lieren. Flir die einzelnen Abschnitte ergaben sich auf Grund bis-
heriger Erfahrungen folgende Durcharbeitungszeiten (in Minuten):

- Dgln., die sich durch Reduktion der Ordnung 1l8sen lassen 180’

- Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten 90!

- Inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten
Ansatzmethode 210!
Variation der Konstanten 90"

- Die Eulersche Dgl. 150'

- Systeme von linearen Dgln. mit konstanten Koeffizienten
Lésung von Systemen linearer Dgln. mit konstanten Koef-
fizienten 150"
Zurickfithrung eines Systems von n linearen Dgln. erster
Ordnung in n Funktionen mit konstanten Koeffizienten auf
eine Dgl. n-ter Ordnung in einer Funktion 45!

Der Abschnitt '"Dgln., die sich durch Reduktion der Ordnung 18sen
lassen', ist nicht Voraussetzung flir das Durcharbeiten der fol-
genden Abschnitte.

Die Abschnitte "homogene'" und "inhomogene lineare Dgln. mit kon-
stanten Koeffizienten' und "Fulersche Dgln.'" bilden eine Einheit.
Der Abschnitt "Eulersche Dgln.'" kann dabei ohne weiteres tiber-
sprungen werden. Auch die Lésungsmethode '"Variation der Konstan-
ten'" flir inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten
mufl nicht unbedingt durchgearbeitet werden.
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Fliir das L8sen von Systemen linearer Dgln. mit konstanten Koeffi-
zienten werden Voraussetzungen aus den Abschnitten "homogene"
und "inhomogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten"
(Ansatzmethode) ben8tigt. Der zweite Teil dieses Abschnittes
kann ebenfalls libergangen werden.

Auf die Herleitung von Dgln. wird hier nicht eingegangen, da
dies bereits auch fiir Dgln. h8herer Ordnung im Ubungsprogramm
"GewShnliche Dgln. erster Ordnung" unter "Grundbegriffe und Her-
leitung einer Dgl.'" behandelt wurde.

Die im Programm enthaltenen Aufgaben treten in unterschiedlichen
Funktionen auf:

- Aufgaben, deren L8sungen nach dem Prinzip der Konstruk-
tionsauswahlantworten vorgegeben werden;

- vorgerechnete Beispiele;

- Obungsaufgaben, deren L8sungen angegeben werden;

- Aufgaben (zur Leistungskontrolle), mit deren Hilfe die
Studenten ihre Leistungen selbst kontrollieren und be-
werten k&nnen;

- Kentrollaufgaben, deren L8sungen beim Betreuer abzugeben
sind.

Mit diesem Programm liegt die dritte Uberarbeitung eines program-
mierten Obungsmaterials vor, das entstanden ist nach Erprobungen
der vorhergehenden Fassungen mit Studenten der Grundstudienrich-
tungen Maschineningenieurwesen und Physik sowie Lehrerstudenten
der Fachrichtungen Mathematik/Physik und Physik/Mathematik der
Technischen-Hochschule Karl-Marx-Stadt.

Kritische Hinweise und Vorschlige zur weiteren Verbesserung des
Ubungsprogramms nehmen wir gern entgegen.
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