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Vorwort des Herausgebers 

iVlit diesem Heft eröffnen wir die Reihe "Lehrprogrammbücher Hoch­
schulstudium - Mathematik", die die Akademische Verl agsgesellscha[t 
Geest & Portig K.-G. dankenswerterweise in ihr Verlagsprogramm aufge­
nommen hat. 
Programmierte Lehrmaterialien werden zusammen mit anderen Methoden 
für die Aneignung von Wissen und Können einen gesicherten Platz in der 
Ausbildung an den Hoch- und Fachschulen einnehmen. Die Programme 
sind vom Ziel und vom Inhalt so angelegt, daß sie sich als Bausteine in den 
Ausbildungsprozeß einfügen und dem wissenschaftlich-produktiven Stu­
dium als grundlegendem Prinzip bei der Entwicklung sozialistischer Persön­
lichkeiten dienen. 
Das hier vorgelegte erste Heft der Reihe bildet nun insofern eine Aus­
nahme, als es sich nicht vorrangig an denjenigen wendet, der bereits 
Mathematik studiert, sondern insbesondere an den, der ein Studium der 
Mathematik im Haupt- oder Nebenfach aufnehmen will oder der sich für 
mathematische Denkweisen und Sachverhalte interessiert. 
Die in dieser Reihe erscheinenden Lehr- und Übungsprogramme sind unter 
Anleitung und Betreuung des Forschungszentrums für Theorie und Metho­
dologie der Programmierung von Lehr- und Lernprozess.en an der Karl­
Marx-Universität entstanden und bild en die Grundlage für weitere For­
schungen. Deshalb wird in den einzelnen I-Ieften keine einheitliche Pro· 
grammierungstechnik angewandt. In jedem Programm wird aber großer 
Wert darauf gelegt, daß der Lernende durch aktives Mitdenken zum Ver­
stehen der Sachverhalte und Zusammenhänge geführt wird. 
Es ist programmierten Materialien zu eigen, daß sie für den Lernenden 
geschrieben sind und seinen Wünschen und Bedürfnissen weitgehend 
Rechnung zu tragen haben. 
Bitte lassen Sie uns wissen, wie weit es uns gelungen ist, dieser Forderung 
nachzukommen. 
Schreiben Sie, welche der in den einzel ncn Bausteinen augewandten Pro­
grammierungsmethoden Ihnen am meisten zusagt. 

Ich wünsche der H.eihc einen guten Start! 

Leipzig, im Juni 1.971 DER HERAUSGEBER 



Das Programm richtet sich vonYiegend an: 

Absolventen der zehn k lassigen poly Lechnischen 0 herschule; Abiturienten; 
Studenten des ersten Semesters an H och-, Fach- und Ingenieurschulen 
sowie pädagogischen Instituten im Direk t- und Fem sL udinm: Lehrer. 

Voraussetzung 
zum erfolgreichen Durcharbeiten dieses Programms: 

.Mathematik-Abschluß I<lasse 10 

Ziele 

Nach Durcharbeitung des Programms sollen Sie den Gebrauch 
der Wörter 

" und" , "oder", " nicht", 

der Hedeweisen 

"wenn - so", "genatt dann, wenn·', 
,.für alle . .. ", "es gibt mindestens ( genau. hüchstens) ein ... ", 
"es gibt mindestens (genau , höchstens) n .. . '· (n = :l. 3, ... ) 

sowie den Gebrauch des bestimmten Artikels in der ~l a thematik , ·erstanden 
haben. 

Im besonderen bed eutet dies: 

-Sie haben erfaßt, was unter emer Aussage so w1 e der X egation emer 
Aussage zu \'erstehen is t. 

-Sie kennen die Aussagenverknüpfungen },-onjunktion, Allernative und 
Implikation, insbesondere wissen Sie Bescheid , in welcher \Veise das 
Wahr- bzw. Falschsein dieser Aussagem·erknüpfungen yom \\lahr- bzw. 
Falschsein der jeweils miteinander verknüpften_ Aussagen abhängt. 

- Sie sind in der Lage, die Gleichwertigkeit gewisser F ormuli erungen zu 
erkennen, in denen \Vörter oder H.ed e\\·eisen dc1· ge na nnten Art vor­
kommen. 

Im Verlaufe der Durcharbeitung des Progra mms sollen Teile Ihres Schul­
wissens über die trigonometrischen Funktionen, die Logari thmusfunklio­
nen, die Quadratwurzel so wie über den absolut en Betrag einer Zahl ge­
festigt werden. 



lli nweise für die Arbeit mit dem Lehrprogrmnm 

Dieses Lehrprogramm unterscheidet si ch in einigen Punkten wesentlich 
von Lehrbüchern. R ein ~iußcrlich zeigt sich das berei Ls darin, daß der Stofi 
außerordentli ch s tark gegli edert is t. Er wird Ihnen in sogenannten Lehr­
schritt en gebot en. Yon wenige n Ausnahmen abgesehen, befinden sich auf 
jeder Seite m ehrere sokhe r Lehrschritte, die durch S triehe voneinander 
"etrennt und dui"Chgehend nume riert sind . Dabei is t es nicht so , daß diese 
Lehrschritte immer der R eihe nach durchzuarbeite n sind. Oft entscheiden 
Ihre eigenen Lern ergebnisse, die in Aufgaben übe rprüft werden , über die 
Reihenfol ge der ,·on Ihnen zu bearbeitenden Lehrschritte. 

Am Ende der Le hrschritte wir<l durch Pfeil e angegeben, welcher Lehr­
schritt al s nächst er ,·on Ihne n zu bcarbeiLe n is t. Da bei bedeuten nn em­
zelnen: 

______ .,. x Gehen Sie nac h LehrschriLL x ! 

--x--.,. y Gehen Sie zun l1chs L zum Leluscltritt x, dann 
weite1· nach y ! 

~ x ) Studieren Sie LehrschriLl x und kehren Sie 
..., dann nach diesem (eben bearbeite ten) Lehr­

schritt zurück! 

S tudieren Si e LehrschriLl x und kehren Sie 
dann nac h LehrschriLl y zurück! 

Das erfolgreiche Durcha rb eiten des Prog ramms erfordert sehr genaues und 
konzen Lriertes Lesen sowie die a k ti, ·e Auseinanderse tzung mit den Auf­
gaben UIHl Fragen, mit denen Sie s tä ndig konfrontiert werden. Gehen Sie 
Latsüchlich ers t dann weiter , wenn Sie überzeug t sind , die richtige Lös ung 
gefund en bzw. den Tex t verstand en zu haben. E s empfiehlt sich, an einigen 
Stell en die Arbeit zu unterbrechen, um ·o einem z u sc hnell en und ober­
flächli chen. Yorgehen entgegenzuwirken. 

Besonders zu bent.:ht end e S ieli en des Progra111m s sind durt.:h FarbgesLaltung 
hen·orgehoben. 

Legen Sie sich zur Lösun g der .-\ul'gnben e1n1ge BlnLt Pa pi c t· bereit . 

Cnd nun : Fri <; t.:ll an s \\'e rk! 





~ ~~ isl],ennzeichnend für die Mathematik, daß die Herleitung ihrer Ergeb­
nisse sle ts so geschieht, daß aus relativ wenigen genau formulierten Vor­
:lll sse lzungen logisch einwandfrei - und daher unanfechtbar - Schlüsse 
~czugcn werden. Zum Beispiel kann man alle Regeln für das Rechnen mit 
11:11 ürlichen Zahlen aus nur fünf Grundvoraussetzungen herleiten. 

Die für Nicht-Mathematiker vielleicht erstaunliche Tatsache, daß derart 
l' l'li:d I ene Ergebnisse immer dann, wenn die gemachten Voraussetzungen 
in der Praxis erfüllt sind, auch die objektiye Realität richtig beschreiben, 
I'I'S IIItiert letzten Endes daraus, daß das (logische) Denken des Menschen 
oujcktiv real vorhandene Zusammenhänge richtig widerspiegelt. 

Da solche allgemeinen Zusammenhänge in jedem Bereich der objektiven 
l~e : dil iit bestehen und da die für die mathematischen Schlüsse aufzustel­
lenden Voraussetzungen allgemein formuliert werden - und daher in den 
, ·crschiedensten Siluationen erfüllt sein können - ist die Mathematik in 
sehr Yielen "Wissenschaften mit Erfolg anwendbar. Beispiele bieten etwa 
di e Physik , die Technik, die Ökonomie, die Chemie, aber auch die Soziolo­
giC' , die }Jedizin und gewisse Bereiche der Sprachwissenschaften . Mit dem 
wci Lcrcn wissenschaftlich-technischen Fortschritt werden ständig neue 
i\ nwendungsmöglichkeiten für die "\Iathematik erschlossen. 

----1~ 2 

Wegen der genannten Art der Herleitung mathematischer Ergebnisse ist 
<·ine der Hauptforderungen an mathematische Überlegungen und deren 
Darstellung diejenige nach Exaktheit und Klarheit. Denn bei deren Nicht­
l' rfüllung besteht die Gefahr, daß sich kleine oder kleinste Ungenauigkeiten 
schli eßlich zu großen Fehlern ausweiten, 

Di e Forderung nach Exaktheit und Klarheit darf sich aber nicht nur auf 
die Aufeinanderfolge logischer Schlüsse beziehen. Sehr wichtig ist auch, 
daß Yöllige Klarheit über die verwendeten mathematischen Begriffe und 
Hedewendungen bcsleht. Diese Forderungen bewahren die Mathematiker 
davor, sich gegenseitig mißzuverstehen und dadurch evtl. in unfruchtbaren 
i\l'einungsstreit zu Yerfallen. 

Wir wollen in diesem Programm keine speziellen mathematischen Begriffe 
einführen, sondern unsere Aufmerksamkeit gewissen (logischen) Begriffen 
widmen, die in der Sprache der "\Iathematik ständig benutzt werden und 
deren genaues Verst ändnis daher für die Beschäftigung mit der Mathema­
l i k u nerlüßlich ist. Außerdem wollen wir einige der Mathematik eigentüm­
li che Ausdrucksweisen kennenlernen. 

----~ 3 

- 7 -
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2 



3 

4 

Leider ist es nicht so, daß jeder, der sich in der Umgangssprache einiger­
maßen gut auszudrücken vermag, sich auch e:r;akt auszudrücken weiß. 
Denn die Umgangssprache mit ihren Mehnleutigkeiten und Bedeutungs­
schattierungen vieler \V örter und Sä lze istnicht immer ein gutes \Verkzeug 
für genaueund klare Formulierungen . 

Aus solchen Gründen ist der Mathematiker in seiner Ausdrucksweise zu 
mehr oder weniger starken Abweichungen von der Umgangssprache ge­
nötigt, wobei er mitunter um des genauen Ausdruckswillen auf stilistische 
Schönheit verzichten muß. Auch haben sich im Laufe der Zeit gewisse 
Formulierungen herausgebildet, deren Sinn jeder \Tathematiker gena u­
estens kennt und durch deren Verwendung 'prachl iehe \[jßyers tii ncln issc 
vermieden werden. 

Umgangssprachli che E rscheinungen, die sich aus der gefüh lsmäßigen Fär­
bung gewisser \Vörter , der Satzmelodie der Sprnche und aus dem allgemei­
nen Textzusammenhang ergeben, li egen außerhalb nnserer Betrachtungen. 

----- 1> 5 

R ichtige .\nlworl: d und e; 

denn 2 ist eine gerade Primzahl. und Adam Hies 
(1492- 1559) und Goc lhe (1749- 1832) waren keines­
fal ls Zeitgenossen; die SüLze a, b, c dagegen sind zu­
trefl'cnde Beschreibungen der belreffenden Sacll\·er­
hall c. 

---- 1> 7 

-8--



Sieht man sich in einem mathematischen Text oder auch in il·gen l.einem 5 
anderen wissenschaftlichen Fachtext die einzelnen Sälze an, so wird man 
fcslslellen, daß kaum jemals \Vünsche, Aufforderungen oder Fragen for·-
lnttliert werden, sondern fasl a lle Sätze Aussagesätze sind, also SüLze, in 
denen irgendwelche Sachverhalte ausgesprochen bzw. beschrieben werden. 

Beispiele für solche Sätze finden sich nicht nur im wissenschaftl ichen Be­
··e ich. Zur lll ustration seien einige angeführt: 

a: Die Erde ist ein Planet 

b: Die Gleichung x 2 + 1 = 0 hat keine reelle Lösung 

c : Das Produkt von 3 und 4 ist 12 

d: Jede Primzahl ist ungerade 

c: Adam Ries wa r ein Zeilgenosse Goethes 

I Be trachlen Sie diese Deispiele noch einmal! 

• 
----~ 8 

Beschreibungen von Sachverhalten können zutreffend sein oder unztttrc{­
{end. Aussagen können also zutrefTende Beschreibungen sein oder nicht ­
zu treffende Beschreibungen. 

Ist eine Aussage eine zutreffende Beschreibung eines Sachver­
haltes, so nennen wir diese Aussage wahr bzw. eine wah r e A u s­
s a ge . 

Ist eine Aussage eine nicht-zutreliende Beschreibung eine Sach­
Ycrhaltes, so nennen wir diese Aussage falsch bzw. eine fa lsche 
A u ssage . 

.Jede Aussage isL enLwedcr wahr oder falsch. 

Frage : Welche der fünf Aussagen im Lehrschritt 5 ist eine (sind ) fa lsche 
Aussage(n)? 

:\ntwor t: ... .. ....... . .... . 

Dann ------~ 4 

-- D - -

6 



7 Für Umformungen bzw. Verl<uüpfungen von Aussagen ist es günsLig, 
Buchstaben stellvertretend für Aussagen Yerwenden zu können . Man be­
vorzugt insbesondere p, q usw. Wir vereinbaren daher: Buchstaben p, q 
usw. sollen Aussagen bedeuten können. 

Betrachten wir als Beispiel die Aussage 

Klaus und Dieter haben jeder ein Nlotorrad. 

Diese Aussage können wir z. B. mit p abkürzen. \Vir können uns diese 
Aussage aber auch in der Form 

Klaus hat ein Motorrad , und Die/er hat ein Motorrad 

aufschreiben und als Abkürzungen Yercinbaren: 

p: Klaus hat ein 11/otorrad 

q: Dieter hat ein l't1otorrad. 

Unsere vorgegebene Aussage haben wir in diesem z11·eilen Falle abgekürzt 
ZU 

p und q. 

\Vir erkennen, daß wir die gegebene Aussage auch als eme Yerknüpfung 
zweierAussagen auffassen können. 

Aufgabe: Führen Sie in gleicher Weise als ein zweites Beispiel für die Aus­
sage 

Bei Rot und bei Gelb dar( man eine 1\reu:::,ung nicht überqueren 

Abkürzungen geeignet so ein, daß sich auch diese Anssage als 
eine Aussagenverkn ü pfnng erweist! 

I Notieren Sie sich die gewählten Abkürzungen! 

• 

Dann 

-10-
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Sicher h aben Sie erkannt, daß diese Sätze nicht in jedem F all e den ob­
je ktiv bestehende n Sachverhalt zutreffend beschreiben. 

Doch betrachten wir zun ii chst den Satz 

Das Produkt von 3 uncl 4 ist 12 

e twas genauer. Sein I nhalt lüßt sich auch mit anderen \Vorten wiedet·­
geben . Beispielsweise drücken die folgend en Sätze dasselbe aus: 

Das E rgebnis der Multiplikation der Zahl 3 mit der Zahl 4 ist die 
Zahl12 

Wird 3 mit 4 multipliziert, so ergibt sich ]2 

3 mal 4 ist 12 
3 . 4 = 12 . 

Da m an sich in jeder \Vissenscha ft in ers ter Linie für Sach verha lte interes ­
siert , ist di e sprachliche Einkleidung Ller Beschreibungen von Sachverhalten 
weniger wichtig - jedenfalls so lange, wie verschiedene sprachliche Formu­
li erungen jeweils dasselbe ausdrü cken, das heißt, gleichwerti g sind . Wichtig 
sind die durch die Siitze ausgedrückten VorsLellungen über Sachverhalte. 

____ ..,. 9 

.fede1· Au ssagesatz ist mi thin nur als sprach liches Gewa nd für den durch 
ihn ausgedrü ckten Inhalt von Interesse. Deshalb führen wir für die durch 
Aussagesiitze ausgedrückten bzw. ausdrückbaren Inhalte - das sind Be­
~chreibungen von Sacll\·erhalten - ein e eigene Bezeichnung ein : W'ir nen­
nen solche Inhalte Aussagen. 

Aussag e n sind Beschreibungen von Sachverhalten, die ihren 
sprachlichen Ausdruck in F orm von Aussagesätzen finden . 

\'erschiedene Aussagesä tze, die dieselbe Aussage formu lieren, nennen wtr 
gleichwertig. 

Auf Schwierigkeiten, die mit der Feststellung dm· Gleichwertigkeit gc­
g·ebener Aussagesätze a uf Grund di eser F estlegung zusammenhängen, 
gehen wir ni cht näher ein. 

----.... 6 

- 11 -
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10 

I I 

Lösung : 

\Vie im ersLen Beispiel werden S.ie sielt zunächst überleg L haben. da ß man 
di e Aussage 

B ei Hot und uei Gelb darf man eine Xreu:::.ung nicht überqueren 

au ch formuli eren kann mittels des Sa tzes 

B ei R ot darf man eine Kreuzung nicht iiberqu eren, und bei Gelb 
darf man eine Krenzung nicht überqueren . 

Deswegen werden Sie als gesuchte Abkürzungen le[cht gefund en ha ben 

p: Bei Rot darf man eine Kreuzung nicht überqu eren 

q: Bei Gelb darf man eine Kreuzung nicht überqueren. 

Damit isL di e ges uchLe Aussage abgekürzt worden zu 

p und q. 
____ .,..L i 

vVir wollen lln " nun del" Besprechung speziell er \'erknüpfun gen , ·on . \. I I S­

sage n und dem Ü bergang von einer Aussage zu ihrem logischen c;('ge ntC' il 
zuwenden. 

Die Aussage, die das logische Gegenteil einer ,·orgegebenen Aus­
sage ausdrü ckt, nennt man die Negation der vorgege benen 

' Aussage. 

H ut man eine Aussage p vorliegen, so kann ma n deren ~ega Li o n ausch·ück en 
durch die F ormuli erun gen 

Es ist nicl1t so, daß p (gilt) 

Es ist nicht richtig, daß p (gilt) 

bzw. d ur eh irgendeinen damit gleich bede utenden Sn tz. 
J ede der möglichen F ormulierun ge n der Negation einer Aussage p wolle n 
wir eine Vet·ncinun g· von p nennen. 
Die Nega tion einer Aussage p werd en wir mit niehi -p bezeichnen . 

----.... 12 

- 12 -



Z111' Übung betrachten wir die Aussage 

I 
• 

( 1) -

('2 )" 

(.)) J 

Es gibt Dre1:ecke, für die die Summ e der lnnem vinhelgrößen von 
180° verschieden ist. 

Entscheiden Sie. welche der fol genden Siilze Yerneinungen dieser 
Aussage sind! Ü berlegen Sie gut! 

Es gibt Dreiecke. für die die Summe der lnn enwin!..elgrößen nicht 
1•on 180° verschieden ist . 

Es gibt keine Dreiecke, für die die Summe der Innenwinkelgrößen 
von 180° verschieden ist. 

Es gibt keine Dreiecke, für die die Summe der Innenwinkelgrößen 
nicht von 180° ?'erschieden ist. 

In j edem Dreieck ist die Summe der Innenwinkelgrößen von 180° 
nicht verschieden. 

Für alle lJreiecke gilt, daß die Summ e der Inn enwinkelgrößen 
gleich 180° ist. 

Es ist nicht so, daß es Dreiecke gibt, für die die Summ e der I nnen­
winkelgrößen von 180° verschieden ist. 

(7) .; In j edem Dreieck ist die Summe der Inn enwinkelgrüßen 180°. 

I ~otieren Sie di e X umm ern der betre rTend en Siilze! 

• 

0:1 1111 
___ __ .,.. :L5 

- 13-
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13 Gut! Die von Ihnen (in LehrschriLL 42) gegebene AnLwort c ist richtig! 
Sie mußten sich überlegen, dnß jede Ungleichung der Form y > ax + u 
bzw. y < ax + b von allen Punkten einer der Halbe benen erfüllt wird , in 
die die Gerade y = ax + u die Kool'dinaLenebene ze t·leg t. 
In jeder der angegebenen An LworLmögli cltkei Len kamen drei solche H a i b­
ebenen vor. Die inn eren Punkte des betrachte ten Dreiecks waren nlso 
mittel s clreiet· ll nlbebenen z11 clwl'nktet·i sieren , und zwar gerade dadurch, 
daß sie 3 gee igneten Halbebenen zugleich ange hören. 

----~ 51 

14 Dann wird es Ihnen nicht schwerfallen, die folgenden Aufgaben zu lösen. 

I Halten Sie in jedem Fall lhre Lösung fest! 

• 
.L. Die Menge der natürlichen Zahlen (einschließlich der Null) ist eine Tei l­

menge der Menge der rationalen Zahlen. Durch welche Aussage wird die 
Eigenschaft einer rationalen Zahl x, ein e natürliche Zahl zu sein, charak­
terisiert? 

a: Es ist x 2: 0, und x ist ganzzahlig 

b: Es ist x ~ 0, oder x ist ga nzza hlig 

Antwort: .. . ..... . . 

(a/b) 

2. Ist die Aussage 

2 oder 4 ist ein T eiler von 8 
wahr? 

Antwort: 

(wahr/ falsch) 

3. Ist die Aussage 

11 ist eine Primzahl, und 17 ist keine Primzahl 
wahr? 

Antwort: 

(wnhr/ l'a lsc l!) 

- 14 -

----~ 29 



Lösung der Üb ung aus Lehrschritt 12: 

V erneinungen der vorgegebenen Aussage sind die durch 

(2), (4), (5), (6), (7) 

gekennzeichneten Sätze. 

Schwierigkeiten ergaben sich für Sie vielleicht aus der Redeweise "es 
gibt . .. ".Wenn wir später diese Redeweise und die Negation von Aussagen, 
die Jiese Redeweise enthalten, besprochen haben, werden Sie leicht sehen, 
daß nur (1) und (3) keine Verneinungen der gegebenen Aussage sind . 

----... 16 

Wir wollen uns noch überlegen , welchen Einfluß die Wahrheit bzw. Falsch­
heit einer Aussage p auf die Wahrheit bzw. Falschheit ihrer Negation 
nicht-p hat. Dazu erinnern wir uns, daß die Negation einer betrachteten 
Aussage p das logische Gegenteil der Aussage p ausdrückt, d. h., die Nega-
1 ion nicht-p besagt, daß der durch p beschriebene Sachverhalt nicht vor­
lieg t. 

Es sei nun p eine walue Aussage. Dann beschreibt p einen in der Realität 
vo rliegenden Sachverhalt zutrefiend . Die Aussage nicht-p dagegen besagt, 
daß es nicht so ist, wie die Aussage p behauptet. Mithin besagt die Negation 
nicht-p , daß ein anderer als der von p beschriebene Sachverhalt vorliegt. 
Das ist aber unzutreffend , da p eine wahre Aussage sein sollte. Also be­
schreibt die Aussage nicht-p die Realität nicht richtig - die Negation 
nicht-p der wahren Aussage p ist eine falsche Aussage. 

Aufgabe: 

S tellen Sie entsprechende Überlegungen für den Fall an , daß p eine fa lsche 
Aussage ist. Ist dann die Negation nicht-p eine wahre Aussage oder eine 
l'alsehe Aussage? 

Antwort: nicht-p ist wahr 

nicht-p ist fal sch 

-15-
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17 Sie haben recht , denn 2 und 4 sind Teiler von 31G. 

18 

19 

----... 19 

Nein, diese Aussage ist falsch! Denn es ist sowohl 2 als auch 4 ein Tei ler 
von 316. Der durch die Formulierung "Entweder 2 oder 4 . .. "ausgedrückte 
Sachverhalt, daß 2 ein Teiler von 316 sei und 4 kein Teiler von 316 bzw. 
daß 4 ein Teiler von 316 sei und 2 kein Teiler von 316, liegt also nicht vor. 

l\Iithin ist die Aussage 

Entweder 2 oder 4 ist ein T eiler von 316 

eine fa lsche Aussage. 
____ .,. HJ 

I-läufig werden Aussagen durch .,uncl" \·erbund en. Ein Beispiel ist un ser 
Satz " Klaus uncl Dieter haben j eder ein Mot01·rad." aus Lehrschritt 7. 

Dient das Wort " und" z ur Vcrknüpfung zweier At1ssagen, so ist es 
stets gleichbedeutend mit "sowohl . . . als auch". 

Anders wird das \iVort " und" z. B. in den Sätzen 

Klaus und Dieler sind Brüder 

7t liegt zwischen 3 und 4 

verwendet. Derartige andere Bedeutungen - bei denen das \ \"orL " und" 
nicht zur Verlmüpfung von Aussagen dient - sollen uns hier abe r· n icht 
interessieren. 

- ---... 31 
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Sie haben richtig geantworte t, die Negation einer falschen Aussage ist c1ne 
wahre Aussage. 

----... 22 

Sie haben nicht richtig geantwortet. Überlegen w1r uns die Antwort 
~emeinsam! 

\Vir wollten den Fall betrachten, daß p eine falsche Aussage ist. Dann liegt 
der durch p beschriebene Sachverhalt in der Realität nicht vor. Anderer­
seits besagt die Negation nicht-p, daß ein anderer als der von p beschrie­
bene Sachverhalt Yorliegt. Damit beschreibt die Aussage nicht-p die vor­
liegende Situation zutreffend. Also ist die Negation nicht-p der falschen 
Aussage p eine wahre Aussage. 

----... 22 

Zusammenfassend haben wir erhalten: 

l'"ürzen wir die Eigenschaft einer Aussage, wahr zu sein, durch ltl' ab und 
entsprechend durch F die Eigenschaft, falsch zu sein, so können wir dieses 
Ergebnis für eine Yorgegebene Aussage p auch in Tabellen form a uf­
schreiben : 

----... 23 

- 17-
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23 

/ 

24 

:'J un wenden wir uns Verknüpfungen von jeweil s zwei Aussagen zu. Sp rach­
Li ch werden solche \'erknüpfungen durch Bindewörter herges tellt. 

vVir woll en un s znnächst den Gebrauch der Wörter "oder" sowie .. und" 
in der \fathematik über legen, für den wir leicht Beispiele finden: 

2 ist eine Primzahl, und 3 ist eine Primzahl 

1 oder - 1 ist L ösung der Gleichung x2 = -x. 

\Vi sscn Sie über den Gebra uch dieser Wörter zum Verknüpfen von Aussagl)n 
schon genau Bescheid? 

Ja 
i\ ein 

----... 14. 
----... 24. 

Stellen Sie sich vor, Sie knobeln mit einem Bekannten in der einfachen Art, 
daß Sie e twa ein Streichholz in eine geschlossene Ilan cl nehmen und Ihr 
Partner eine Ihrer beiden Hände zu wählen hat. Er gewinnt, wenn er die 
Hand wäh lt, in der Sie das Streichholz verborgen halten. 
Sie werden dann vielleicht an Ihren Mitspieler die ihn zum Wählen auf­
fordernd e Frage 1·ichten: " Hechte oder linke Hand?" . Dabei ist Ihnen beiden 
!dar, daß entweder die rechte oder di e linke Hand gewäh lt werden so ll ; mit 
nnderen Worten , Ihr Partner soll nur die linke und nicht die rechte bzw . 
11 11 r die rechte und nicht die lin ke I-land wählen. 

Das "Vort "oder" steht also hier abk ürzend für "entweder ... 
oder" . Es wird , w ie man a uch sagt, im ausschli e ß e nd e n Sinne 
gebrauch t. 

---- ... 25 
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I·: in a nderer Gebrauch des \Vorles "oder" liegt vor, wenn Ihne n e lwa eine1· 
Ihrer Freunde sein en Besuch verspricht mi t der Einschrünkung: " Nur bet: 
.Yr•hel oder Glatteis komme iclt nicht." Dann wird er natürli ch aut: h nichl 
kommen, wenn sowohl Nebel als auch Gla tteis herrschen. 

Das ' VorL "oder" wird rlabei in'l nich Lau sschließenden Sinne 
gebraucht. 

in di esem Sinne is l das Wort ,.oder" auch in der Aussage 

0 oder - .l ist Lüsung der Gleichung x 2 = - x. 

zt l ,-erslehen . . \l eh r noch: 

----... 26 

Bei dem in der ~ Iath ematik üb lichen Gebrauch des Wortes "oder" ist die 
Aussage 

2 oder 4 ist ein T eiler von 3 JG 

eine wahre Aussage. Denn wegen 316 = 2 · 158 ist 2 ein Te.il er von 316 . 
(Eine andere mögli che Begründung wöre: Denn wegen 316 = 4 · 79 ist 
Ii ein Teiler von 316.) 

BeLrachten Sie noch die Aussage 

Entweder 2 oder 4 ist ein Teiler von 3.ZG. 

I Entscheiden S ie, ob di ese Aussage wahr ist! 

• 

-19-

Sie ist wahr 

Sie is t fa lsch 

----... 18 
----... 17 

25 

26 



27 

.. 

28 

Aufgabe 4: 

Wir betrachten die durch die Gleichungen f (x) = \x\ und g(x ) = 2 gegebe­
nen Funktionen de1· reellen Yarinblen x (s. Abb. l ). 

y 

-3 - ] 7 2 3 X 

Abb. 1 

Die reelle Zahl x0 sei so gewählt , daß 

gilt. 
f(xo ) < g(xo) 

Welche Aussagen sind dann stels (d. h. unabhängig von der noch auf ver­
schiedene " 'eise möglichen \Yahl von x 0 ) wahr? 

a : Es ist x0 < 2, und es ist x0 > 2 
b: Es ist x0 < 2. und es ist nicht x0 > 2 
c : Es ist [x0 \ < 2. oder es ist 0 ~ x0 < 2. 

I Notieren Sie Ihre Lösung(en)! 

• (aj bjc) 

Erst dann ----... 30 

Richtig! 

Be trachten Sie noch folgendes Beispiel. Es se1en a, b reelle Zahlen mit 
0 < a < 7 und 0 < b ~ 7. Da [ür gelte 

b 
Jg a · cot 2 = 0. 

Welche Aussage ist dann bei jede r zulässigen Wahl von a, b wahr? 

Entweder a = 1 oder b = n .". 37 
a = 3 oder b = n .". 35 
a = 1 oder b = -} n .". 32 
a = 1 oder b = n .". 38 

-20-



lliir Ihre Antworten (Lehrschritt 14) erhalt en Sie Punkte. 

I Ermitteln Sie die von Ihnen erreichte Punktzahl! 

• 
Au fgabe 1: Die richtige Lösung ist 

Die richtige Lösung ist 

a 

b 

Aufgabe 2: Die angegebene Aussage ist 

wahr 

falsch 

Anfgabe 3: Die angegebene Aussage is t 

wahr 

falsch 

I No tieren Sie Ihre Punktzahl: 

• Lösen Sie noch eine weitere Aufgabe! 

0 Punkte 

:2 Punkte 

5 P unkte 

0 Punk Le 

2 Punkte 

0 Punkte 

n 
----.... 27 

I-laben Sie (in Lehrschritt 27) gefun den , daß nm die Aussage c bei jeder 
Wahl von x0 wahr ist, so erh a lten Sie weitere 0 Punk te. 
Andernfalls fügen Sie zu der bisher von Ihn en (in Lehrscln·itt 29) er­
J•eichten Punktzahl 2 Punkl e hinzu. 

\\'ic,·icl Punkte l1 abc n Sie insgesamt? 

.\·lehr a ls 8 Pnnklc 

2. 4 hzw. G Punkte 

Eine ande re Punklzn ld 

----.... 33 
___ ..,. 36 

... J7 

29 

30 



31 

32 

33 

Kom.men wir nun zu Beispielen für den Gebrauch der vVörter " und" , 
"oder" in mathematischen Aussagen. 
Es seien a, b rationale Zahlen, und es sei n · b = 0. 

Frage: Welche Aussage ist dann bei jeder Wahl ,·on a, b wahr? 

Antwort: Entweder a = 0 oder b = 0 -----~ 40 

Fa lsch! 

I 
• 

a = 0 oder b = 0 
a = 0 und b = 0 

----~ 28 

----~ 34 

lnformier<'n Sie sich in den Lehrschritten 106/ 1_07 über die trigo· 
nometrischen Funktionen, und gehen Sie danach zurück zu 111 

Lehrsclll'i t L 28 . 

---1.06/ 107"\ 
28 <111----

Zwei oder drei Ihrer Antworten waren falsch. Es ist daher nötig, daß Sie 
sich erst noch über den richtigen Gebrauch der vVörler "und" sowie "oder'· 
informieren. 

(Die richtigen Antworten zu den Aufgaben in Lehrschrilt 1.4 und 27 sind: 
1. a, 2. wahr, 3. falsch, 4. c). 

-----~ 24 
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Diese Antwort i t nicht l->htigo 

Zur Begründung wollen wir spez;cll als rationale Zahlen a bzw. b die Zahlen 
4 bzwo 0 wählen. Dann ist a ob = 4 o 0 = 0 
Aber in diesem Fall e ist die Aussage 

a = 0 und b = 0 

nicht wahr, denn es liegt nicht der Sachverhalt vor, daß (bei unserer vVahl 
,-on a, b) a = b = 0 ist. 

Falsch ! 

I 
• 

----· 31 

:Informieren Sie sich im Lebrschritt 103 über die Logarithmus­
funktion, und gehen Sie danach zurück zum Lehrschritt 280 

----103 
28 ~--) 

Leider genügen Ihre Vorkenntnisse nicht, mn die Ausführungen über den 
Gebrauch von "und", "oder" zu überspringen. 

' Arbeiten Sie deshalb auch diesen Programmteil gründlich durch! 
• 

(Die richtigen Antworten zu den Aufgaben in Lehrschritt 14 und 27 sind: 
1. a, 20 wahr, 30 falsch, 4. c). 

---- • 24 

-23 -
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37 

38 

39 

Sie haben a uf die in Lehrschritt 28 gesteliLe Frage fals ch geanLwor tet. 
X 

Zwar sind a = 1 bzw. b = TC Nullstell en von lg x bzw. cot T' aber die 

Verwendung von "entweder ... oder" ist nicht richtig. 

Wählen Sie nämlich a = 1 und b = TC , dann gi l t 

n 
lg 1 · cot 2 = 0 · 0 = 0. 

Aber die Aussage 

entweder a = 1 oder b = n 

ist fal sch. 
----... 40 

Sie h a ben ri chtig geantwortet. Sicher haben Sie sich überlegt, daß 
b 

Jg a · CO L 2 = 0 

nur geiLen kann , fal ls 

lg a = 0 oder cot ~ = 0 

gilt. Innerhalb der für a bzw. bangegebenen Inten ·all e sind aber a = 1 die 

einzige Nullstelle von lg a und b = TC die einzige ".\1 ulls teile YOn co t ~ . 

Ihre An twor·t au f die in Lehrschritt 31 gestellte Frage ist nicht richtig . 

Um dies einzusehen, wollen wir speziell als rat ionale Zahlen a , b jeweils di e 
Zahl 0 wäh len. Dnnn is t· a · b = 0 · 0 = 0. Aber in d.iesern Falle isL die Aus-
sage 

eiltweder a = 0 oder b = 0 

nicht wahr. Den n damit diese Aussage wahr ist, muß als Sachverhalt \'Ot'­
liegen, daß a = 0 und b =!= 0 ist bzw. daß a =!= 0 und b = 0 ist. 

' • 
Versuchen Sie nochmals, di e Frage in LPlrrschriLt 31 richLig zu 
bean t wurLen . 

----... 3:1. 
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Das nächste Beispiel soll Sie an die wichtigen Begrille der Vereinigungs­
menge und der Durchschnittsmenge zweier Mengen erinnern . 

' • 
Tragen Sie jeweils eine der angegebenen Möglichkeiten in die 
betrefiende Lücke ein, so daß wahre Aussagen entstehen! 

1. Die Vereinigungsmenge Zweier i\ lengen Jl, n ist die ~[enge aller der-

jenigen Elemente, die zu A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 •••• 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 zu 

B gehören. 
(und/und nichtjoder/entweder . .. oder) 

2. Die DurchschniLtsmenge zweier i\fcngen A, n isL die Menge aller der-

jenigen E lemente, die zu .!l 

B gehören . 

•...••..••....••.•••••••••••.••.••• ZU 

(und/und nichtjoder/entweder ... oder) 

----... 48 

Diese Antwort ist nicht richtig. Die Menge der Punkte, die der von Ihnen 
als zutrefiend angesehenen Bedingung genügen, ist die Vereinigungsmenge 
dreier Mengen- nämlich der Mengen derjenigen Punkte, deren KooJ•di­
naten die erste bzw. zweite bzw. dritte Ungleichung erfüllen, die in der von 
Ihnen gewählten Bedingung genannt werden. 

Jede dieser drei Mengen enthält aber Punkte der Ebene, die nicht im 
Innern des Dreiecks liegen. Zum Beispiel gehörL der Punkt (10, 5) zur 
Menge der Punkte, deren Koordinaten die Ungleichung y < 2x + 6 erfül­
len. Er ist aber kein innerer Punkt des Dreiecks. Daher enthält die Ver­
einigungsmenge dieser drei Mengen erst recht solche Punkte. 

I 
• 

Gehen Sie zum Lehrschritt 42, und versuchen Sie, die Menge 
der von den drei Geraden eingeschlossenen Punkte a ls eine Durch­
schnittsmenge darzustellen . 

_____ .,.. 42 
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42 Betrachten Sie in einem rechtwinkligen (x, y) -Koordina lensys lem die 
Geraden g1 , g2 , g3 mit den sie darstellenden Gleichungen 

g1 : y = -x + 9 

g2 : y = 2 

g3 : y = 2x + 6 

y 

-2 

Durch diese Geraden wird ein Dreieck bes timmt. 

X .\.bb. 2 

Frage : Wodurch sind die inneren Punkte dieses Dreiecks charakteri siert ? 

An twmt: Es sind alle Punkte, fü r· deren Koordinaten (x, y) gilt 

a: y > -x+ 9 oder y <2 oder y > 2x + (j ----... 47 

b : y >-x+ 9 und y <2 und y > 2x + ß --- - ... 45 

c: y < -x+ 9 und y >2 und y < 2x + ß ---- ... 13 

d: y < -x + 9 oder y > 2 oder y < 2x + 6 ----... 41 

'Venn Sie ni cht zurechtkommen , dann _ _ __ .,.. 4.4 
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Die Aufgabe im Lehrschri tt 49 habeil Sie richtig ge löst, falls Sie in die aus- 43 
zufüll end e Lücke "oder" eingetragen haben. Denn di e UngleicJtung 

f(x ) < cos x is t für alle di ejenigen x -Werte fal sch, die zwischen -; und 
n 1. 1 I f 1. .1 n n 
2 tegen, c. 1. , ür l te gt t - 2 < :t < 2 . 

F ür a ll e anderen x -Werte ist die zu belrachtende U ngleichung dagegen 
richti g. F ür di ese anderen :r - \\"er I e gi b t es ( , ·ergleichen Sie rni t I hrerSkizze) 

Z\\·ei .\Iöglichkeiten: Es l<ann x ~ - ; sein oder :r ~ ; . 

Gilt a lso 
n n 

.'t <-2 oder 2 ~ .r, 

so gilt di e U ngleichung f (x ) < cos .'t . ----... 42 

\\'ir geben lhnen folge nd en Hinweis: 

Einer Ung leichung de r Form. y < ax + b bzw. "!J > ax + b genügen jewei ls 
alle Punkte einer der IJ albebenen , in die di e Gerade y = ax + b die ge­
samte Koordinatenebene ze rl egt. (Die Punkte auf der Gerad en y = ax + b 
sind jewei ls ausgenommen. ) 
Im Fa ll e der Geraden g1 mit dP.r Gleichung y = - .1; + 9 enlspri cht z. B. der 
Ungleichung y < - x + 9 die in Abb. 3 schrafllerlc IIalbebene. 

y . 

Abb. 3 
X 

Mit Hilfe dreiersolcher Halbebenen, die durch die Geraden g1 , g2 bzw. g3 

bestimmt werden, müssen Sie nun die Gesamtheit der inneren Punkte des 
Dreiecks c.lt arakterisiere n. ----... 42 

- 27-
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45 

46 

Ihre Antwort ist nich t richLig. 

Einen Punkt P0 , dessen Koordinaten x0 , y0 der Bedingung 

Yo > - x0 + 9 und y0 < 2 und y0 > 2x0 + 6 

genügen, kann es nämlich gar nicht geben . 

Denn für diesen PunkL müßte 

sein , das heißt 

also wegen 

au ch 

das heißt, es müßte 

sein , also 

wegen 
wäre also auch 

Also müßte gelten 

was nicht sein kann . 

Yo < 2 
2 > Yo, 

Yo > - .xo + 9 
2 > -x0 + 9, 

2 + x 0 > 9 
x 0 > 7; 

Yo > 2xo + G 
y0 > 14 + 6 = 20. 

20 < !Jo und y0 < 2, 

I 
111 

Überlegen Sie sich nochmals, welchen Ungleichungen die I\:oordi­
naten x, y der inneren Punkte des beLI·a ch te ten Dreiecks genügen 
müssen. 

----~ 42 

Sie kennen den Begrifl der Funktion einer reellen Variablen und wissen, 
daß man sich den Verlauf einer Funktion ( (x) m eisL llurch eine I\:un·e in 
einem (x, y)-Koordinatensystem veranschaulichen kann . 

Betrachten Sie die Funhion ((x ), für die gilt 

I 
• 

( (x) = f _L , 

-2 

:n :n 
falls - 2 < x < 2 ; 

für alle anderen reellen Zahlen x. 

Skizzieren Sie den Verlauf dieser Funktion auf einem Übungs­
blatt! 

Dann ----~ 49 



Diese Antwort ist nicht r ichtig. 

Oie i\Ienge der Punkte, die der \"On Ihnen als zutreffend angesehenen Be­
dingung genügen, ist die Vereinigungsmengedreier Mengen - nämlich der 
t\Iengen derjenigen Punkte, deren Koordinaten die erste bzw. zweite bzw. 
dritte Ungleichung erfüll en, die in der von Ihnen gewählten Bedingung 
genannt werden. 

Jede di eser drei Mengen enthält aber Punkte der Ebene, dienicht im Innern 
des Dreiecks li egen. Zum Beispiel gehört der Punkt (- ft, 0) zur Menge der 
Punkte. deren Koordinaten die Ungleichung y > 2.1; + 6 erfüllen. Er ist 
aber ],ein innerer Punkt des Dreiecks. Daher enthält die Vereinigungs­
menge dieser drei Mengen erst recht so lche Punkte. 

I 
• 

Gehen Sie zum Lehrschri Lt 42 zurück und yersuchen Sie, die 
\!I enge der von den drei Geraden eingeschlossenen Punkte als 
eine Durchschniltsmenge darzustellen . 

----... 42 

Ihre Antworten im Lehrschritt 40 mußten Jaulen: 

1. ... oder .. . 
2 .... und .. . 

Haben Sie richtig geanlwo r·Lel 

Haben Sie nicht richtig geantwortet 

-29-
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49 Sie muHte n nls Skizze er lwlteu: 

50 

-3 -2_!{ -1 
2 

y 

2 

1 

-7 

-2 

1 JC 2 3 X 
2 

Abb. Li 

I Überprü fen Sie Jhr E rgebn is und lwn·igieren Sie es nöLigen fnll s! 
• Zeich nen Sie in dasselbe Ko ord inatensys tem noch cos .rein' 

Sollten Sie wider Erwarten den Verlauf dieser F unktionn icht melu· kennen, 
so in formieren Sie sich in den Lehrschritten 106/ I 07 und kehren Sie cl nnach 
hierher zurück. 

Aus lhrer vervollsüindigten Skizze ersehen Sie nun, daß die Ungleich un g 

f (x) < cos x 

für all e reellen Zahlen x gilt , für d ie x ~ - ~ .... . ..... ~ ~ .1: ist. 
(wuljoder) 

' Fü ll en Sie di e Lücke aus! 
• 

Dann ----... 43 

Sie sehen, trachteten Aussagen ­
verbindungen nur von der Wahrheit bzw. F alschheit der Aussagen ablü ingt, 
aus dene n sie zu sammengesetz t sind. 

----... 52 
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Diej eni gen Au ·sagen , di e wir mit Hilfe der \Vörter "oder" bzw. " und" ver­
knüp ren wollen, unterliegen keinen E inschränkungen. Insbesondere woll en 
wir nicht Jord cm. daß etwa nur math ematische oder nur nichtmathema ti­
sche Aussagen miLeinander verknüpft werden sollen. 
Ei ne zunächst viell eicht paradox erscheinende Konsequenz dieser Auffas ­
sung ist, daß wir z. B. die fol ge nd en Zusammensetzungen als Aussagen 
zulassen: 

Es ist 3 + 3 = 6 und der 1. Januar ein Feiertag 

2 ist eine irrationale Zahl, oder gestern war Freitag 

Die Gleichung x2 = 1 hat mindestens eine ganzzahlige Lösung, und 
es ist 24 = 1(] 

Berlin ist die Hauptstadt der VR Polen, oder es ist 22 + 32 = 42 

Es ist 3 < l oder sinn + cos n = 1. 
----... 53 

Prägen Sie sich bille folgende Bezeichnungen ein: 

Eine durch Verbindung zwei er Aussagen mittels "oder" en t­
stehende Aussage nennt man eine Alternative. 

Eine durch Verbindung zwei er Aussagen mittels "und" en t­
sLehende Aussage nennt man eine Konjunktion . 

Die Eigenschaft, d aß die Wahrheit bzw. Falschh eit einer Alter­
native (Konjunktion ) nur von der Wahrheit bzw. Falschheit der 
Aussagen abhängt, aus denen sie sich zusammensetzt, und nicht 
von deren Inhalt , nennt man Extensionalität. 

___ _ .,.. c;, 

- - 3t-
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53 

54 

Nun wollen wir uns überlegen , wann die durch Zusammensetzungzweier 
Aussagen p, q mittels "oder" bzw. "und" entstehende Aussage wahr ist. 

Gemäß unserer Vereinbarung, das vVort "oder" stets im nichtausschließen­
den Sinne zu gebrauchen, ist die Aussage 

p oder q 

in folgenden Fällen wahr: 

(1) fall s der durch di e Aussage p beschriebene Sachverhalt vorli egt; 

(2) falls der durch die Aussage q beschriebene Sachverhalt , -orli egt ; 

(3) falls sowohl der durch die Aussage p als auch der durch die 
Aussage q beschriebene SuchverhalL vorliegt. 

Sonst ist die Aussage p oder q falsch. 
-----11> 54 

Entsprechen d e1·gibL sich aus unserer FesLlegung über den Gebrauch des 
Wortes "und", daß die Aussage 

p und q 

wahr ist, falls sowohl der durch die Aussage p beschriebene Sachverha lt 
als auch der durch die Aussage q beschriebene Sachverhalt vorliegen. Aber 
auch nur in diesem Falle ist diese Aussage p und q wahr. 

----11> 55 
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Die Überlegunge n der beiden letzten LehrschriLLe könn en IYir in fo lgender 
leicht zu mer kender Fo1·m zusammenfassen: 

I Prägen Sie sich dieses ein! 
• 

Dann ---- .. 56 

I 
En lscheiden S ie zur Übung für jede der folgenden Au ssagen. ob 
sie wahr od er fa lsch isL! Schre iben Sie ,.wahr" bzw. " fal sc h" hin-

• ter jede . \us snge~ 

fit: Es ist 33 = [)oder n < .3, 72 
p2 : 1!'eihnach ten ist im Dezember, oder Ostem ist im [i'riihling 

Pa: lsin %nl = 0 uud (- 1)17 > 0 

/ 14: 1 r-1)2 = - J oder 23 = 32 

p5 : -7 ist eine mtionale Zahl, und Sie sind j etzt beim Lehr­
sclu·itt 5G dieses Progmmms 

116 : 1001 = 7 · 11 · f ,'j oder 702-1 = 210 

11 7 : Der 28. Febmar .Z97Z war ein Dienstag, oder die Gleichung 
5x - 7 = 0 Iw/ keine ganzza hlige Lösung 

____ .. 59 
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58 

Da Sie ni ch t m ehr nls eine Aufga be falsch h aben , dürfe n Sie bi s hi e rh er 
alle Lehr eh ritte ü bet·s pt·ingen . 

Diejeni gen An ssagen , di e wir miLLels der \Vörler "oder·' bzw . .. und" \'et·­
knüpfen woll en , un l.el'liege n keinen E inschränlwngen . J nsbesond erc woll en 
wir nicht fordern , da ß e twa nur mathematische oder nur nichtm a the mal i­
sehe Aussagen miteina nder verknüpft werden sollen. 

Eine Konsequenz dieser Auffass un g is t es, da ß wir z. B. die folge nd en 
Zusamm ense tzun gen a ls Aussagen zul asse n : 

Es ist 3 + 3 = {} , und der 1. Janu ar ein Feiertag 

2 ist eine irrationale Zahl, oder gestern war Freitag 

Die Gleichung x 2 = 1 hat mindestens eine ganzzahlige L ösung, und 
es ist 24 = J(j 

Berlin ist die Hau.ptstadt der VR Polen oder es ist 22 + .32 = -/2 

lis ist 3 < 1 oder sinn + cos n = l . 
----... 58 

Es bereiLe L a uch für dcr:ll'Li ge Au ssagen keine \ lühe zu enLsche icl en , ob sie 
wahr oder ob sie falsch sind , da - wie Sie wissen - giiL: 

(1) mittels 



I 
• 

Vergleichen Sie Ihre Lösungen mit Jen richtigen Lösungen! 
\Venn Sie Fehler gemacht haben , so überlegen Sie sich an Hand 
der angegebenen BegrLindungen den Sachverhalt nochmals . 

Die ri ch tige n Lösungen la uten: 

p 1 falsch (denn es ist 33 = 27 =F 9 und au ch nicht rc < 3, 12) 
p2 wahr (denn Weihnachten ist im Dezember) 

PJ falsch (denn es ist ( - LI )17 = (- J )17 • 417 = -417 < 0; bzw. andere 

Begründung : denn es ist lsin 
3
2n I = 1- J I = 1 =F 0) 

p~ fa lsch (denn es ist V(-4)2 = V16 = 4 und es is t 23 = 8 =F 9 = 32
) 

p5 wahr (denn -7 ist eine rationale Zahl, und Sie waren bei der Lö-
sung dieser Aufgabe beim Lehrsclll'i tt56 dieses Programms) 

p6 walu 

p 7 wahr (denn die Gleichun g 5 :1:- 7 = 0 hat als einzige reelle Lösung 
x = i, also keine ganzzahlige Lösung). 

----... 60 

\\'i e schon im Falle der i\egation ein er .\ussage woll en wi1· nun unsere 
Ergebni sse über d ie 'vVah rheit bzw. l<'alsehheit der dnrch \"erknüpfung 
z,,·eier Aussagen p , q mittels "oder" hzw. "ttnd" entstehenden Aussagen 
tabell arisch z usammenfassen. 1V bzw. F soll en die Eigenscha ft des \Vahr­
~eins bzw. des Falschseins andeuten. 

I Ergänzen Sie die fo lgen de Tabell e : 
• 

p q p oder q 

IV IV 
JV F IV 
F JV 
F F 

- 35-

p und q 

F 
- --... 50 
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63 

l\un soll a uf die Redeweisen ,.fiir alle ... " .. . es g ibt ein . . . "eingegangen 
werden , die zur Beschreibung mathemati scher Sacll\"erhall e immer wieder 
benötigt werden. 
Der Gebrauch yon " fiir alle ... " is t u nmiltelbar , ·ers lündli ch : Es wird 
a usgesag t, daß eine bes timmte .Eigenscha ft fiir alle E lement e eines gewissen 
Bereiches, auf dessen E lemente sich die Au ssage bezieh l. zu tri fit. 

Beispiele: 

(1) Für alle negativen reellen Zahle!! .l· [!. ilt : Vx2 = - x. 
Di ese Au ssage ist wahr, denn tatsüch li clt hat jedes Element des 
vorgegebenen Bereiches der negati1·en reellen Zahlen die Eigen-

schaft, die Gleichung Vx2 = - a; zu erfüll en. 

(2) Fii r alle Primzahlen giLt , daß sie ungerode sind. 

Eine dazu gleichwertige, sprach lich gefä lli gere form laulet: 

Alle Primzahlen sind ungerade. 

Bei diesem Beispiel handelt es sich tun eine fa lsche Aussage. Die 
Zahl 2 gehört zu den Primzahlen , is l jedoch ni cht un gerade ; a lso 
ist es nicht so , daß alle Primzahlen ungerade sind. 

- ---... 62 

Gleichbedeutend mit der H.edeweise . .fiir crlle .:r 
" für j edes x", " fiir ein beliebiges:~:" . 

sind die H.edeweisen 

I 
• 

Lösen Sie nun folge nde Aufgabe: 
Entscheiden Sie, ob die nachs tehende .\u ssage wahr ist! 

J ede reelle Lösung der Gleichung \.T- ~ \ - ± = 0 ist positiv. 

Sie isl \Ya ltr 

Sie isl ni cht wa hr 

____ .,. 70 

----... 66 

Lösung der Aufgabe in Lehrschri lt (i!): 

Eine im Sinne der Aufgabenstellu ng z um ,\u ssagesa lz 

Die Zahl Vf ist nicht ga nzzaldig und nicht irrational 

gleich wertige Formuli erun g ist beispiel IYe ise 

Es ist nicht so, daß die Zahl Vf gan::;:;a ltlig oder irrational ist. 

----... 61 
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'vVir woll en uns nun der Nega tion von Aussagen zuwenden , die die F orm 
einer Konjunktion bzw. Alternath·e zweier Aussagen haben . 

Von einem bes timmten Dreieck werde be lwupte t, da ß es rechtwinklig und 
gleichseitig sei. Diese Beha uptung ist falsch; denn es gibt kein Dreieck , das 
sowohlrechtwinklig a ls nuch gleichseitig is t . Also kann das speziell gewähl Le 
Dreieck auch ni cht von dieser Art se in. Demzufolge is t die \Tega tion der 
Behauptung, dargestellt e twa in der folge nd en Form 

Es ist nicht so, rlafJ das betrachtete Dreiecl• rechtwin/,-lig und gleich­
seitig ist 

eine wahre Aussage. 

In ihr kommt zum Ausdru ck, daß die Leiden E igenscha ften (recht\\·inklig 
sein, gleichseitig sein) auf lceinen Fall zugleich zutre ffen. Ist das Dreieck 
rechtwinklig, hat es ni cht drei gleichl a nge Seiten; is t es dagegen gleich­
seitig , hat es keinen rechten \\'inkeL Schließlich ist auch rnöglich , da ß das 
Dreieck weder rechtwinklig noc h gleichseitig ist . Wir können somit gleich­
wertig zur oben angegebe nen Vern einung formuli eren 

Das betracl!lele J)reiec f..: ist nicht rechtwin/,-lig oder nicht gleichseitig . . 

----... 65 

Was wir uns a n einem Beispiel übel'leg t haben , trifft allgemein zu, d. h ., 
unabhängig vom speziellen Inhalt der Au ssage n p und q gilt s tets, da ß di e 
beiden Formulierun gen 

nicht (p und q) 

nicht-p oder nieht-q 

jeweils denseiLen Sacll\·erhalt a usdrücken. 

Auf Grund di eser E rkenntni s wird es lhnen nicht schwerfa llen, beispi els­
weise zu fol gender Au ssage, di e sich nuf ein bes timmtes \'iereck bezieht, 
eine gleichwerti ge F om1uli emng zu find en: 

I 
• 
' ( 

Das betreff'ende I ' ierec/, ist kein ParallPlogmmm , oder die Diago­
nalen des Vierecl•s halbieren sich. 

Schreiben Sie ci11 e so lche l;o rmidi e r·un g anf llll' Ü bungsbl:111' 

Dann ----... 68 
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67 

Ihre Entscheidung ist falsch. 

Wenn Ihnen der absolute Belrag lx- ~ ~ grundsä tzliche Schwierigkeiten 
bereitet, dann gehen Sie zunüchsL nach Lehrschritt G7 und anschließend 
nach Lehrschritt 7 I ! 

--67--~ 71 

Ansons Len ----~ 71 

lhre EntscheicluHg war falsch. ~Iöglicherweise ist das mit darauf zurück­
zuführen, daß Sie nicht ausreichend über den Bcgrifi "absoluter Belrag 
einer reellen Zahl" Bescheid wissen . \ \"ir wollen ihn daher an dieser Stelle 
erläutern. 

Unter dem absoluten Betrag einer reellen Zahl a (in Zeichen a[) 
versteht man die Zahl a selbst, sofern a gleich Null oder grüße,· 
als Null ist, dagegen die Zahl -a, sofern a kleiner als Null ist. 

Also 

Iai =·{ a für a . ~ 0, 
-a für a < 0. 

Der Ausdruck a ~ 0 bedeutet hierbei a > 0 oder a = 0. 
Der absolute Bet1·ag einer negativen Zahl ist somit stets posttlY (bei­
spielsweise gilt 1-51 = 5). Der absolute Betrag einer positiven Zahl ist 
ebenfalls positiv (beispiels11·eise gilt 151 = 5). Der Betrag der Zahl Xull 
ist gleich Null (IOI = 0). Der abso lute Betrag einer beliebigen reellen Zahl 
ist somit stets größer oder gleich Null; also Iai ~ 0. 

I Beachten Sie: 
• 

Kamen Sie \ "On LeiHschritt 66, so 

Kamen Sie von Lehrschritt 105, so 

Kamen Sie von LehrschriLL 131. so 

-:iS-

----~ 71 

----~ 105 

----~ 106 



Eine znm Au ssagesa lz 

Das betreffende Viereck ist !<ein Parallelogramm, oder die Diagona­
len des Vierecks halbieren sich (Lehrschri tt 65) 

im Sinne der Aufgabens tellung in Frage komm end e glcichwet·tigc F ormu­
lie run g is t: 

E s ist nicht so , daß das betreffende Viereck ein P arallelogramm ist 
und sielt d ie Diagonalen in diesem V iered, nicht halbieren . 

I \' ergleichcn Sie di ese mit der von Ihnen gefund enen Lösun g ! 
• 

Da nac h ----~ 69 

i\ttn wo ll en wir ,·c t·s uchen. für Sä tze der Form " nicht (p oder q) " ühn liclt 
wif' i m f' ben bes pro chenen F all " nicht (p und q) " eine gleichwertige F or­
mttlicr nng zu finden . 

13 c trat.:h len wir dazu beispielsweise eine bes timmte natürli che Zahl , di e 
,,·cdcr d urch 2 noch durch 3 teilbar ist. Dann triff t die Aussage 

Die betrachtete natiirliche Zahl ist nicht durch 2 und nicht durch 3 
teilbar 

zu . Dem nach is t es kein es fall s so , da ß diese Zahl durch 2 und durch 3 teilbar 
is t. Es ist aber a uch a usgeschlossen . da ß sie lediglich durch eine der beid en 
Za hl en teilbar is t. Somit können wir a ns tell e des angegebenen Satzes a uch 
sag-e n : 

Es 1:st nicht so , da f.J d ie betrachtete natiirliclze Zahl durch 2 oder 
durch 3 teilbar ist. 

Dicsn Satz ha t di e Vorm .,nicht (p oder q) " , \\·iiiHcnd der obige Sa tz di e 
Form .. nicht p und nicht q'· h at. Beide F ormulierungen sind gleichwerti g. 
und a uch hier ist es so, d a ß dies un abhängig vom speziellen Inhalt d er 
Au ssagen p bzw. q der F a ll is t. Somit gilt s te ts. d a ß di e beid en Formu­
li eru ngen 

nicht (p oder q) 

nicht-p und nicht-q 

jeweil s ein und denseiLen Suchverh alL a usdrücken. 

Aufgabe: Wie läßt sich der durch den Aussagesat z 

Die Zahl Vf ist n icht ganzzahlig uncl nicht irrational 

gegebene Sa chverha lt ent sprechend nmformuli crcn? 

Ihre Lösung: . . . . . . . . . . . . . ...... . ...... . .. . .. .. . . . .. . . . . . . .. . 

----~ 63 
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Hi chtig ! 

Di eGleichung lx- 'J J - t = 0 h a l i 111 B er eich d e1· r eell e n Za hl e n di e L ös un­

gen i-,! und keine we it eren. B e id e s ind pos iti v ; so mit is l j ede reell e Lö,;un g 

von l.x- ~ ~- ! = 0 pos iti v . 

----... 72 

Wir überze ugen uns von d er W ahrheil d er Au ssage 

Jede reelle Lösung der G'leichu.ng lx- ~ ~ - ± = 0 ist pos itiz· , 

inde m wir sämtli ch e Lös un gen dieser C le ichu ng e rmi Lle l n. D azu ü be l'i ege n 
wir un s, d a ß 

lx - ~~- t = 0 

iiquivnl enl is l zu 

hzw. zu 

10 • 31- l ,.,. - '.! - 4 

x - ~ = i od er - (.x - ~) = ± 
bzw . z u 

ode r o• - Q 
·' - 4 ' 

Somit erfü ll e n die b eide n W ert e f · i und k eine w eit e ren di e gege be ne 

Cleichun g lx- ~ ~- ! = 0. 
B e iei e Lösungen sind pos ili,· ; a lso is t j ed e r ee ll e L üs un g di eser G leichun g 
p os i ti,·. 

____ .,.. 7'2 
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Gelegentlich wird die Redeweise "für alle ... " oder eine dazu gleich­
we,·tige nicht exp lizit angegeben, obwohl sie zur Beschreibung des belreiTen­
den Sach,·erhalLes erforderlich ist. 

.\lan schreibt beispielsweise das kommutative Geselz der Addition für 
reelle Zahlen häu fi g in der Form 

( I ) a+b=b + a 

und meint 

(2) Für alle reellen Zahlen a und b gilt: a + b = b + a. 

Tm Sinne einer korrekten Darstell ung so ll te man so lche J..:urzfol·mulie­
rungen wie ( I) yermeiden. Daß (1) und (2) im Prinzip nicht dasselbe be­
deuten können , wird bereits daran deutli ch, daß (1) im GegensaLz zu (2) 
keine Aussage ist, sondern eine sogenannte Aussageform1 . Im Unter­
sehied zu (2) ist (1) weder wahr noch fa lsch. Ebenso wenig ist der Satz 

x ist Teiler von 60 

eine Aussage. Man erhält jedoch, indem man für X spezielle vVerte, z. B. 
a us dem Bereich der natürlichen Zah len , einsetzt, darau s Aussagen, etwa 

3 ist Teiler von 60 

87 ist Teiler von 60 . 

Auch durch Voranstellen \'On "für alle natürlichen Zahlen x gilt" geht die 
Aussageform "x ist Teiler von 60" in eine Aussage über . Diese ist wie die 
durch Einsetzen , ·on 87 für x entstandene Aussage falsc h. 

----... 73 

'Auf den Dcgt·iJI " Au ssageform" und auf die Untel'schiedc z"·ischen Auss:q;c 
und .-\ ussageform wird nicht nühe1· e ingega ngen. 

-41 -
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74 

Der Gebrauch der Redeweise "f'ür alle ... " in der Mathematik stimmt mit 
dem in der Umgangssprache überein. 
Etwas anders ist dies im Falle der Redeweise "es gibt ein . .. " 

Dazu betrachten wir die beiden Aussagen 

p: Es gibt eine gerade Primzahl 

q: Es gibt eine reelle Zahl, die die Gleichung sin2x + cos2x = 1 erfüllt. 

Beide Aussagen sind im Sinne des mathematischen Sprachgebrauches wahr ! 
Die Redeweise "es gibt ein ... " ist in der J\lathematik nämlich stets in der 
Bedeutung von "es gibt mindestens ein .. . ", d. lt . ,.es gibt ein oder mehrere" 
zu ,·erstehen. 

Im Falle der Aussage p gibt es ein einziges E lement (Primza hl ) der be­
trefTenden Eigenschaft (gerade sein), während im Fall e q mehrere Elemente 
des betrefTenclen Bereiches, nämlich alle reell eu Zahl en, die a ngegebene 
Gleichung erfü ll en. 

----~ 74 

In der Umgangssprache dagegen wird die Red eweise "es gibt ein 
hüufig nur in der Bedeutung von "es gibt ein einziges ... " gebraucht, also 
in einem engeren Sinne als in der 1\lathematik. 

Sie können eine fal sche Deutung Yon "es gibt ein" inn erhalb mathemati­
scher Texte weitestgehend dadurch vermeiden, daß Sie sich z u dieser 
Redeweise stets das \Vort "mindestens" oder auch das \Vorl "wenigstens" ­
das in gleichem Sinne wie " mindestens" verwendet wird - hinzugese tzt 
denken. 

\\"ill man in der i\Iathematik zum Ausdruck bringen, daß nur ein einziges 
Element eines bes timmten Bereiches eine gewisse Eigenscha ft besit z t. so 
sagt man " es gibt genau ein . .. " .Darauf werden wir in Lehrschritt 77 noch­
mals eingehen. 

----... 75 
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i\ un wollen wir Aussagen der Formen " für alle .. . " und "es gibt ein ... " 
n~gieren. Dafür li:ißt sieh die Negntion jcwf' il s in llllt crschi edli cher \\' eise 
formuli eren. 

\ 'erneinungen zur falschen Au ssage 

p : Alle geraden Zahlen sind d1trch 3 teilbar 

sind beis pi elsweise : 

q1 : Es ist nicht so , daß alle geraden Zahlen dnrch 3 teilbar sind 

q2 : .Yicht alle geraden Zahlen sind dnrch 3 teilbar 

q3 : Es gibt eine gerade Zahl , die nicht durch 3 teilbar ist. 

Die Au:- sagcn q1 und q2 wurde n aus p in der 11n s selten bekannten \Vcise 
durch Voranste llen 1·on "es ist nicht so" bz1L YOn " nicht" gebi ld et. Zur 
Aussage q3 gelangt man von q2 a uf Grund eines Zusammenhanges, der zwi­
schen den Red ewei sen "es gibt ein ... " und ,.für alle ... " besteht. Betrach­
t e t m an nämlich eine gewisse E igenschaft , so handelt es sich d abei u.m di e 
Gleichwertigkeit der folgenden zwei Aussagesii tzc 

.Vicht alle .1' lwben diese Eigenscha ft 

Es gibt ein .T . daß diese E igenschaft nicht hat 

(diese Eigenschaft is t in unserem Fnll ,.teilba r sein cl1trch :l' ' ). 

Aufgabe : 

Bi lden S ie unt er \ ' crwcndung der H.cdewPisc .. es gibt ein . . " c1 ne \"er· 
ncinung zur 11achstehendcn Aussage! 

Alle l Verte der Funl:lion mit der Gle ichnng '!J = S ill .T sind rl f'm 
absoluten Betrage nach nicht größer als 1. 

I Schreiben S ie di e Lösung auf Ihr i\J·beitsblat t! .. 
Dann ---- .. so 

i\ehen den Red eweisen .,es gibt ein ... " und ,.für alle . . . " gebraucht man 
in d CI· ~IaLhemntik noch andere Formulierunge n, di e der Anzah lbestim­
mun g dien en . 

E ine solche Formulic l'nng is t, wi e sch on e rwiihn t " ·nrdc (Le h1·:chriLt 74), 
"es g ibt genau ein ... " . Eine II'Cile i'C Hedewei se di eser Art is t "es gihL 
höchslcns ein ... ". 

____ .". 77 
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So ll zum Ausdruck gebracht \Yerd cn, daß es \" On Dingen einer bestimmten 
Art eines und nicht mehrere g ib t, so sagt man , .. es gibt genau ein .. . " ode1· 
auch "es gibt ein und 1tnr ein . .. ". 

Beispiele hierzu sind: 

( I) l!.s gibt genan eine Nullstelle der Funktion mit der Gle ichung y = lg .r 

(2) l~s gibt eine und nur eine reelle Zahl a, die bei vorgegebener positiver 
Zahl b die Gleichung Iai = b erfüllt 

(.'3) Es gibt gencw eine reelle Zahl .x, fiir die gilt: x2 = - Vx4 • 

Die erste und die letzte dieser drei Aussagen si nd wahr ; die an zweiter St ell e 
s tehende dagegen ist fnl sc h. 

----.... 78 

\\'ill man z urn Ausdruck bringen , daß es auf keinen Fa ll mehr a ls ei n Ding 
einer bes timmt en Art g ibt, so sagt man "es gibt höchstens ein ... ". Di <'se 
Form ulicJ·u ng is t dem zu folge üq ui valent zu "es gibt ge1wtt ein oder kein . 

Belrachlcn wir dazu einige Beis piele! 

p: E in ebenes Dreieck hat höchstens einen rechten lnn enwin l .. el. 

Aus s tili s ti sc hen Gründen h a ben wir diese Formu li er un g a nst ell e 
vo n "Es gibt höchstens einen rechten Innenn•inkel in einem ebenen 
Dreieck" gewiihlt. Bei den " ·eiLe1·en Beispi elen wird in ülmli che r 
\ 1Veise verfa hren. 

q : Zwet: voneinander ven;chiedene Gerade!l g und h der euklidischen 
Ebene haben höchstens einen P nnltt gemeinsam 

r: Die Gleicluwg a · x = b (a , b, .x reelle Zahlen) hat zu beliebig vor· 
gegebenen liierten a wul b höchstens eine L ösung x . 

Frage: l st ei ne di eser Aussagen fa lsch? 

Antwort: J a/Nein 

F a ll s ja, welche! 
---.... 83 
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\ \"ir betrachten die Aussage 

r: Es gibt eine ungerade Zahl, die nicht durch 2 teilbar ist. 

Aufgabe: Welche der nachstehenden Aussagen p1 bis p4 sind \" erneinungen 
zu r? 

p1 : Alle ungeraden Zahlen sind durch 2 tei lbar V 

p2 : Alle ungeraden Zahlen sind nicht durch 2 teilbar 

p3 : Nicht alle ungeraden Zahlen sind durch 2 teilbar 

p4 : J!.s gibt lceine ungerade Zahl , die nicht durch 2 teilbar ist. / 

I Überlegen Sie ~o rg fülti g! 
• 

lhre Lösung: 
Dann ----... 84 

Eine Lösun g im gdo rd e•·ten Sinne is t: 

Es gibt einen I l"ert der Funktion mit der Gleichung y = su1 :r, 

der dem absoluten B etrage 11ach größer nls 1 ist. 

Bevor wir noch eine Aufga be löse n, sei auf einen weiteren Umsland hin­
gewiesen. Dazu be trac hten wir die beiden Au ssagen 

p: Nicht nlle geraden Zahlen sinrl durch 3 teilbar 

q: Alle geraden Zahlen sind nicht durch 3 teilbar. 

Diese beiden Formulierungen unterscheiden sich ledig li ch bez ügli ch der 
S te llung des \Vortes .,n icht" . :\lan ist mögli cherweise ge neig t anzunehmen. 
daß beide dennoch dasselbe a usdrü cken. 
Eine solche Annalunc istjedoch fal sch. p s tellt nümli ch, wie wi•· ,·om Lehr· 
schritt 75 her wisseu. eine wahre Aussage dar (al s Yemeinung zur fal schen 
Aussage illle geraden Zahlen sind durch 3 tet:Lbar). Aussage q dagege n is L 
fal sch , denn es gibt gerad e Zahlen (z. B. 6, 30). die durch 3 Leilba •· sind. 
\Yir haben somit ld a •· ZIL untersch eiden zwischen ,.nicht alle" und "alle 
... nicht". 

____ .,. 79 
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Analog zu ,.es gibt mindestens (h öchstens) ein ... " wii'Cl in der Mathematik 
die R edeweise " es gibt mindestens (h öchstens) n .. : ' (mit. n = 2. 3 . . . . ) 
,-envend e t. 

Aufgabe: Se t.zen S ie in di e freie n St.ellen " m indestens" bzw. " höchstens" so 
ein, daß jeweils eine wahre Anssage enLs Lelll! 

p: Eine natürliclw Zuhll.: hat .. ........... /,. T eiler 

q: Ein ebenes Dreiecl.: hat .1 ............. ::.wci spit::.e Inn em vin/,-el 

r: Die Fnnktion mit der Gleichung y = cot.x hat zwischen - 2n 
und -J- 2n . ~ ~ ..... . .. ... vier Ntdlstellen. 

----... 85 

\Yi1· habe n e l'lw nnt, da ß di e beid en Aussagen 

p4 : lis gibt keine ungerade Z ahl, die nicht durch 2 teilbar ist 

p1 : A lle ungeraden Zahlen sind durch 2 teilbar 

den selben Sa L:h,·erlwl L a11 Sd !'Li ek e n. Das hißt sich verall geme ine rn . 
Unabhängig vom spezi e ll en .1 nh a l l. g i I t närn I ich für e ine v orgege be ne 
Eigen schaft s Le ts, daß die Aussngesütze 

E s gibt /rein .x, das diese Eigenschaft llllt 

Jllte x haben diese Eigenschaft nicht 

bzw. di e Au ssages üLze 

Es gibt !re in .x, das diese E igensdwj't n icht hut 

A lle x haben diese E igenschaft 

j eweil s einande r Ül[Ui,·a lc nl. s ind. 

Un se r o biges Beis pi el o rdn e ! sich dem einen oder de m andere n F a ll unle r, 
j e nachd e m, ob a ls Eigcnsd w ft. die NichtLeilbarkeit hzw . di e Teilb <~ rk e il 

durch 2 gewühlt wird. 

----... 76 
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Ri chLi ge Antwort: 

J a, ri s t eine fa lsche Aussage. 

l l.in sit:hLli ch der Lösbarkeit der Gleichung a · x = b (a, b, x reelle Zahl en) 
sind nümlich drei Fälle zn unterscheiden: 

L a =I= 0 (b beli ebig) 

2. (/ = 0, b =f= 0 

3. a = 0, b = 0 

E s gibt gemw ein e Lösung; 

Es gibt keine Lösung ; 

J ede reell e Zahl .1: ist Lösun g. 

Es is t somiL ni cht so, daß es a uf keinen F all mehr a ls eine Lösun g gibt. 

r is t a uch di e einzige der drei angegebenen Aussagen, die fal sch is t , denn 
sowohl p als a uch q sind , wie man leicht einsieht, wa hre Aussagen. 

Hi t: ltLi ge Lösung: PI und p 4 sinu Yern einungen z ur. 

Fo lgendet· Lösun gsweg wiit·e denkbar: 

----... 81 

J . 1Air überl egen uns zttnii ch sl, daß di e vorgegebene Aussage 

r: Es gibt eine ungerade Z ahl, die nicht durch 2 teilbar ist 

eine wahre Aussage ist (es liegt hier der Fall vor, daß sogar sämtli che E le­
men te des YO I'gegebenen Bereiches die be treffende Eigenschaft bes itzen). Da 
demzufolge di e Vern einungen von r fa lsche Aussagen sei n müssen , scheid en 
di e Au ssagen p2 und p3 von der weiteren Betrachtung aus, sie sind n ii mlich 
wa hr, kommen also als Vern einun g ni ch t in F rage. 

2 . \Vir erkennen weiter , da ß die beiden falschen Aussagen PI und p4 inha lt­
li ch dasselbe n. usdrü cken. 

3. Berücksichli gen wir schließli ch, daß in p4 der Au sdr uck ,.es gibt keine 
tll l{.!emde Z al1 l" eine gleichwer lige Fol'llllllierung z u " es istnicht so. daß es 
f'i ne ungerade Zahl gibt" is l, so wird cle uLli ch , daß p4 Vern einung z u r ist. 
Dam it is t wegen 2. a uch p1 Ye l'll cinung zu r. 

·---... 82 
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Folgende Einsetzungen waren notwendig bzw. möglich: 

p : ... höchstens . .. 

Eine natürliche Zahl k hat auf keinen Fall mehr a ls f..: Teil e t·. 

q: . .. mindestens ... 

\Veniger als zwei spitze Innenwinkel kann ein ebenes Drei­
eck ni cht haben. 

r: IIiet' waren mehrere Einsetzungen möglich, und zwar: 

. .. mindestens ... , .. . höchstens . .. , 

... mindestens uncl höchstens . .. sowie . .. genan .. . 

Die Funktion mit der Gleichung y = co t x hat nümli clt 
nicht mehr, aber a uch nicht weniger als Yier N u!Jstellen 
zwischen - 2n: und + 2n: , d . lt. sie hat in diesem Intervall 
genau vie t' ~ ull stell en. 

----... 86 

J m Zusammenhang mit der Ausdrucks11·e ise "genmL ein" Ycnl ien t der 
IJestimmte Artikel genannt zu werd en. Es is t sinm·oll. ,·on der gc t·aden 
Primzahl und der Lösung von lg x = 0 (für x > 0) zu reden. Sinnl os dagegen 
is t es, ,-on der Nu!Jstelle der Sinusfunktion zu sprechen (so fern nicht durch 
zusiitzliche Angaben h ervorgeht, wel che gemeint ist, bzw. wenn ni cht 
durch E inschrän kun g des Definitionsbereiches gc nau ein e Nullstel le 
ex is tiert). 

All gemein darf der bes timmte Artikel "der (die. da s)" bzw . .. derjenige 
(diejenige, da sj enige)" · au f irgendein Ding nur dann angC\Yend e t werden , 
wenn es dieses Ding nur genau einmal gibt. In all en nn deren Fä ll en mnB 
der unbestimmte Artikel "ein(e) " verwendet werden. 

--- - ... 88 



Um uns zu überlegen, wann eine Implikation eme wahre Aussage is t, 
betrachten wir folgendes Beispiel: 

Für alle natürlichen Zahlen a, b, c gilt : Wenn a < b und b < c ist, 
so ist a < c. 

Diese Aussage ist bekanntlich wahr. Mithin muß im Einklang mit unseren 
Überlegungen zum Gebrauch der Redeweise "für alle ... " für jede Wahl 
\·on speziell en natürlichen Zahlen als a , b, c die Aussageform 

Wenn a < b und b < c ist, so ist a < c 

zu einer wahren Aussage werden. Speziell sind demnach folgende Aussagen 
wahr: 

lVenn 3 < 7 und 7 < 12, so 3 < 12 

lVenn .l3 < 7 und 7 < 20, so 13 < 20 

lYenn 13 < 7 und 7 < 9, so 13 < 9. 

Betl·ach ten wir in diesen Beispielen die Prämissen und die Konklusionen, 
so sehen wir, daß im ersten Beispiel Prämisse und Konklusion wahre Aus· 
sage n sind, im zweiten die Prämisse (13 < 7 und 7 < 20) falsch und die 
Konklusion wahr ist und daß im dritten Beispiel sowoh l Prämisse als auch 
Konklusion falsch sind. 

----1i> 92 

\Vir wenden uns nun einer weiteren Verlmüpfung von Aussagen zu , näm· 
li eh derjenigen durch "wenn ... so ... " . 

Sind p, q Aussagen, so heiße die Aussage 

wenn p, so q 

eine Implikation. Wir nennen dabei p die Prämisse und q die 
Konldusion d iese1· J mplikation. 

---ll> 87 
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90 

91 

____ .,.f)G 

Aufg·ahe: 

I Entsche id en Sie, we lch e der folge nd en Aussage11 \YUIL T' ~ ind ' 
• 

Für alle reelLen X gilt: vVewL X < 0 gilt , so ist 

(a) 1f;:2 = :.Tl 
(b) Vx2 = J ; I 

(c) Vx2 =- x 
(d) Vx2 

= ±x 

_ __ .,. 98 

_ ___ .,. :tOtl 

____ .,. 99 

____ .,. JOij 

Die in den Füllen (u) und (c) des Lehrschrills 90s ich er gebend en .\u ~s a g-e n 

sind wahr; für di e rcs Lli chen trin·L di es nicht z u. 

\Vir kommen n1m zur nüch s len Übung. 

I Entsc heid en Sie, \\·eiche der ,-ier folg-e nd en Aussage n " ·a l, r ~ ind ! 
• 

Für alle rl'elfen und positi1-·en .1' gilt: \\ ·1'1111 lg x < 0. so 

(a) x< l ____ .,. 100 

(b) X< }0 _____ .,. 
97 

(c) x> l ... 103 

(d) X> }0 _____ .,. J03 

- 50-



Da wir wie bei den frühe> lwtrachtcLen .\ussagcm·erknüpfungcn aLJt; h für 
die Yerknüpfung \'On .\ussagcn durch .,wenn . .. so . .. " ExlcnsionaliläL 
wünschen (d. h. die \Yahrheit bzw. Falschheit einer Implikation .,lfenn p , 
so q" soll nur von der \YahrheiL bzw. Falschheit von p, q abhängen), sinLl 
miL diesen Beispielen die erslc . dritte und vierte Zeile der folgenden Tabelle 
für das \Yahrhcits,·crhaltcn der Implikation schon festgelegt: 

Zur :\Ioti,·ierung der Z\Yeiten Ze il e dieser Tabelle überlegen wir uns, daß es 
nicht simwoll wäre, eine Implikation mit wahrer Prämisse und falscher 
Konklusion als wahr auzusehen. Sonst wäre z. B. 

Wenn 3 · 3 = 9, so 2 = 4 

eine wahre .\ussage, und man könnte wie folgt argumentieren: \\'cnn 
3 · 3 = 9 ist, so ist 2 = 4; -es ist aber 3 · 3 = 9, a lso ist 2 = 4. 

----... 89 

I Entscheiden S.ic nnn, ob die nachstehende Aussage wahr isL! 
• 

Für jede reelle Zahl .1: gilt: 

1 Venn x Lösung der Gleichung x 2 + 1 = 0 ist, so ist :1; positiv. 

Sie ist wahr ----... 108 

Sie ist nicht wahr ----... 109 

92 

93 



94 

95 

96 

Sie haben rech L! 

Für beliebige reelle x gilt sin2x + cos2x = t, insbesondere also auch für 

solche x, die im Intervall 0 < x < ~ liegen. 

In den Fällen (a), (c), (d) des Lehrschritts t05 dagegen ergeben sich falsche 
Aussagen. 

Zum Beweise dieser Behauptung genügt es , mindestens eine reelle Zahl 

aus dem Intervall 0 :::;; x < ~ so anzugeben, daß bei Einsetzen di eser Zahl 

für x die jeweilige Konklusion falsch wird. 

Eine solche Zahl ist : im Falle (a). Es gilt nämlich: 

0 ~ ~ < ~ , aber sin : + cos : = H'2 + Hf2 = V2 =I= I. 

In den Fällen (c) bzw. (d) sind 0 bzw. ~ solche Zahlen. 

----... 93 

Ihre Entscheidung war falsch! 

I 
• 

Informieren Sie sich zunächst über wichtige Eigenschaften der 
trigonome trisehen Funktionen! 

____ .,. 106 

Zur Vertiefung des Lehrstoffs über die Implikation behandeln wir folgendes 
Beispiel ausführlich: 

Es ist zu entscheiden , ob folgende Aussage wahr ist! 

Für alle reellen x gilt: 

Wenn x < 2 gilt, so ist 5x < 10. 
----... 101 



Sie haben recht! 

Die im Falle (b) sich ergebende Aussage ist wahr. 
Für alle reellen, positi ven x mit lg x < () gilt nii mli ch x < 1 und 
ers t recht x < J 0. 

I 
• 

Überprüfen Sie in Lehrschritt 91, ob es nnter den angegel: 
noch weitere wahre Au ssagen gibt! 

-91-• 

Sie haben recht ! 

Di e im F all e (a) sich c1·gebendc Au ssage is t wahr, denn di e Quadratw 
is t nach DeftniLion ni cht negali,·, d . h ., für alle reell en x is t die Konkl 
der zu betrachtend en Implik a tion wahr. 

I 
• 

Überprüfen Sie in Lehrschritt 90, ob es unter den angegcl 
noch weitere wahre Aussagen gibt! 

-90-

Sie hahen recht! 

Die im F a ll e (c) sich erge bende Aussage ist wahr, denn für all e nega 
x is t - x positiv, und die Quadratwurzel is t nach Definition nicht ne 
(und Nulln1u· für .1.: = 0). 

I 
• 

Überprüfen Sie in Lehrsc hriLL 90, ob es unter den a ngege l 
noch weitere wahre Aussagen gibt! 

-90-

Sie haben recht! 

Di e im Falle (a) sich erge bende Aussage ist wahr, denn für all e :1 

0 < x < 1 is t lg .'t < 0, und für alle .1.: mit 1 ~ x < = ist Jg .'t ~ 0. 

I 
• 

Überprüfen Sie in Lehrschritt 9J , ob es unter den angegel 
noc h weitere wahre Aussagen gibt! 

-91-• 



I 0 I 

~\"i1 · h aben a lso z 11 prüfen, ob die Au:-sn~cform 

ll "enn :1· < 2 gill , so ist 5x < 10 

JJCiclt l ~inse l· zen ei ner reellen Zahl für .1: ste ts 0in 0 ' '"ah1·c A1 1ssage wir,l. 

Bei de1· Lösung dieser Aufgabe unterscheiden wi1· zwei Fiille. J m ersten 
Fa ll nehmen wir an, daß eine so lche reelle Zahl für .t· eingese tzt werd e, für 
we lche die Prämisse fa lsch ist (da s tr.iff t ofl'enhat· für a ll e reellen .1: mit 
.t ~ 2 w ). 
Dann ist aber die zugehörige Implikati on tri , ·ialcr"·cisc e ine wahre Aus­
snge (siehe Lehrschritt 89). 

Deshalb w ollen wir uns ltier und auch in Zukunft nur mit· dem Fall he­
schüf ligen. in dem die Prämi sse eine wahre Anssage i,;t. 

ln dics0m zweiten Fall muß für :r gelten 

.1: < 2. 

l\'aeh den bekannten Regdn über das Hcchnen tnit l·n~l c iehungc n da rf 
man diese Ungleichung mit der positi,·cn reellen Zahl .) mull ipli:~.i ercn. 

Demnach gi iL für alle <licse .1: auch 

.)x < 5 · 2 = LO ; 

d. h., die Konk lnsion ist wahr f iir alle reellen .r m it .r < 2. 

l n,;ge ·amt folgt damit , daß die Aussage 

Für alle reellen x gilt : 1Venn x < 2 gilt . so iöl 5.t · < 10 

eine wahre Aussage ist. 

ln ähn li cher Wei se können die folgenden .~ufga l)('n h<'handelt· werde n . 

____ .,. 90 



Sie ]; cnncn die Begriffe Yereinigungs- bzw. Durchschniltsmcnge ni chL mehr 
geuau. \\'ir wollen sie deshalb wiederholen. 

Eine .\I enge i\11 entsteht durch Zusammenfassen gewisser Dinge zu einem 
Ganzen. Diese Dinge· n ennL man die Elemente der l\lenge 111. OITensic hLlich 
lasse n sich a uf sehr l·ielfüiLige Weisen ~Iengcn bilden , e Lwa: 

di e ~Ie n ge alle r· geraden Zahlen. 
die .\I enge a ll er Primzahlen , 
die .\[enge all e r Lösungen der Gleic hung x - 7 = 0 . 

. \litunl er möchte man aus bekannten ~[en ge n neu e ~Iengen bild en, z. B . 
die .\I enge a ll er geraden Primzahlen (di ese bes teht aus d~m einzigen E le­
men t :2). h ennt man sch on die ~Ienge C a ll er geraden Zahlen und die 
.\Ienge P a l.lcr Primzahlen. so is L die .\Ienge a ll er geraden Primzahlen genau 
di e .\leng-c a ll er de r E lemenl c. di e sou."ohl z u1· .\I enge G als auch zur i\! enge P 
gehören. 

Die zu beliebigen vorgegebenen .\Iengen • M, JV entsprechend 
geb ild ete ]\Ienge aller der Elemente, die zu JII und zu N gehören, 
nennt man die Durchschnittsmenge der Mengen ilT, N. 

ße tral' lr i e n IYir die .\Jenge· all er Lösun ge n der C le iclwng 

.1'2 - 6x- 7 = 0, 

,;o e rkennen wir aus der Beziehung a;2 - Gx- 7 = (:r- 7) (:r + I), daß jed e 
Lösung dcr Gleichung (*) Lösung der Gleiclurng x - 7 = 0 oder der Glei­
dJrrng ~· + I = 0 ist . Da a nd ererseiLs jede Lösung einer der Gleichungen 
.T - 7 = ü bzw. x + J. = 0 auch Lösung der Gleichung ( ' ) ist, haben wir 
erhalten, dnß die Menge a ll er Lösungen der Gleichung (*) ger·ade aus all en 
den E leme n len besleh I, di e zur .\Ie nge a ll er Lösungen der Gleichung 
.r - 7 = 0 oder zur .\I enge a ll er Lösun gen der Gleichung :r + 1 = 0 gehören. 

Die zu· beliebigen Yorgegehenen i\lcngen 11 / , !\' enLsprechend 
gebildete i\l enge a ll er der E lemente, die zu NI oder zu N gehören, j 
n ennt man die Vereinigungsmenge der Mengen 1lt[, N. 

I 

S tell en 11·ir uns die ~!cngen .M , 1\' <llll·ch schraffierLe Flüchens tücke dar 
(s. A bb. :1 ). so wird die \" erc inig ungsm enge 1·o n !\,f, lY durch das gesa mle 
schrafficr·te F lächens li.i ck dargestellt und die Durchschnill smcnge 1·on 
J){, JY durch das doppelt schra ffi erte Flä chens tii ck. 

Abb. 5 

----... 46 

- ;);) -
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103 Ihre Entscheidung war fa lsch! 

Wir wiederhol en einige wichtige E ige nscha ften der Logarithmusfunktion 
zur Basis 10. 

Deunition: Unter dem Logarithmus einer positiven Zahl c zur Basis .10 (in 
Zeiche n lg c) YeJ's l·eht man diejenige reelle Zahl x, für di e gilt 
J. Ox = c. 

\ Vegen der einde 111 igen Zuordnung, die zwischen x und c besteht, isl damit 
eine F uuklion (di e Loga rilhmu sfunktion ) fes tgeleg t, dere n graphische Dar ­
stellung in der Abb . 6 gegeben is l. 

y 

1 

AbL. 6 

Wir stellen fes t : 

I ) Der Definitionsbereich di eser Funk tion besteht a us allen pm<~ll\ · e n 

reellen Zahlen x . Der Wertevorrat (Bildbereich) dieser Funktion lws lehl 
a us nll en r eell en Za hl e n y. 

2) Die \' orzeiche nver leilung gibt di e fol gend e Tabelle a n: 

X = L > I 
lg x < O = 0 > O 

Zur Lös ung der ges teilten Aufgabe beachten Sie e ,-tl. noch folgende C(·~c l ze : 

3) Für all e positi\' en reellen Zahlen x, .x1 und .x2 und alle n n liirli chen Za hl en 
n =f= 0 gilt: 

I 
• 

lgx" = n lg.x 
n - J. I 

' " I ' ~· =- 0' X o t ... ~ n o ... 

Kehren Sie zu dem LehrschriLL zu rü ck , der ,·on lhnen eine Eil t ­
scheidun g verlangte und entscheid en Sie nochma ls! 

K amen Sie von LeiHschritt 35, so .,.. 28 

Kamen Sie , -on Lelnschrilt 91, so ____ .,.. !)J 

·-56 -



Ihre E ntscheidung war falsch. ?llög li chcrweise lag es mi t dm·an , da ß Sie den 
BegriJT de r Q uadra Lwurzel nicht in vollem Umfang erfa ßL haben . Wir 
wollen ihn daher an di eser Stell e erl ä utern . 

Delinilion: 

Unter der Quadratwurzel au s einer nichtnegaLiven reell en Zah l q, 

(in Zeichen y;) Yersteht man di ejenige ni chtnegative reell e Zahl b, 
für die gi lt a 2 = b. 

Beach I en Sie insbesond ere : 

(J) Eine Quadra twurzel ist nur für nichtnega tive reelle Za hl en a , 
d. h . für di e pos itiven reell en Zah len und di e Zah l Null erklür t 

(a ~ 0); Alt sdrü cke wie V- 9, allgem ein y;; f'ür .1: < 0, sind ni cht 
erklürt. 

(2) Ztt jeder ni chLnega ti,·e n reell en Zahl n giLL es genau eine Q nadra L­
wurzel. 

(3) .J ede Quadra twurze l ist nich tnegati v cv;~ 0). 

Im H inbli ck aur di e Zll lösende Auf'gabe wollen wir \' 0 1' a ll em Punkt (3) 

her vorhebe n. So s te llt z. B . die Gleichung yl6 = - 4 e ine fa lsche Aussage 

dar ; de nn }116 hat au r Gru ncl der Definiti on der Q ltaclra twurzel de n Wert 4 
(tmcl nicht - Ii). _ 
Al s wei teres Beispiel sei di e Gleichung V9 = x a ngeführt. Diese Gleichung 
is t im Bereich der nega li,·en reell en Za hl en (x < 0) nich t lösba r. 

I 
• 

Ü berdenke n Sie di e im Lehrsc hritt 9 0 ges tellte Aufgabe noch-
mnls ! 

----.... 90 

104 

Im Lehrschritt 91. sind (a) und (b) die Fiille, in denen sich eine wnhre Aus- I OS 
sage ergib!. Für die restli chen Fülle lriflt dies ni cht zu. 

I 
0 

E ntscheid en Sie in einer weiteren Übungsaufgabe, we lche der 
folgend en vi e1· Au ssagen walu sind! 

Fiir alle reellen .'& gilt: 

\\'ennO ;=;;x < ~ ,so (a) s in x +cos.'& = 1 

(b) s in2x + cos2x = 1 

(c) sin xjcos x - = 1 

(d) jsin x j + jcos .'& j = 1 

- 57 -

----.... 95 
____ ..,. 9L, 

---- .... 95 

----.... 67 



106 \\'ir wi cde1'110l en wi chtige Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen 
und gebe n zuniichst g1·aphische Darstellunge n. 

y 

1 

-2j[ .\ blL 7 

y 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

lr=cotx 

Aus den gJ·aphischcn Dars tellungen wird deutli ch: 

J) Die Sinus- und di e Kosinu s funkti on sind periodisc he Funktione n mit 
der Periode 2rr. 

2) Für a ll e reell en .T g ilt: Js in x J ~ J , Jcos x J < J. 

3) lm Intervall -2rr < .'IJ < 2rr ist die Tangensfunktion an de n Ste ll en 
.'IJ = -~rr, -§ rr , ~rr, %rr. die Kotan ge ns funktion an den S tell e n .T = -rr. 0. r. 
nicht erk lärt. 

Ii ) lm lnt cn ·n ll - 2.-c < ~- < 2rr s ind di e \'orzei c hcn ~n , ·erteilt. " ·ie di e 
Tabell e in Lehrsc hritt 107 oben angibt. 

----.... 107 
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(- :2;;:. -~ 71: ) (-~ 71: . - 71: ) 
1t 

(- 71:,-2 ) t;, 0) 

r. I rr ) (;;:, ~71: ) (~11:, 2rr) (0, 2 ) \ 2 ' 7t 

Slll X > O > O < O < O 
cos .1; > O < O < O > U 
I an .1: > O < O > O < O 
co L .'V > U < O > O < O 

Des \\·c i Leren g il 1: 

Für· alle reellen .1' aus dem lnlC'l'l'all - 'l.rr < .1.' < 2rr und .1: =f= -;;:, 0, ;c 

. cos :r 
rs t COL .1.: = -. -. 

S ill X 

Für n ll e reellen :r gilt 

S JlC'zielle Werte tler I ri~o n n rncl ri sehcn Furrk l io nen s ind: 

I 
• 

[) 
:n; :n; :n; :n; 

.r 6 "' 3 2 

SI n J: (I l ~ 1 '2. ~VI 2 

cos :r ~V3 ~v~ I 0 2 ~ ? 

lnn .1' ll 1V3 I. V3 n icht erk liirL 

cot :r nicht erk lä r·L V3 l ~\ V3 0 

Überdenken Sie di e a n gegebene n Eigenschnl'ten Hnd Sac l1\'er· 
hnlte! Beneill e u S ie d an n 

l..: amen S ie , ·o n Lehrschriu 32, so 

J..: nmc n S ie \'Oll LehrscluiLt 49, so 

J..: nmen Sie \'On L ehrscln·itt 67. so 
e nt sch e id en S ie ern eul in 

K amen Sie , ·o n L e ltrsc ltritL 95, so 
en 1 sc he id e n S ie e r·n e1tt in 

-59-

____ .,.. 28 

____ .,.. 49 

----... 11.8 

____ .,.. 105 
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109 

Ri chti g! 

Die R edeweise . .fiirjede reelle Zahl :r gilt" bezieht sich a uf eine Implik a ti on. 

Dn deren Priimi sse ":r ist L ösung der Gleichung .'02 + 1 = 0" für reelles x 
s tets fnlsch is t , trifit di e Implika tion insgesam t für jede reell e Zahl :r zu. 

----~ 110 

Ihre E ntsch eidung is t fa lsc h! Yerrnulli ch ha ben Sie sich da\"O n leiten lasSC il, 
da ß es keine reell e Zahl x gib! , für d ie d ie G leichung x 2 + I = 0 er fü ll t is l. 
Die Aussage 

F iirjede reelle Zahl.T gilt: ll "enn x L ösung der Gleichung .x2 + 1 = 0 
ist , so ist x pos itiv 

is t demweh wahr. 

Das is t dm·auf zurü ekzuführen , daß in der Implikation die Priimi sse 
x ist Lösung der Gleichung .'02 + 1 = 0 für a ll e reellen x fnl sch ist u nd jede 
Implika ti on mit falsche1· P1·ämisse wa hr is l. 

Somit is t di e Au ssage 

Für j ede reelle Zahl x gilt : W enn .T2 + 1 = 0 , so.& > 0 

gerade deshalb wahr, weil es k eine reelle Zahl g ibt , di e die Gleichung 
x2 + J = 0 erfü ll t. 

I Durchd enk en Sie den Sach,·erh a iL n ochma ls! 
• 

Danach ----~ 110 

- 60-



Achten Sie in de1· nun folgenden Aufgabe besonders auf den 1ichti gen Um- II o 
ga ng mit dem absoluten Be trag! 

Aufgabe: Welche der folgenden fünf Anssagen s.ind (ist) wahr? 

Für alle reellen Zahlen a und b gi lt: 

W enn a < 1 und b < 15, so ist (a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

Jab l < 15 Q 
JaJ · b < 15 
ab < 15 

Ja J + JbJ < 16 f 
(I+ b < 16 / 

Überlegen Sie gut, bevo1· Sie Ihre Lösung festhalten! 

Angabe der (des) Buchstaben (s) genügt! 

lhre Lösung: ............ .. .............. . 
Dann ----... 111 

Lösung: Nur die im Falle (e) en tstehend e Aussage ist wahr. 

Aus den Ungleichungen a < L und b < 15 erhült man durch Addition 
a + b < J6. Daher is t die im Falle (e) entstehende Aussage wahr. Wir 
müssen noch zeigen, daß in allen anderen Fällen fal sche Aussagen vorliegen. 
Dazu genüg t es zum Beispiel im Falle (a), eine reelle Zahl a mit a < 1 und 
eine reelle Zahl b mit b < J.5 so anzugeben , daß die Ungleichung Jab J < :1 5 
nicht erfüllt ist. 

Setzt man zum Beispiel für a und b die reelle Zahl - 10 ein , dann gil t 
offenbar: - 10 < J. und - 10 < J5, aber J(- 10) · (- 10)1 = 100 > .15; d. h. 
die Aussage 

Für alle reellen a und b gilt: 

Wenn a < 1 und b < :15, so ist JabJ < 15 
ist fa lsch. 

Entsprechend ,·erführL man in den res tlichen F ällen; zu wähl en sind dann 
zum Beispiel im Fa ll e 

(b) a = - 10, b = JO 

(c) a = -10, b = - 10 

(d) a = -10, b = - 10 

(d. h . Ja J · b = 100 > 15), 
(d.h.ab = IOO > J5). 
(d. h. Ja J + JbJ = 20 > IG). 

____ .,. 112 

- G1-
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112 

113 

114 

'.litunter is t e' sr hwi e ri g, 'un einer gegebe nen Implikation (I) fes lzuslellen , 
ob sie wahr is t. '.lan kann sich dan n 11. U. dadurch helfen, daß man \ "O ll 

dieser Implikation 

(I) 1Vennp, soq 

übergehl zur Impli ka ti on 

(1\. ) 1 Venn nicltt-q, so nicht-p, 

deren \Vahrheil e,· tl. Ieiritt e r feslzus le ll e n is t. .\JanJH'nlll (!\. ) dieKonlra­
position der Implik ation (1 ). 

____ .,.. 'll 3 

\Veiß mau , daB (1,·) wahr is t , so weiß man aLLeiL daß(/ ) wahr isl. Denn di e 
Jmplikation en (1 ). (1\. ) sind entweder beide wahr oder beide fal sch. 

Begründung: Ist n ümli ch ( / ) fal sch , so ist p " ·altr u nd q fa lsch, also nicht-q 
wahr und nicht-p falsc h 11;1d dah er aueh ( /\. ) Jabch . lsl an dererseils (/,·) 
fa lsch. so is L nicht-q wah1· und nicht-p fa lsc h. a lso p \Yahr und q fal sc h, d. h. 
(/) ist fa lsc h. Daher können weder zugleich (/ ) wahr und (K ) falseh sein 
(denn mit (K) müßte auch(/ ) fa lsch sein ) noch können zugleich(/ ) fa lsc h 
und (K ) wahr sein. 

----.,.Ll5 

Im Lehrsch rilL 10.1 wurd e gezeig t. , daß Llie Aussage 

Für alle reC'llen .1: gilt: l Venn .T < 2, so 5x < 10 

eine wabre Aussage is t. Völlig analog kann man zeige n, daß aucl 1 die 
Aussage 

Fiir alle reellen :v gi lt : ll'enn 5.~: < ZU. so :1: < 2 

eine wahre Au ssage ist. \l a n b eniLi zL wi ecle1' die bekannten Hegeln für das 
Rechnen miL Ungleichungen . 
So fol g t für a lle reellen .1: aus der Ungleichung 5x < .10 durch Multiplikation 
mit der positiven Zahl t die Ungleichung x < 2, also die Wa hrhei L der 
Konklu sion aus der \Valtrheit der Prämi sse und damit die \\"a hrheil der 
Aus,age. 

----.... 116 
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\\"i,· ,,-oll e n di e :\üLzlichlw it des Übcrg<mgs zur l~ onlra p ositio n a n mn em 
Beispiel e in seh en und b e LrachLe n die Aussage 

l~'ü r j a les lJreiecl• Ll gilt: \Yenn Uml•reism ittelpwzkt und S chwer­
punkt von Ll vonein ander verschieden sind, so istLl nicht glet:chse itig. 

S ial L für j ed e speziell e \\'a l1l eines Dreiecks al s Ll di e \\'a hrheiL d er Aussage­
form 

1 V t' fln Um/;reismittelpunl-.: t w ul Sclu~.-·etpwzl.:t von Ll voneinander 
1·erschierlen sind, so ist Ll nicht gleichseitig 

zu überprüff' n. l< ünnen wir a u ch die \Vahrhcit der jeweilige n Konlra­
posiLione n 

Ist Ll gleichseitig, so sinrl Umkreismittelpunkt uncl Selaverpu nkt 
von Ll gleich 

überprüfen. Zur ursprüngli ch a ngegebene n F ormuli erung is t a lso g lcich­
we l'li g die F ormuli erung 

Für j edes /Jreiec/; Ll gilt: fst Ll gleiclt seitig, so sind Umheismittel­
punkt w zd Schwerpunkt von Ll gleich. 

In dieser F orm is t di e Au ssag<) jedoch aus de m Ceo me Lrie un Lerricht al s 
" -a hr IJ plw n nl. 

----.... 114 

Di_ese beso ndere SiL11alion , d a ß so \\·ohl die lmplikalio n "n·enn p, so q_" als 
a uch di e l 111 pli knLi on "wenn q, so p" wahre Au ssagen sind, wird d lll 'ch 

besond e,·e Au sdruc ksweisen ge ke nnzeichnet. \lan sag l in di esem Falle : 

p (gi lt) gcnau dann , we nn q (gilt) hzw. 

p (gilt) da nn und nur dann , n·enn q (gilt). 

Es is L also s pezi e ll 

Für alle reellen :r gilt : .1; < 2 genau dann , wenn .):r < 10 

eine wahre Au ssage. 
----.... 119 
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Nun sollen Sie sich an Hand einiger Übungsaufgaben selbst in der Anwen­
dung der Ausdrucksweisen "genau dann, wenn" bzw. "dann und nur dann " 
üben. 

I • Entscheiden Sie, welche der folgenden drei Aussagen wahr sind! 

F ii r alle reellen x gilt: 

1 
-2lg x = lg - 2 genau dann, wenn 

X 

- l 

I 

(a) .1: > 0 ___ .,. 129 

(b) x< 0 - - .,. 124 

(c) lx l > 10 .,. 128 

Eine weitere Aufgabe: 

I 
• 

En tscheiclen Sie, welche der fo lgend en vier Aussagen wahr sind! 

Lesen Sie nicht flüchtig darüber hin weg! 

Prüfen Sie die angebotenen Fäll e genau , und entscheiden Sie dann! 

Für alle reellen x aus dem lntervall - 2n < x < 2n gilt: 

X COS ~ · 

--,- . -
1 

= cot x genau dann, wenn 
XSL/1.1: 

-64 -

(a) x > 0 

(b) .1: < 0 

- ---IIP 125 

- - --... 1.27 

(c) - n > x > - 2n _ .,. 126 

(d) - n > x > -2n oder 

n < x < 2n __ .,. 130 



Einweile res B e is piel füt · ei ne wa hre Au ssage is l : 

Für alle reellen x gill: 

,~;2 + 2x + 7 = 0 ge1um da nn , wen n :r + l = 0 . 

De r lJe weis der B e lt ;:wpLun g über di e \Valtrl w it dieser AttSs <t ge, die die ne ue 
A usdru ck s11·eise "ge11au da nn , wenn" e nlh ii iL, mu!J in zwei S dtriLLen e rfol ­
gen . Se Lz L m a n für x ein e be li e bige r eell e Zahl a ein , d a nn muß für a gezeig L 
werden , d aß dann die A ussage 

a2 + 2a + l = 0 genau dann , wenn a + l ~ 0 

w altr isl. J 111 e t·s Le n SchriLL ze ig L nt a n j e lzL di e \\'alu·lt e iL de r ,\u ssage 

W enn Cl ~ + 2a + I = 0 , so a + I = 0, 

i111 z weiLe n d ie Wahrhe iL d er A ussage 

IVenn a + l = O, so a2 -l 2a + l ~ O. 

Beieie lJ e 11·cise s ind leic hL z u führe n, d euu es g ii L: 

a~ + 2a + 1 = (a + 1) (a + 1). 

Außerd e tn LeuulzL m a u uuclt die fo lgend e, Lek a nnLe E ige nsc ha ft reell e r 
Za hl e n : 

E in l'rudukL au s zwei b eliebigen reell e n Za iJi e n isL N ull ge na u 
Jaun , we nn mitH.l es Le u s ein e r der l <'ukLoreu g leich N ull isL. 

----ll>11 7 
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Die Lüsu11 geu der .\ul'gabe la ule n: 

u < 1 u nd !J < .15 i:st hinreichend /'ii r u 1- !J ...._._ 1G 

.r < 0 i:st hinreichend /'iir Vx2 = [.r[ 

x~ > U ist nolwendig (iir :z; > 0 . 

----~ 13:2 

hu Zusammeulwug 111i L der Hede1reise " wew t ... so .... '· s Leh L di e Hede­
\r eise " aus ... folgt ... ". Be tracllleu wir da zu di e walt1·e .\u ssage (e) aus 
LehrschriLL !JO ! 

Fiir alle reelle11 :z; gilt: I l'e11n .z; < U, so ·v,z;~ = - . z; . 

lu diese 111 Fa ll ka1111 lll<tl l ;w eh sagen: 

. l tt:s x < U (olgt V~ = - x, 

wobei .z; eine bl' li eui ge rl'e ll e Za ld LedeuleL. And ers ges p1·oebeu , jede ree ll e 

Zal!l x, di e .z; < 0 erl'ülll , e rfüll t a uel! ·v:J = - .1·. J11 ii l111li che 1· 'vVeise liii.IL 
sich auch bei deu a nd eren ÜbungsLeispielen zu1· l111JIIika Lion der Zu s; uu­
llteJJhaug zwi sehe 11 ,.1/'CI! n • . • so . . .. " u11d " ru u> .. . . j'olgt ..... " her­
slell en . Beispielsweise isL es illl J<'a ll e de r wahren Aussage (e) a us Lelll ·­
sehriLL 110 

F ür a lle reellen Za hlen a und !J gilt: 

ll 'enn a < 1 unrl !J < .15 , :so i:>l a + !J < J(j 

su, da Ll a + !J < lü a us a < I und !J < l :i folg t, un d zwa r für belie bige 
reell en ZalJi e n a und IJ. All e reell en Za hl en a u nd U, di e a < J und !J < JG 
erfüllen , erfüll en a ueb a + !J < :lü. 

----~ 123 
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.\ ufgalw: S(' l Zl' n S i I' in rl il' r,·l'il'n s ll'll <' n der na <' hs l <'h en<l<'n A nsrlrii r. kl' 
.,notu ·r'llrlig" bzw . . .lu'nrPir-ll(•nrl' · so t•in. daß dl' l' hl' lrc rTcnd c Sar ·h­
Y<' rha iL l'it: hti g wi <' ci Ng<'ge iJ <' Il wi 1·tl ! rt. ·h und .T ll<'d<'lil<'ll hiNh<'i 
lwli <' hi g<' ree ll e Za hl<•n. D<' nkt•n S i<' s ieh , ·nrlt r• ,· den j r•w <' ilig<' n 
S :~t • ll\ · (• rllall in ti <' l' l<'nr111 . .r /1/ .1' ... folgt . .. " dnrg<'S i<' llt ! 

o 7 1111rl f, < l .i ist . ~:"~' . 1 ...... fiir o + h < .7G 

.T ~ (! is t ~ ." .•.'~ .. ,,,. fiir v.l' ~ =:.Tl 
ist . . ...... .. . fiir .T > 0. 

_ ___ .,.. 120 

Tl iiullg ::(<'hrnut·ht mnn im Zu snmnw nlt nng mit d<'r f\l'd <' \\·l' i,;l' . . on s ... 
folgt . , .' ' ci il' Hl'g riffc .. /iillr f' it flr't)( f" SO\\' il' ,. II OtU'f' llrfig" hz\\·, .. flinr f' i f)IPIIrfl' 
/Jr,rf ingnng" .. ,IIOtll'(' llr/igl' n r•rfingnng" . 

Sn sag t ma n <' I \\'a i 111 F a ll \ 'On .. , \ II S .1' "" () fnlgl v.r~ = - .T" : 

Das E diiiiLsein \ ' 0 11 .T < 0 is t hinrl'idwnd (in1 S inn l' 1·nn : PS rrirl1t rlll s) fiir 

das l ~ dü llt sein von Vx2 = -:r; kürze r : 

.r < () ist hinreichend fiir ~ = - .T hzw. 

:r < 0 ist rinr hin n·ichen<le lk dingung fiir V:~·~ = - .T . 

·ll i<' rhe i h<'tl e uLe l .T eine ])(' lichi g<' reell!' Za ld . 

,\ nd e i'CJ'S<' il s sag t man in gki r ll <' lll Zu snmml'nhnng: 

i) as l ~ rfii ll t s l'in , ·pn (1:2 = .r is t nnlwt' tHiig· fi i r rl as l ~ rfiilll sP in \'flll .r ~ 0: 
hzw. 

j/ .1 ·~ = - .r is t notwendig fiir :r < 0 

Vr:! = -:r ist r•in f' not11·endig<' BPtlingung fiir .r < 0. 

;\lo l \\' cndi g is t hie r· in de m S in n gc nwin t, dnß. wenn J .r2 - - .T nir·ht crfii ll l 
is t, a ur lt .T < 0 nicht Nfüii L is t . ( \ ' N gleiehe daz u di e i\11 sl' iih 1·u ni-(C n z 11 r 
l...: onl t':l pos it ion <' inN Tm pli ka ti nn im l ,r•hrsr· h ritt 11 .1.) 

_ ____ .,.. '123 
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Das ist ni ch t ri chtig. denn für all e reellen x mit x < 0 ist lg x nich t erklä r t.! 

I E n tscheiden Sie nochm als! • 
____ .,.. 117 

Ihre E nl scheirlung in Lchrsr l11·itt 1 '18 ist fnlsch! 

Für a ll e .1: mit 0 < .T < ~ zum Deispiel ist 

.T cos .T .1· co ;; J ' 
,.--,..-, = - - -.-- = - CO t X . 
!.r sin .TI :rs tn .1· 

Ih re E nbl'hciclung in Lcln·s r hrill 11 8 fii1· d ie Wnhrh cil dcr J\u ssnge 

Fiir ol fr rrdfrn .T a us rlr111 lnten•rdf - 2:n; ~- .T < '2 n gilt: 

... 1.31 

• 
. T ros .T I 2 - l·r sin _,.

1 
= r nl .T gr nt/1 1 r 01111 . 11•rnn - :7 > .T > - n 

is L nich t r ic llli g, dcnn fii r :1ll e .T mil rc / .T < 211: (nnrl di eses lnten ·a ll 
geh i)r l z11 - 2rc < .T ~, 2rc ) is l Jsin .r J = - si n .T. a lso a u ch 

.T COS ,1' :r COS .T 
- I . I = - -.- = roi .T, 

:r~ t n .T :r~ t n .'t 

d. h., fiir jcdcs sokhe .T is l di c Tm plik nLi on 

fnlsch. 

ll'l'nn - .Tr~s .1· = r ni .T , sn - n; ...._, :r > - 2n 
1-r S/11 .rl 

Viell eich t wird lhn l' n Ihr Fe lti CI' dl' ulli rh. \Yenn Sie ,.grnau dann , 11 'C11n" 
durch " dan n undnur dann " e1·se1zcn. 

_ _ __ .,.. 13 1 

127 Ihre Enl s rll <' tclun ~ in Lciii 'Srhril t 11 8 is l fnlsch ! 

F ü1· nll c .T m it -~ rc < .T < - rc zum Beispi el is1· 

:r eo s .1' .T cos .T 
--,----,.--~ = - - -.-- = - CO I .1 ' . 
1-r s i n :rl .I' s 111 .1: 

____ .,.. 131 
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Das is t. ni cht ri chtig, denn die Fo rd erung lxl > 10 läßt auch \ \'erte vo n x 
mit x < - 10 zu, für· die lg :r ga r ni ch t erklärt ist. 

I E ntscheiden Sie nochm als ! 
• ____ .,.. 11 7 

1\i r.htig! Fnll (n) (L<'ln·sr.hr·itt 11 7) cr·giht eine wnhrc Anssnge, di e beid en 
nnd e1·en F ii ll e ni r.ht. 
Die F 11nl<lion mit der Gki eh11n g y = lg x is t nur fLir pos iti\·e .t· erkl är t, des ­
halb hnL di e linke Seit e der· Gleiclwn g 

1 
-2 1rr.?:= IO'-

t"'' t"' :r2 

n11 r fiir · positi Yc .T einen S inn . ____ .,.. 118 

Sie haben recht ! N ur der F nll (d) des Lehr·srhrill s 11 8 licfe r·t eine wahre 
Anssngc. 

Für nll e -rr > .:r > - 2rr (hzw. rr < ~· < 2rr) gilt nämli ch 

(hzw. 

.T cos .T .1· cos .T .1· cns .t· 
---- = ---- = ---=cot :r 

l:rs in :r l l·7·1s in 1· .l' s in .1: · ' 

~· COS .T 

l·r s in .T l 

da [.:r[=-x 11nd sin x > O 

.'l ' ro~ .1' .T ros .1~ ----,,.....,--,. = --. - = ro t .T, 
:r lsin.rl :rs 1n .1; 

dn .1; > 0 und [sin .Tl = -sin :r) . 

A I . f I 1 ° 1 . l . l 0 I . l :r cos '1; l ß n< r r·r r'S<' rl S 0 g t ,'1 11 S < <' I' 1, ii tr g ;(' r t ( <'r' 1 o C IC llln g -
1
.?' s i 

11 
~·~ f' nl" .T. < a 

sich .1; im Tnt crvnll - rr > .:r ._..., - 2rr ndrr im Tnle r· vn ll rr < .T < 2rr ])('­
find en muß . 

_ ___ .,. 121 

128 

129 

130 

I 
F rischen Sie Ihre Kenntni sse über den nbsolnlen Betrng (Lehr- 131 
schrit t 67) und di e tri go nomeLJ· ischen F unl(tionen (Lehrsehri t t 

• I 06/J 07) nuf, und en I sehcidrn Sie dann - nach gründli cher 
Prüfun g der angebo tenen l'i:i lle- in 11 8 nochmals! 

- GD-
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133 

Tm Lehrsclll'il t II G h rl ii f'll \Yil· clif' nC'dC'wf'i Sf' .. grnrt/1 drum. 11 '(' /)1)" f' lll i!:C'­
riihrl. Als e i'S LCS ncispirl d irnl c d i<' 11"11111'(' .\ ussago 

Für alle reellf'n .T gi ll: .T < 2 [!,r' II0/1 dann. 1/'r'nn :i:r < 10. 

UntCl' Venvrn dllll g der n (' df' \\'C' isr .,01/ S •.• {nlgt . .. . " kann lll:Jil dnl'iil' auch 
sngcn 

Aus .1: < 2 {nlgt .).r < I 0 unrl rnt s .i .r < I 0 (nlgt .1' < 2. 

Tn di esem ZIISrllllllH'nhrJng- gf' ili ':J II i' hl lll:Jn allf•h di P n ('d('\\'Pisc " ... iiqui ­
va lC'nt zu ..• ". Also 

:~: < 2 ist iiq 11 ivafl'nt ::;" 5.T < ](), 
,]. h ., a ll e reclll'n Za hl en. diC' .1' < 2 rdiill r n. f' r·l' iill f'n r1 111'h .i.T / 10 nnrl 
n mgekchrt. 
Dcmentsprl'ch cnd kr1nn 1n an :HII'll l'ormnlicrC'n 

{I' < 2 i st nnlll'r'llrlig 11nd hinrf'il'lll'llrl {iir 5.T / 10. 

_____ .,. 133 

Damit sin d Sie am En de des Lc lmn a l el' ials a ngeln ng l. \ Vi I' h o fl'f'n , daß l h nf'n 
die BearbeiLtmg Freud e bel'eilel ha l und daß S ie C' ine Cl'lln d lage erh a liPn 
l1aben, die lhnen hilft , malhemalis•~ h P n Tex t z 11 , ·c l·s i\' hcn und sich kl a r· 
und unmißversliincllich t11H;z rrdrli cl,en. 

I Lesen Sie bille noelt aufmcrJo;rJm die folge nd e Znsa mmenl'nss1rng! 
• 
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Z usmmnen[assung 

I. Als Aussag·cn bczcie.ltn cn wir di e d ttrt:h Aussagesätze ausdrückbaren 
Inhalte. Aussagen sind Beschreibungen von Sachverh alten. Wahre Att s­
sagen sind zutrefl'eml e Besclu·eibunge n von Sach verhalten ; fal sche Aus­
sagen sind unzutre ffend e Beschreibungen v on Sachverhalten . 

2. Die Aussage, die das logische Gegenteil einer vorgegebenen Aussage 
;wsdrückt, nennt man di e Negation der vorgegebenen Aussage . 
Die 0/ cgation einer walu·e n l'wssage is t eine fa lsche Aussage; di e 1'\ega tion 
einer fal schen Aussage is t eine wa hre Au ssage. 

:3 . Die Verlmüpfung irgend zweier Aussagen durcE "oder" h eißt eiue 
Alternative . 
l ~ in e Alte rnati, e ist wallt · in ge nau de11 Fälle tt , in denen mind es tens eine 
der , ·e rknüpft en Aussng·e n wnht· is t. 
Die \ . edulii pfung irgend Z\Yl'i er Aussage n durch ,.un d ·' h eißt eine Konjunk­
tion. 
l ~ in e 1\ onjunktion ist wa hr gc ua u i11 den Füllen . in denen beide ,·erknüpfte n 
.\ tt ssage n wa hr sind . 

Ii. Die N cga ti on einer i\ ll' !' rnati vc zwei er Aussage u kann man formulieren 
al s T\:o njunkti on der Negationen di ese r Attssagc n. 
Di e \f ega tio u einer l(o njtlllktion zweierAussage n kann mau formnliereu 
al s i\ltcrn a ti,·e der Nega tionen di eser Aussage n. 

G. Uurdt di e Hedeweise " fi.iralle . . .' ' wird a usgedt·ü ekt , tlaß eine bes timmte 
Eigenscha ft für all e El e ut e11Le eiues gewi ssen Be reich es zuLriflL. 
Die Hedeweise " es gibt ein ... " wird s te Ls im Sinne \'Ou " es g·ibt mimlesLens 
l'in ... "gebra ucht. 

G. J<' iir eiuc vorgege bene l ~ i ge n s cltuft gilt , daß die bcideu Aussages iibze 

,\ 'ichl alle .v ll!luen d ielie li igensclwj'l 

bzw. 
fili giul ein x, da s diese liigenlidwj'l n icltl lwl 

li,s giul /,-e,:n x, da s die ßigemclwj'l lwl 

. llle x hauen diese li igensclwj'l nicht 

jeweil s ein und denselben Sad1\'e rha lt wiede rge ben. 

7. Die Hedeweise ., es giht genau ein ... " besagt, daiJ es \ ' O ll Din gen eine r 
bes Lirnmt en Art eineii tuHl nicl1lm.ehr gibL. 
Durch di e Hede"·eise , . «~s g·ibt höchs tens ein ... " wird ausgedrückt, duiJ es 
a uf ],eitt cn Fallmehr al s e in Ding ein er bes titntttlen Art gibt. 

~- D er bes timmte Artikel " der (die, das)" darf auf e in Ding uur a ngewen ­
de t we nl e tt , we11n es d.ieses Dittg ge na Lt einma l g ibt. 

U. Die Vurknlipl'utt g irg-e ttd zweil'r ,\tt ssagett durl'lt "wenn ... 11u" lwiiJt 
eine Jntplilwtiou ; di e e rs Le der verknüpfteu Au ssagen heilJt Prülllisse, di e 
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zweite Konklusion der jeweiligen Implikation. Eiue lmplil< aLion isL wahr 
genau in den Fü ll en, in denen die Konklusion wahr oder rlie Priimisse l'alsch 
ist. 

10. "p genau dann, wenn q" (bzw. g leichbetleuLend "p dann und nur dn11n, 
wenn q" ) besagt, daß sowohl "wenn p, so q" als a uch "wenn q, so p" wahre 
Aussagen sind. 

11. Alle genannten Aussagem·erknüpfungen sind exLensional. d. lt. ihre 
WahrheiL bzw. FalschheiL hüngt nur von der WahrheiL bzw. Falschheit tler 
verknüpften Aussagen ab. 

J2. :tl'lit der Implikation bzw. der Formulier·ung " ... ge11rtu rlunn.n'ell/1 ... " 
zusammenhängende Formulierungen sind "aus ... folgt . .. ' · .. , ... i:-;l 
notwendig für ... ", " ... isl hinreichend für ... " bzw . " . . . isl iiquivulenl 
:::;u ... ", " . . . isl nolwe~Ulig und hinreichend für ... · '. 

ENDE DES PROCH.AMJ\IS 

Für Ihr aufm erksames i\liLgehen sei Ihnen gedankt! 






	Scan-038_2R
	Scan-001_1L
	Scan-001_2R
	Scan-002_1L
	Scan-002_2R
	Scan-003_1L
	Scan-003_2R
	Scan-004_1L
	Scan-004_2R
	Scan-005_1L
	Scan-005_2R
	Scan-006_1L
	Scan-006_2R
	Scan-007_1L
	Scan-007_2R
	Scan-008_1L
	Scan-008_2R
	Scan-009_1L
	Scan-009_2R
	Scan-010_1L
	Scan-010_2R
	Scan-011_1L
	Scan-011_2R
	Scan-012_1L
	Scan-012_2R
	Scan-013_1L
	Scan-013_2R
	Scan-014_1L
	Scan-014_2R
	Scan-015_1L
	Scan-015_2R
	Scan-016_1L
	Scan-016_2R
	Scan-017_1L
	Scan-017_2R
	Scan-018_1L
	Scan-018_2R
	Scan-019_1L
	Scan-019_2R
	Scan-020_1L
	Scan-020_2R
	Scan-021_1L
	Scan-021_2R
	Scan-022_1L
	Scan-022_2R
	Scan-023_1L
	Scan-023_2R
	Scan-024_1L
	Scan-024_2R
	Scan-025_1L
	Scan-025_2R
	Scan-026_1L
	Scan-026_2R
	Scan-027_1L
	Scan-027_2R
	Scan-028_1L
	Scan-028_2R
	Scan-029_1L
	Scan-029_2R
	Scan-030_1L
	Scan-030_2R
	Scan-031_1L
	Scan-031_2R
	Scan-032_1L
	Scan-032_2R
	Scan-033_1L
	Scan-033_2R
	Scan-034_1L
	Scan-034_2R
	Scan-035_1L
	Scan-035_2R
	Scan-036_1L
	Scan-036_2R
	Scan-037_1L
	Scan-037_2R
	Scan-038_1L

