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Die Erstfassung dieses Progranns wurde i Friithjahe 1970 withrend des
l. Programmierlehrgangs fiir Hochschullehrer hegonnen. Sie wurde von
Kollegen des Autorenkollektivs, die der Sektion Mathematik der TU
Dresden angehéren, abgeschlossen und mit Studierenden der Scktionen
Bauingenieurwesen, Wasserwesen und Physik erprobt.

Die Auswertung fiithrte dann zu einer korrigierten und erweiterten Zaeit-
fassung.

Wertvolle programmiertechnische Hinweise erhiclten wir von Ierrn DOZ.
DR. LOHSE, Karl-Marx-Universitat Leipzig, dem an dieser Stelle aufrich-
tig gedankt sei.

It kritische Stellungnahmen sind wir stets dankhbar.

PROT. hR. WENZEL

Das Programm richtet sich vorwiegend an:

Hoch- und FFachschulstudenten des 1. Studienjalives mit Mathe-
matik im Nebenfacli, insbesondere Studenten naturwissenschaft-
licher, 6konomischer und technischer Disziplinen; Lehrerstuden-
ten; Lehrer.

Voraussetzungen fiir das Bearbeiten des Programms:

Der Lernende mull Kenntnisse zum Begrifl der vecllen Zalilen-
folge, zur Konvergenz und zum Grenzwert ciner Folge, zu den
Begriffen ,notwendige™ und , hinreichende Bedingung®, iiber
Rechenregeln fiie yeelle (konvergente) Zahlenlolgen hesitzen und
iiber die Zusammenhiinge zwischen Monotonie, Beschriinktheit
und Konvergenz einer Iolge Beschetd wissen. Aulerdem wird
die Kenntnis der Regel vou de 'Hospital vorauscesetzt.

Svmbolik im Programm:
Symbolil Prog
Mit Rasterfliiche unterlegte Stellen kennzeichnen Delinitionen.,

Mit Tonlliche unterlegte Stellen heben die mathematischen Siilze
Lervor.

]
{ i
3

' Aufforderung zu besonderer Aktivitit (Aufgabe losen, Frage

- beantworten, Entscheidung treffen o, i),



Einfithrende Hinweise

Fiir Lernende, die mit diesem left erstmals ein Lehrbuch in program-
mierter I'orm zur Iland nehmen, seien einige beachtenswerte Ilinweise
gegeben. Das Programm stellt dem Leser IFragen und Aufgaben. Ifir die
verschiedenen miglichen Antworten des Lesers hillt das Programm Be-
stiitigungen der Richtigkeit der Antwort oder Belehrungen bereit. Um
zum niichsten Lehrsehritt zu kommen, miissen Sie stets dem Pleil am IKnde
cines jeden Schrittes, dem sogenannten Steueroperator, folgen. Sind meh-
rere Steueroperatoren angegeben, haben Sie dem [iir Sie zutrelfenden Pleil
nachzugehen. Dabei hat es keinen Sinn, den kiirzesten Weg ctwa aus der
Anordnung der Steueroperatoren oder anderer vermeintlicher Merkimale
crraten zu wollen. Das triflt besonders dann zu, wenn eine Aufgabe gestellt
worden war und verschiedene Losungen — richtige, falsche und unvoll-
stiindige — angeboten werden. Sie miissen schon entsprechend Threr Lisung
weiterarbeiten. Weiterhin ist dringend zu emplehlen, die Aufgaben und
Testlragen stets selbst zu losen und nicht etwa durch Weiterblittern ledig-
lich die richtige Lésung zu suchen. Sie miissen das Programm ehrlich
durcharbeiten.

An manchen Stellen werden auch Textliicken gelassen. Denken Sie dann
dariiber nach, wie der Satz vollstiindig heillen mufl und ergiinzen Sie die
Textliicke. Im Zweifelsfall bietet Thnen eine Zusammenstellung der rich-
tigen Textliickenergiinzungen am Schlufl dieses Programms (Lehrschritt
127) eine Kontrollméglichkeit.

Legen Sie sich fiir Rechnungen und Niederschrilten cin Schreibgeriit
und einige Blitter Papier oder ein Kolleghelt zurecht. Ist Ihnen das pro-
grammierte Material nur leihweise zur Verfiigung gestellt worden, sind
auch die Ergiinzungen der Textliicken, Ankreuzungen und dgl. mehr anl
den Arbeitsbliittern auszuliihren,

Programmicrtes Lehrmaterial ist nicht als Nachschlagewerk gecignet. Wir
michten Sie aber aul den Basaltext aulmerksam machen (Lehrsehivitt 128),
der das Lehrmaterial abschliefft und lhnen die Sitze, Definitionen und
Kriterien zusammenflassend noch einmal nennt.

Genug der Hinweise! Wir wiinschen lhnen viel Iirfolg und [Freude heim
Studium dieses Programms!

Das Autorenkollektiv

4



Ziclliste

Allgemeines Ziel

Das Programm soll den Lernenden mit dem Begriff der unendlichen Reihe
(reeller Zahlen) und wesentlichen Eigenschalten solcher Reilien vertraut
machen und ihn zur Anwendung einiger Konvergenzkriterien belihigen.

Spezielle Ziele

Nach dem Durcharbeiten des Programms soll der Lernende

a) die Symbolik fiir das Beschreiben von Reihen sinnvoll anwenden
kénnen,

b) die Begriffe Folge und Reihe unterscheiden konnen,

¢) die Begrifle ,,Konvergenz und ,,Divergenz”® von Reihen delinieren
konnen,

d) iiber ein Arsenal wichtiger Reihen einschlieBlich ihres Konvergenz-
verhaltens verfiigen (geometrische, harmonische, Zeta-Reihe),

¢) den Begriff ,,absolut konvergent®* beherrschen,

f) den Unterschied zwischen absoluter Konvergenz und Konvergenz an-
geben konnen,

g) die Addition und Subtraktion konvergenter Reilien richtig ausfiihiren

konnen,

wissen, dafl das Andern endlich vieler Glieder das Konvergenzverhalten

nicht iindert,

h

=

1) wissen, da} lim a;, = 0 notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Kon-
k—o00 o .
vergenz der Reihe D' a; ist,
k=1

j) die Bedingungen ini) fiir den Nachweis der Divergenz anwenden kinnen,

k) das Majoranten-Minoranten-Kriterium zum Untersuchen aul absolute
Konvergenz handhaben konnen,

I) das Quotientenkriterium und das Wurzelkviterium fiiv Konvergenz-
untersuchungen einsetzen kinnen.



Wir stellen Thnen zuniichst einige kleine Aufgaben, mit denen iiberpriift
werden soll, ob Sie die fiiv ein erfolgreiches Bearbeiten des Programms be-
notiglen Vorkenntnisse hesitzen.

Arbeiten Sie ziigiz, jedoch ohne Hast! Verwenden Sie [ir die Rechnungen
ein Blatt Papicr und tragen Sie hier nur die Iirgebnisse ein!

Aufgaben:
I. Berechnen Sie V ( l)"'—ﬁ— Losung:
¥ 31'eC 3 § B 2 - " 108 T miesEnE o 0wy EE
=0 I+ 1
n
2. Berechnen Sie ' 1%, Losung: ... . ...
=0
3. Welche(r) der folgenden Ausdriicke a) bis d) sind (ist) mit dem Term
ay -+ ay -+ ag -+ a; identisch?
7 3 7
a) S N ST !
a) X ags, b) Y agpi, ) 35 [L— (—1)]ay,
k=1 p=0 I=1 -
6
e mt 55
d) > (cos T) Gt » Losung: .o
m=0 > = (Angabe des/der Buchstaben gentigl
4. Fiir welches ¢ sind die Summen
k—1 q
S gy und D agy_y
p=0 m=2
stets einander gleich? Ergebnis: = .iuniaavmanmeswsons

5. Wie grofl mul} s gewiihlt werden, damit stets

k n M
Dag+ Day=a, (<m) gi?

p==8 q=1
Ergebnis:s = . ... . .. o L

S e o W T i A RS
Richtige Losungen:

I. ... stets konvergent.
IT. ... manchmal konvergent.
III. ... nie konvergent.

Fiir richtiges Ausfiillen der Textliicke geben Sie sich jeweils cinen Punkt,
Ich erzielte von den drei moglichen Punkten Punkte.

Wenn Sie Schwierigkeiten mit dieser 7. Aufgabe hatten oder nur | oder
gar O Punkte erreichten, so weiter mil

» 13

andernfalls ———» ()



Sie beherrschen die Regeln iiber das Rechnen mit dem Summenzeichen gut!
Wenn Ihnen ein Punkt an der vollen Punktzahl fehlt, so ist Thnen sicher
nur ein kleiner Rechenfehler unterlaufen. :

' Uberpriifen Sie die betreffende Aufgabe!
°

llag Thr Fehler bet Aufgabe 2., so millachteten Sie vielleicht, dal)

n
SE =104 I 1P e I

k=0
=14+ 1+14 - 41
o
n-mal
il =n+ 1

Iatten Sie spezielle Schwierigkeiten bet der Lisung der Teilaufgaben 6.d)
bis g) in Schritt 9?

Sie hatten Schwierigkeiten, fiir die Folge
—1<qg<O
0<q¢g<

r/>|'
qg=1

I

1 q; 4% w8 9 0 fir

Aussagen iiber Monotonie, Konvergenz und Grenzwert zu machen.
Sie finden die Losungen leicht, wenn Sie fiir ¢ in jedem der vier Iille
spezielle Werte einsetzen. z. B.

= ~‘1_,. q =

s =2, g= 1.

o

v Versuchen Sie es erneut!
°

<1

Erest dannp ——p

3



Ihnen sind einige IFehler unterlaufen!

I Uberpriifen Sie lhre Rechnungen mittels der hier ausfithrlich
e dargestellten Rechenwege:
L3 () g = (0 T (g (1
= 1 i 2 3 7
1 2 3 . 7
= 0 -3 ty -7 =TI

n
2. 2 ¥ =104 114 124 ... 1
k=0
=14+14 - 41

(S—

3 e e
n Summanden 1

=n-+ 1.

7
3.a) 3 ape=ag+ ag+ a5+ ag+ a; + ag+ ag 4= ay + ag+ a5+ aq,
=

1
b) 2(12,”1 = (g1 F Qg+ Aoy F Aoy = @+ ag+ ag+ ag,
p=0
7
¢) SA[U—(—a=t0+Da+3 0 —Da+ 31+ ag+3 (L —1)a,
=1

%—(l-{— Das+ 3 (1L — |)(16+%(l—}— 1) a;=a;+ ag+ az +ay,

e
6
d) ¥ (cos %) A1 = (cos 0) a; + (cos 1)) ay + (cos ) ag+ (cos 37) ay

+ (cos 27) ag 4+ (cos § ) ag 4 (cos 3m) a,
=a;+0—a3+ 0+ a;-+0—a,

= ay + ag+ as + a,.
k—1
1
4. Z Qopy = Ay + ag+ o+ + dgryyy = ay+ ag+ o0 A+ agy,
»=0

q
D gz = ay+ ag+ - -+ g3

m=2
Beide Summen sind stets gleich, falls 2 —3=2k— 1, d.h.q =L+ 1 gilL.

m

k m
i
5 Sa;+ Zf’p = a, (k<<m)

i=1 p=3 g=1
ist gleichbedeutend mit

m m k

Sap=Sa- Sa
p=s q:l =1

=at+ay+ -+ ay—a—ay— - —

= gy + Apyo F ot an.

Iis muf} also s =k + 1 gewiihlt werden. —_— 9

8



Bei richtigem Vorgehen erhielten Sie fire die Folge

Ly 05 G55 505 Q%5 o
fiirg=—%

P T

~l, "‘T:"[;‘)'__S_ PRRTTR

[folge nicht monoton, konvergent, G = 0;
fiirq = %_,

1 1 1
|

g

IFolge monoton fallend, konvergent, G = 0;
fiirg =2

1,2, 4,8, ..

IYolge monoton wachsend, divergent;
firg=1

Il A Ay 3

IFolge monoton, konvergent, G = 1.

Aufgabe 7:

Aus den beiden Folgen (uy), L=1,2,3, ..
und (), k=123, ..,

wird die Folge (wy), &

I

2,3, .., mituy = au+ Puy
gebildet, wobei « und f beliebige von Null verschiedene Konstanten sind.
' Ifiillen Sie in den folgenden Siitzen die Textliicken aus!
N
I. Sind (u;) und (v;) beide konvergent, so ist

() cvaemiemsame s wises konvergent.
(stets/manchmal/nie)

[1. Sind (i) und (v;) beide divergent, so ist

e L konvergent.
(stets/manchmal/nic)

[T Ist (1) konvergent und (1) divergent, so isl

(R0E): 44 5 e e sim o mamn o 0w 0 e konvergent.
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Wir wenden uns einer weiteren Aufgabe zu!

Aufgabe 6:
Geben Sie fiir jede der nachstehenden Folgen (a;) an, ob sie monoton ist,
ob sie konvergiert und welchem Grenzwert G sie gegebenenfalls zustrebt,

' Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle ein, so wie das angege-
bene Beispiel a) es zeigt!

®
FFolge | Monot. | Konv. G
a b4 X I
b
¢
d) —1 <q <0, d
e) 0<g<1, ¢ {
ap=q*
» 16

D D T L A A L S A
Nun zur 8. und damit letzten Aufgabe des Vortests.

Aufgabe 8:

Welche der folgenden igenschaften einer Zahlenfolge sind fiir ihre Kon-
vergenz notwendig bzw. hinreichend?

' Setzen Sie — sofern die Eigenschaflten zuatreffen — jeweils ein
e [Kreuz in folgender Tabelle!
nolw. hinr.
Beschrinktheit
Monotonie
Monotonie und Beschriinktheit
» IS

— 10—



Iis gelang Thnen nicht, alle Teilaufgaben 6. b) bis ) fehlerlrei zu 16sen!

' Vergleichen Sie Thre Uberlegungen mit den hier ausliithelich dar-
o uelegten richtigen!

6. b) Hier liegt eine alternierende IFolge vor, das zweite Glied ist grilier als
das erste, das dritte aber kleiner als das zweite. Monotonie liegt also
nicht vor, denn die Definition der Monotonie lautet:

Eine Folge (x;) heilit
monoton wachsend bzw. monoton fallend, wenn stets

. =S g FARe . .
Ly = % bzw. RYSE] é Q.

ailt.

Die FFolge ist anch nicht konvergent, denn lim | (— 1) existierl
nicht. Kvoe

N 1
Beachten Sie, dal} 7 i~ T

Monotonie licgt nicht vor, denn die Glieder sind abwechselnd kleiner
und grifler als 2 (2 — 1, 2+ §, 2 — 3, 24 1 ) erfiillen also nicht
die oben ange

k]
KFT

ailt,

(]
LS

cgebene Monotonie-Delinition. Konvergenz liegt vor,

) 1\
denn lim [‘_’. + (—L} =24 lim L—J)—; 9,
Fooo k Foroo I

' Vergleichen Sie Thre Losungen mit den vichtigen Lisungen:
®
7

(B 2.n+1, S.b)yunde), dog=Lk+1, S.s=1IL+ 1.

12’

IMiir jede richtige Losung (véllige Ubereinstimmung Threr Lisung mit der
hier apgegebenen Losung) gibt es einen Punkt.

Thre Punkizahl: ’

I'ntscheiden Sie:

Ich erreichte 0 oder I Punkt(e) S—
Ieh erreichte 2 oder 3 Punkte R Y
leh erveichte 4 oder 5 Pankte % 3

12
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Die drei Siitze der Aufgabe 7 werden IThnen noch einmal ausfiihrlich dar-
gestellt und einige Erklirungen gegeben:

I. Sind (uk) und () beide konvergent, so ist (w,,) mit wy = oy + o
stets konvergent, und es gilt

lim wy, = o lim uy, + £ lim v,
k-0 k-0 k—o0o

L

Das ist ein bekannter Grenzwerlsalz u])ur ".nhlvnfnlu( mn.

l IT. Sind (u;) und (v;) beide divergent, so ist (w;) manchmal konvergent

«

z. B. ist im Falle = v, (k=1,2,3,..) und a = vﬂ die IPolge (wy)
konvergent und im Falle wp= v, (k= 1,2,..) und «=f:-0 die
IFolge (wy) divergent.

| II1. Tst (uy) konvergent und () divergent, so ist (wk) nie lmnvm‘gcnt

Wiire niimlich (w,) konvergent, so miilite nach I. auch (wp — auy)
= (Bry) konvergieren. Das ist ein Widerspruch zur Vorausselzung.

» 10

Man kann lhnen gratulieren! Sie haben auch die 6. Aufgabe weitgehend

richtig gelost.

Wir sind am IEnde des Vortests angelangt.

w Addieren Sie bitte die in den Lehrsehritten 2, 12, 16 und 18 ein-
o gerahmt angegebenen von Thnen erreichten Punktzahlen!
Ieh erzielte eine Gesamtpunktzahl von . ... Punkten.

Verfahren Sie gemiill Threr Gesamtpunkizahl:

0 bis 9 Punkte —_— 17
10 bis 15 Punkte Gut!
16 oder 17 Punkte Sehr gut!

Legen Sie cine Erholungspause ein!
Beginnen Sie danach mit dem eigentlichen Programm.

» 19



' Vergleichen Sie die von Thnen ausgeliillte Tabelle mit der hier |6

angegebenen, und geben Sie sich fir jede vichtige Teilaulgabe

°® (d. h. voll iibereinstimmende Zeile) je einen Punkt!
Monot. | Kony. G Punkte

b

( p 4 2

d X ()

- % > 0

[ 5

o > g |

Ich erzielte hier: ‘ Punkte

Gehlien Sie zu dem IThrer Punktzahl entsprechenden niichsten Schritt:

0 oder | Punki(¢) —— ——» 17
2.3 oder 4 Punkte ————p 11
D oder 6 Punkte —_— 14

Leider fehlen Thnen wesentliche Voraussetzungen [iiv das Bearbeiten dieses I 7
Programms.
Orientieren Sie sich bitte in der entsprechenden FFachliteratur (z. B. ,,Ana-
lysis fiir Ingenieur- und [FFachschulen®, Fachbuchverlag Leipzig), bevor
Sie die Arbeit in diesem Programm fortsetzen.
» Grundlagenliteratur

B B ol A sk i RS

' Vergleichen Sie Thre Liosung mit der hicr angegebenen vichtigen I8

Losung:

®
i noltw, hine.
Beschrinktheit N
Monotonie

Monotonie und Beschriinkther

lirteilen Sie sich fiive jede rvichtige Zeile einen Punkt!

leh erzielte hier | Punkte =
| S 1

— 13 -
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Wir wollen uns mit unendlichen Reihen beschiftigen. Die unendlichen

Reihen sind in einem gewissen Sinne Verallgemeinerungen der endlichen

Summen. Einige wichtige Eigenschaften der endlichen Summen sollen

aufgeliihrt werden:

. Die Summe von endlich vielen reellen Zahlen ist stets wieder cine reelle
Zahl, der Wert der Summe, z.B.

s=a,+ ay+ az + ay.

2. In einer endlichen Summe diirfen Klammern beliehig gesetzt oder weg-
gelassen werden, ohne dal} sich thr Wert dndert (Assoziativgesetz der
Addition), z. B.

(ay+ ag) + (ag+ ay) = (ay + ay + a3) + ay = ay, + as + a3 + ay.

3. In einer endlichen Summe darf die Reilienfolge der Summanden beliebig
geiindert werden, ohne daf} sich ihr Wert édndert (Kommutativgeselz
der Addition), z. B.
ayp+ ag+ ag+ ay = ag+ as + ay 4 ag= a, + ug + ay + ay.

— 20

Werden unendlich viele Zahlen durch das Pluszeichen miteinander ver-
kniipft (ay + ay + ag+ a4 + as + ...), so wissen wir zuniichst nicht, was
wir darunter zu verstehen haben. Wir miissen also erst definieren, was ein
solcher Ausdruck bedeuten soll.
Iis bietet sich nun an, die Additionen wie folgt schrittweise durchzafithren:
Wir bilden zuerst a, + a,. Beim niichsten Schritt wird zu dieser Summe ag
addiert, also a; 4 ay + ag usw. Wenn wir die einzelnen Zwischenergebnisse
durch sy, sy, s5, s, usw. bezeichnen, so erhalten wir

81 =ty

Sy = ay + Ao,

S3 = a; + as + as,

sy = ay + as + ag + ay,

Die Zwischenergebnisse nennen wir Teilsummen oder Partialsuanmen.

Durch die unendlich vielen Glieder bricht unser Verfahren nie al. Auf
diese Weise wird also keine Summe erklirt, sondern eine I‘olge von Teil-
summen, nimlich (s,), n= 1,2, 3, ...!

14 —



Das ist nicht richtig.
(e o]
Die Reihe ' a; hat zwar mit der Folge (¢p) zu tun. darvf aber nicht mitihe
=1
oder gar mit ihvrem Grenzwert identiliziert werden.

Die IFormulierung ist fiiv den Anfinger naheliegend, jedoch wissenschalt-
lich nicht haltbar. Uberlegen Sie bitte:

Es ist tatsiichlich unmaglich, unendlich viele Glieder zu addieren; bei cinem
Versuch wiirden Sie nie fertig werden.

Endlich viele Glieder kann man jedoch stets addieren, und damit ist es
maoglich, die Teilsummen

n
L
San= Z ay
k=1
zu bilden. —_—
[ 15070 2 S S P e T D AR o o T OO (LIS VA M T AR PN RS N N RS S T U NG S e S

Wir geben die Delinition des Begriffes unendliche RReihe

o

Definition 1:
regeben sei eine IFolge (ag), k= 1, 2, 3, ..., reeller Zahlen. Als
Gegel Yol )y k=1,72,3 ller Zahlen. Al
unendliche Reihe (kurz: Reihe) der a; bezeichnen wir die Folge
($n), n=1,2,3, ..., mit s;=a;, $=a;+ as ..,

n
Sp=ayF ag+ e ag= D ag, .
k=1
Die unendliche Reihe der a; wird auch kurz durch die Symbole
a; + ag + -
oo
3 |
2 a
k=1

dargestellt. Die a; heillen die Glieder, die s, dic Partialsummen (Teil-
summen) der unendlichen Reihe

[ee]
> a.
k=1

Wir kénnen damit kurz sagen:

oder

Eine unendliche Reihe ist die IFolge ihrer Partialsummen (Teilsummen).

Beginnt bei der gegebenen Folge (a;) die Indizierung nicht hei k= 1, son-
dern bei einer anderen ganzen Zahl m, so iibertviigt sich das sinngemily auf
die zugehirige Reihe:

(o]
Zak =y + dyiy + -
k=m » 24

21
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25

26

Als Beispiel betrachten wir die Folge (ay), fe= 0. 1,2, 3, ..., miL ap = ¢*

(g beliebige reelle Zahl). Die Partialsummen der aus dieser IFolge gebil-

deten Reihe ergeben sich dann gemill der Summenformel fiir die endliche

geomelrische Reihe zu
L—gttl o
—rq——~ far ¢ = )

§ = =i (n=0,1,2,...)-

n+1 fie ¢=1

(oo}
Die unendliche Reihe ' ¢F ist also im IFalle ¢ = | die Folge (n -+ 1),
. k=‘0 1 — q
n=0,1,2,.., und im Falle ¢ 4= 1 die IFolge ( ]——), =i 2 s
—q
Diese Reilie heillt geometrische Reihe; wir werden noch aul sie zurviick-
kommen.
» 25

d |
Als niichstes Beispiel betrachten wir die unendliche Reihe 3 ——

=T

o y 1
]]n'i ]’m'lluls‘ummcn kann man unter Beachtung der ”Py'whlmg7/3/'.-"4—771)“
s IA—|-1 leicht berechinen. Iis wird
n 1 nor [ R T
0T S KT *k%l (‘/.7'“—" T)= T 3 Tte Ty
1 1 1 1 1 1 |
L T L N Pt SR o R
also
1
sy =1=oy (n=1,2,-.)

Welche der folgenden Formulierungen ist richtig?

IXine unendliche Reilie ist

a) die Summe ihrer Glieder > 22

) die I'olge ihrer Glieder » 21
¢) der Grenzwert der IFolge ihrer Glieder » 21
d) die Summe ihrer Teilfolgen » 34
e) Die Formulierungen a) bis d) sind [alsch. » 35

— 16—



Sie erhalten eine andere Aufgabe.

Aufgabe 10:

Berechnen Sie die n-te Partialsumme der Reihe

- 1
2 5
K=o 2
Losung: §; = csiuvessaisas —_— 37
Ich finde keine Losung. e 1

Ihre Losung ist richtig.

' Bearbeiten Sie erneut die Aufgabe des Lehrschrittes 38, d. h. be-
- stimmen Sie p aus der Gleichung

n |
Lglln(l—’rT) =Inp.

Losung: p== wsssspsueos —_— 45

Sie haben richtig erkannt, dafl es sich um eine geometrische Reihe mit
o
¢ = % handelt.

Ergiinzen bzw. korrigieren Sie Thr Frgebnis mitthilfe der Summen-
® formel [iir die endliche geometrische Reihe.

v
I~
~1

Sie haben sicher richtig erkannt, daf} es sich um eine geometrische Reihe
mit ¢ =4 handelt. Sie haben aber wahrscheinlich die Partialsumme s,
mit lim s, = s verwechselt.

IEs handelt sich um eine spezielle geometrische Reihe; bestimmen Sie den
Wert von ¢ und lésen sie Aufgabe 10 in 27 nochmals!

Die Losung lautet p = n + 1.

ITaben Sie die Liosung gefunden?

2 Wenzel u.a., Konvergenzkriterien — 17 —

27

28

29

30

31

32



33 ' Vergleichen Sie Ihre Losung mit den folgenden Angaben:
©

ap= (12

2 fir k gerade

o —2 fiir k ungerade —» 36
(ap) = —2,2, -2, ...
ay = —ap_,
> 4l

A = Sk — Sp—1
a = (— 1)k — (1)t

andere Liosungen:

4 Sie haben sich irritieren lassen. Anstelle von ,,die Summe ihrer Teilfolgen®
muf} es heilen ................ e 8 R She e el s e e o ot i o ek el A el o e

35 Die richtige IFormulierung lautet:
,,Eine unendliche Reihe ist die Folge ihrer Partial- oder Teilsummen®.
Haben Sie dies gefunden, so haben Sie den wesentlichen Begriff "unendliche

Reihe® vollig erfal3t. >3

ol

36 Ihre Antwort ist richtig.
Wir gehen nun in der Darlegung des Lehrstolles weiter.

Definition 2:
oo
Die unendliche Reihe 3 a; heifit konvergent, wenn die I'olge
k=1
ihrer Partialsummen konvergiert; andernfalls heift sie divergent.
Im FFalle der Konvergenz bezeichnen wir den Grenzwert
s = lim s, der Folge der Partialsummen als Summe oder Wert der

n—>00
unendlichen Reihe. Man schreibt dann kurz

[ee)
s = D a.
E=1

Beachten Sie bitte, dal} bei einer konvergenten unendlichen Reihe das

oo
Symbol 3'a in zweierlei Bedeutung gebraucht wivd: Einmal fiir die un-
‘endliche Reihe selbst, zum anderen fiir ihre Summe.
> 39

— 18 -



Vergleichen Sie Thre Losung mit den folgenden Angaben:

1 1 .
l'szz:|+T+T,+"' —» 31

11 I 24
2.S"=|+T+2—+"'+F —— L

1
3.8, =1— = — 29
P, J 3 ey, 98
5. g =12 — 30
6. andere Losungen — 31

Aufgabe 9:

. . . . [e e} l .
Die n-te Partialsumme der unendlichen Reihe 3 In (I + AF) hat die Ge-
stalt s, = In p. = X

Wie grof} ist p?

Losung: p= ... ................ —_— 32
Ich finde keine Losung.
> 27
0o
Als Beispiel betrachten wir wieder die geometrische Reihe 3 ¢* mit den
>artialsummen k=1l
| — gn+1
— 1 fiir ¢ <=1
8y == 1—q n=20,1,2, ..
n+ | fiir: ¢ =1,

Im Ialle ¢ = 1 ist (s,) divergent, d. h. die geometvische Reihe divergiert
fir g = 1.
Ifiir |g] < L strebt die Folge (¢") gegen Null, also ist in diesem IFall (8n)

konvergent mit lim s, = —II—( , . e, die geometrische Reihe konvergiert
' BEOS e t 1
fiir |¢] < 1 und hat die Summe s = E
Iir |g| > 1 und g = — L ist die Folge (¢*) divergent, folglich ist auch (s,)
und damit die unendliche Reihe divergent.
[e+]
Wir sehen also: Die geometrische Reihe 3'¢F ist konvergent fiir lg| < 1
o© k=0
und hat in diesem Falle die Summe ' ¢% = 5, Vi g = 1 st sie
divergent. £=0 %
> 42

- 19—
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39



40

41

42

43

Sie haben offenbar nicht den richtigen Ansatz gefunden. Beachten Sie,
daf} sich bei bekanntem a; eine Partialsumme s, leicht aus der vorher-
gehenden Partialsumme s;_; ermitteln lift.

' Schreiben Sie diesen Zusammenhang in allgemeiner Form aul

. und iiberdenken Sie die gestellte /\ulmll)L nochmals!

: —» 46
SRS WA AR TS SR AR VIR T S e TH RN 200 g S 0 PRV VR P GOV S T D S ROV Mo e TR A |

Ihre Losung ist richtig, aber nicht zu Ende gefiithrt bzw. zu allgemein
formuliert.

' FFiihren Sie die Rechnung bis zu einer expliziten Darstellung
= von a; weitter.
» 406

. : 1 & . s 3
Als weitere Reihe untersuchen wir T Sie heifit harmonische Reihe. Aus

1
oo

74

a] - TMS

1 1 1 1 1 1 1
1+?+?+7|+? +*S‘+T)’+"'+"iﬁ t

=
(2 Glieder = _/1‘> (l‘ Glieder = %) (S Glieder = 'l‘)
1 & 3

ist sofort zu ersehen, daf} die I'olge der Partialsummen der harmonischen

L

II_\/_[

%

Reihe nicht beschriinkt ist; also ist 2 I—du ergenl.

» 43

%

(e}
s . . ; S 4 : ;
Die Reihe der Riemannschen Zeta-Funktion {(x) = 3! T Mit o > 1 st
=t ©

konvergent, denn ihre Teilsummen bilden eine monotone IFolge (Reihen-
glieder sind positiv), die wegen der folgenden Ungleichung auch noch he-
schriinkt ist:

i 1 1 1 1 | | |
1+W+3—Q+F+-5?+EDT+7& +§a“+'"+T;,?7+"'

e S SN———

1 1 P

=2 9a g’"ﬁf éb'*b.T
_, 1 1 1 , ) 1
st tEatgear t=1+a+¢+ = P
(?}—_—l—:q mit O<q<1).

» 51

— 90 —



Sie brauchen eine Hilfe aus der Logarithmenrechnung. 44
Iteachten Sie beim Durchfithren der Rechnung die folgenden Bezio
liingen:
a
Ina+ Inb=In (ab), lnT: Ina—1Inb.
)

' Versuchen Sie Aufgabe 9 aus Lelirschritt 38 erneut zu losen.
o

Sollten Sie nicht das Ergebnis p = n - 1 erhalten oder weitere Iilfen

wiinschen, dann » 47
sonst » 46
. N W B 0
Die Losung lautet p=n + 1.
T Ja — » 406
ITaben Sie diese Losung gefunden? )
Nein —_——» 44

Sie losen jetzt bitte 46

Aufgabe 11:

Wie lautet das allgemeine Glied ap (k= 1,2, ...) der Reihe 2 ag, falls

=1
die zugehorige n-te Partialsumme durch s, = — 1 (—1)" (n=1,2,..)
regeben ist?
LOSON@ I @35 s e o 5 e 905 0o 2 e 5 —_— 33
Ich finde keine Losung —_—» 40
n | noog o
Sia (1) = 3 = 3 o e 1)~ ukg 47
k=1 F=1 =1

5‘!11 (k+1)— 2 Ink

= ln +mm3+-+Inn+1)—hl—-In2—..
—Inn=—=Inl+In@n+1)=In@n+1). :
Da dies andererseits gleich In p sein soll, muly p = n -+ | sein.
> 406
T A A S ST NSl

Sie sind dem richtigen Gedanken geloigt, die Begriindung ist aber noch 4
nicht vollstindig.

Vergleichen Sie hierzu 10 und 18.
» 49



49

50

Sie haben sicher erkannt, daf} die Konvergenz der Teilsummenfolge aus
ihrer Beschriinktheit und Monotonie folgt oder sofort aus

%
; B S . B R, S P cavs] 9F
lim s, = lim (.4 o ) 2 —lim i dad (vergl. 25)
n—+00 n—+00 n—-0o
abzulesen ist, es gilt also
9
e
=32,

gl k(k + 1)

Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens anhand der Definition ist
nicht immer so leicht wie in den betrachteten Beispielen. Wir streben daher
danach, einfache Kriterien zu besitzen, mit denen man immer oder unter
gewissen Voraussetzungen entscheiden kann, ob die vorgelegte Reihe
konvergiert oder divergiert.

Relativ einfach ist das folgende Kriterium zu handhaben:

* . :
Satz 1: Ist > a; konvergent, so gilt lim a; = 0.
k=1 k00

[ S RSN, o Lt s ot

oo
Beweis: s sei ' a; konvergent mit der Summe s, d. h.

k=1
. n
lims, =lim 3 a,=s.
n—+oo n—+o0o k=1

Wegen a, = s, — s, (n = 2) ergibt sich
lim ap = lim a, = lim (s, — s,_;) = lims, — lims,_; = s — s = 0.
n-+o0o n—+00 n—>00 n—+o0o n—+oo

Dieser Satz ist also ein notwendiges Konvergenzkriterium:

Wenn eine unendliche Reihe konvergiert, dann bilden ihre Glieder not-

wendigerweise eine Nullfolge.

Das heif3t:

Nur wenn die Glieder einer Reihe eine Nulllolge bilden, kann die Reihe

konvergieren.
> 52

D B, e i A W T AT
Aufgabe 13:

Untersuchen Sie folgende Reihen durch Anwendung von Satz 1" aul Diver-
genz bzw. Konvergenz:

¢S] k+ oo 1 *® 1
a) E) 2 ) S VkF L — Tk °) El ok el v
Thre Losungen: a) .............. L ©) wimismsans san



Aufgabe 12:
9

oo
Gegeben ist die Reithe Y ——— .

= kk+1)

Priifen Sie, ob die Reihe konvergiert!

[Losung: Die Reihe ist divergent, da ...... ... ... .. ..
........................... » 58

Die Reiheist konvergent, da .................... ...
............................ » 57

lch kann keine Entscheidung treffen. S 4

B B AT a2 s T G SR
Dieser Satz i3t sich nicht verwenden, um die Konvergenz einer gegebenen

oo
Reihe 3 a; nachzuweisen, denn aus lim ¢ = 0 folgt wmgekehrt nicht not-
k=1 k-0
wendigerweise die Konvergenz der Reihe.
-2 - -
Die harmonische Reihe W divergiert zum Beispiel, obwohl die Bedin-
k=1
gung lim 2= 0 erfiillt ist.

k

k=00

Die Aussage von Satz 1 i3t sich jedoch auch anders formulicren:

Satz 1’: Ist (a;) keine Nullfolge (d. h. (ap) ist divergent oder es gilt

oo
lim a;, == 0), so divergiert > a.
k—00 k1

Beweis: Den Beweis fiihren wir indivekt. (a;) sei keine Nullfolge, aber
o oo
' a; konvergiere. Aus der Konvergenz von Y a; folgt nach Satz I, dali
k= =1
(ag) eine Nullfolge ist. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also

oo
ist die Annahme, dal} 3"« konvergiert, falsch.
k=1
» 50

Ihre Begriindung ist nicht stichhaltig; der Anlinger Lilit sich an dieser
Stelle leicht von einer gefiihlsmiifligen instellung irrvitieren.

Wir erinnern Sie an die harmonische Reihe in 42, Diese Reihe ist divergent,
obwohl ihre Glieder gegen Null streben.

ot

> 27

-23 -

51

52

53



Wir erinnern uns: Der Wert einer konvergenten unendlichen Reihe ist
gleich dem Grenzwert der Folge threr. . ...

Deshalb bleiben gewisse Rechenregeln fiir endliche Summen auch beim
Rechnen mit unendlichen Reihen erhalten. (Richtigkeit ihrer Textliicke
kann in 127 gepriift werden.)

Wir behandeln nur die beiden folgenden wichtigen Siitze:

oo

Satz 2: Sind 2’ a, und 2‘ b, konvergent, so ist auch ' (a; + b;) kon-
=1 ) k=1 k=1

vergent, und es gilt 2 (a,, v by) = 2’ a, + 2 by.
k=X k=1 k=1

(o]
| Beweis: Die n- -te_ Partlalsumme sy von 3 (ay + by) ist
L

n n
—Z(ak—l-bk 2(1];'*‘2[71.-.
k=1 k=1

Aus einem bekannten Satz iiber konvergente I‘olgen ergibt sich hieraus
durch den Grenziibergang n—>co die Behauptung.

Bt ® : o

| Satz 3: Ist > a; konvergent, so ist fiir jede reelle Zahl ¢ auch 3 cay

‘ k=1 k=
konvergent und es gllt 2 cap=c¢ 2 ay.

(Ohnc Beweis. ) : —» 36

Sie bendtigen die Definition in 36; zur Berechnung der Partialsummen
stiitzen Sie sich auf das Beispiel in 25!
> 5l

Aufgabe 14:
® 2
Sie wissen, daf} — =2 oilt.
gl k(k + 1) &
Ein Bearbeiter loste diese \uf«abe mit Berufung auf Satz 2 (siche 54)

wie folgt:

oo

M

h :‘2[ (L-f—ll)}—?'[i 1.+y /l:L"IT

Ist diese Rechnung richtig? Begriinden Sie Thre Entscheidung!

rst dann ————p 66



Jawohl — die Reihe konvergiert.

Lautet Thre Begriindung:

9

... konvergent, da die Glieder a;, = ST [tie /e —> co gegen Null steehen
v + l) &

—_— 33

... konvergent, da die IPolge der Teilsunmimen beschriinktist ———————» 48

... konvergent, da lim s, existiert. —_— 49

2->00
T R WL T o i A A Gl S R il SN i TR AR 0 5o i 7 i i i1 i 2 sl

Ihre Losung ist nicht richtig.

' Losen Sie die Aufgabe nochmals unter Verwendung von 36
und 25!
» 51

Ils sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dal}, wie Sie gelernt haben,
nicht simtliche Rechenregeln iiber endliche Summen sich aul unendliche
Reihen iibertragen lassen.

Betrachten wir etwa die unendliche Reihe
(l—-D+A-D+ L =D e+ (L=1)4 .

Diese Reihe ist offenbar konvergent und hat den Wert......
Durch Weglassen der Klammern entsteht aber die divergente Reihe

f o B foe e Lo e v,

(Thre ausgeliillte Textliicke konnen Sic in 127 kontrollieren.)

Die Ergebnisse lauten:
a) divergent, b) divergent, ¢) divergent.
Begrimdung:
. k41 o T
a) lim i e I und Anwendung von Satz I” (Schvitt 52);

k— o0 k

b) lim ———-—= existiert nicht (Anleitung: Rationalmachen des Nenners);

tvoo V1 — VK

. 1 . . y : :
) Innln(l -!4—‘)=0. Dies liefert noch keine [Entscheidung. Da aber

koo k

lim s, = lim [In (n 4 1)] nicht existiert, folgt Divergenz.
N+ 00 1=+ 00

57

58

59

60



6l

62

63

~:Satz 4 (Majorantenkriterium):

oo 0o
! Esseien 3 a;zund 3 b, zwei Reihen mit folgenden Eigenschaften:
e e k=1 =1 o

1. 3 by ist absolut konvergent. 2. Fiir jedes k gilt |a;| = |by].
k=1

oo
Dann ist auch ' a; absolut konvergent.
k=1

> |bx| nennt man in diesem Zusammenhang auch eine konver-

k.—
gente Majorante fiir Z‘ |ag].

(o)
Beweis: Wir haben zu zeigen, dafl die Reihe 3 a; absolut konvergiert,

k=1
also dal} die Reihe . ...... konvergiert. Iierzu betrachten wir die FFolge
der Partialsummen ¢, |uk| Die Folge (t,) ist monoton ...........

n
Nach Voraussetzung 1 ist du, Folge (s,) mit s, = 3'|b;| konvergent, ins-
=1

besondere also nach oben beschriinkt. Nach Voraussetzung 2 ist ¢, = s,
fiir jedes n. Also ist auch (t,) nach oben beschriinkt.
(t,) ist somit monoton wachsend und nach oben beschriinkt, also konver-

o
gent. Damit ist die absolute Konvergenz von 3 ¢, bewiesen.
k=1

» 62

Fiir den folgenden Satz 5 bendtigen wir:

oo
Es sei ¢ =0, k=1,2,3, ..., und 3 ¢ absolut konvergent. Dann ist
oo k=1
>’ ¢ konvergent.
=1

' Beweisen Sie diesen Sachverhalt!

»
Dann ——— —» 70)

Weshalb ist 1 2 LT

eine Majorante von

(& + 1)
3, L 1 ;’, 1
=14 2 =14 ¥ g
=1k ng k* = (k1)
' Notieren Sie Thre Begriindung! —» 7l
°



Wir haben bisher nur ein (notwendiges) Konvergenzkriterium kennen-
gelernt. Weitere (hinreichende) Kriterien lassen sich bequem [iir den 64
schiieferen Begriff der absoluten Konvergenz formulieren.

Wir werden nach einem ersten Kriterium fiir absolute Konvergenz sofort

zeigen konnen, dall aus der absoluten Konvergenz die Konvergenz ciner
unendlichen Reihe folgt. Andererseits gibt es jedoch konvergente Reihen,

die nicht absolut konvergent sind.

oo
Definition 3: Eine Reihe 3 a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

oo k=1
> |ax| konvergiert.
k=1

Bemerkung: FFiir Reihen mit nur nichtnegativen Gliedern fallen offenbar
die Begriffe ,,absolute Konvergenz® und ,,Konvergenz™ zusammen.
S 2 g 39 e

> Gl
Satz 5: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. 65
© ®
Beweis: Es sei 3 |a;| konvergent. Um zu zeigen, dall die Reihe 3 a;
k=1 k=1

konvergiert, setzen wir

a; Tir ap, = 0 ay fir a, < 0

e = i Cp= :
0 fiir a, < 0 0 fira,=0

In Worten: Alle Glieder a;, die positiv oder null sind, werden mit ;. be-
zeichnet, withrend alle Glieder ag, die negativ sind, ¢, genannt werden.

» 67

Das letzte Gleichheitszeichen ist falsch, da Satz 2 die Konvergenz von 66

oo oo
> ap und 3 by voraussetzt.
k=1

=1
In der letzten Gleichung aus 56 sind diese Voraussetzungen verletzt. Zu-
[e 5]
sammenfassend haben Sie gelernt, dal} eine konvergente Reihe 3 (a; -+ b,)
o] 0o k=1
nicht ohne weiteres in der Gestalt > a4+ 30, zerlegt werden darf.

k=1 k=1

—_—» by



67

68

Die Reihen 2 b, und 2 ¢, erfiillen die Bwlmnunn des \I.l]()l‘llll(‘ll'

]\rlteuums mlkt_der konvergenten Majorante [(lk‘, denn 2' b entsteht

aus 2 |ag], indem allc Glieder |ag| mit a; < 0 \;(“rgo]dascn weld(‘n, analog

entsLLeIllt g’ ¢, aus 2 |az|, indem alle Glieder |a;| mit a; = 0 weggelassen
k=1

werden. Zl)k und ch sind daher absolut konvergent.
=1
Wegen bk 0 fallcn fiir Z’bk die Begriffe ,,absolute Konvergenz* und

(o]

,,Konvergenz** zusammen. Nach 70 ergibt sich die Konvergenz von >'¢;.
k=

Die Konvergenz von Z’ak folgt nun wegen a; = by + ¢ sofort aus Satz 2

k=1
(siche 54)
> 68

Die Methode des Vergleichs der zu untersuchenden Reihe mit einer zweiten
Reihe, deren Konvergenzverhalten bekannt ist, liegt auch dem niichsten
Satz zugrunde.

Satz 6 (Minorantenkriterium):

oo 0o
Es seien 3 a, und 3 b, zwei Reihen mit folgenden Eigen-
schaften: ¥=1 LE

0o
1. 3 |by| ist divergent.
=1

2. Fiir jedes k gilt |b| < |-
0o
Dann ist > |a;| divergent.
B Mo o] A1 S e 4 b ke S

w e s

oo

Beweis: (1,) bzw. (s,) seien dic I'olgen der Partialsummen von 3 |
[e*) k=1

bzw. 3 |b]. Nach Voraussetzung 1 ist (s,) divergent. Wegen der Monotonie

von (s,) kann diese FFolge nicht beschriinkt sein, da sie sonst konvergenl
wiire. Nach Voraussetzung 2 gilt ¢, = s,. Also ist (t,) ebenfalls nicht be-
schriinkt und folglich divergent.

» 69



Wir wollen Thnen jetzt einmal vorfiithren, wiec man Majoranten- und 69

Minorantenkriterien auf k()nkret vorgegebene Rethen anwenden kann,
Als Beispiel wihlen wir 2 ]a (x> 0).
1l .
Wegen —— > 0 fallen luu‘])ex die Begriffe ,,Konvergenz“ und . ... ... .. ..
\

susnmmen. Fiir « = 1 erhalten wir die harmonische Reihe; sieist .. ... .. .

Vir 0<a<1 gilt k=A* (k=1,2,3,..) und somit !

Mit dem
Minorantenkriterium folg 2 l.“
i 0 < o < 1.
Obwohl der IFall & >> 1 aus Lehrschritt 43 bekannt isl,, l)clruchlcn wir
den Fall ¢ = 2 im jelzirren YHSammenh{mg gesondert. Iline konvergente

1
Majorante fiir ist 1+ 5' :
2 L 2 R
63
Sinngemiif lauten die Beweisschritte: 70
® o
Die absolute Konvergenz von 3 ¢, bedeutet die Konvergenz von D' el
k=1 [e) k=1
Wegen ¢ < 0 gilt |¢] = —¢p, also ist 3 (— ¢;) konvergent. Nach Satz 3
k=1 ©0
(siche 54) ergibt sich mit ¢ = —1 die Konvergenz von > ¢.
=1
—» 6

Ihre Begriindung muf} sinngemil lauten: 7 l
Die Majoranteneigenschaft liegt genau dann vor, wenn
1
< 1
G+ 17 =kk+1)

gilt. Zum Beweis hierfiir kann man anfiithren:

(k=1,2,...)

Die Ungleichung ist diquivalent zu
(k+12=k(k+1).
dine andere mogliche Formulierung lautet:

Die rechte Seite der ersten Ungleichung erhiilt man duveh Vevldefnern diw
Nenners der linken Seite

w72

—.29 -



72

73

74

= |
Die Reihe 3’ ————— hatten wir bereits als konvergent erkannt. Er-

Y /A'(l\' + I)

setzt man in im Nenner den Faktor [ durch &+ 1, so wird der

_‘_
k(e 1)

Nenner vergroﬁert un(l damlt der Bruch verkleinert.

Also ist =& l.(l\ il Nach dem Majorantenkriterium folgt somit

(k + 1)
die Konvergenz von g (I\—{{l)

oo
Die Partialsummen von Z' ]2 und 2 unterscheiden sich jeweils
k=1 k=1

]I, + 1
nur durch die additive Konstante 1. Die rolgLn der Partialsummen und
damit die Reiheu haben also das gleiche Konvergenzverhalten.

Folglich ist 2, knn\ ergenl.

» 73

,

Aufgabe 15:

e 1
Untersuchen Sie unlcr Benutzung der Vergleichsreihe 3 y das Kon-
.:1 L

vergenzverhalten von S’ fur o> 2,
L_

Wolfiir wiirden Sie sich zur Losung der Aufgabe entscheiden?

(a) Untersuchung, ob eine der Ungleichungen 1\1, < Tla‘ oder — = T ailt
» 82

(b) Anwenden des Minorantenkriteriums — 74

(c) Anwenden des Majorantenkriteriums —_— 83

Sie haben sich fiir das Minorantenkriterium entschieden, ohne zu heachten,

[e o)
- x 1 !
daBl wir Thnen als Vel'g]e'c]lsrelhel;l k2

konvergiert aber (vgl. 72). Sie kénnen mit ihr und den Vergleichskriterien
also hochstens die Konvergenz einer anderen Reihe nachweisen. Lesen Sie
noch einmal aufmerksam die Vergleichskriterien in 61 und 68 durch, und
gehen Sie anschliefend nach

vorgeschrieben haben. Diese Reihe

=30 ==



Die Begrindung fiiv die Aussage
0o
,,2 by ist absolut konvergent®
mull etwa lauten:
(0 oo

S l',_ geht aus 2 a, durch Anderung endlich vieler Glieder hervor. Das

,~I( iche gilt deslm]l) auch fir Z || und 2 ]ah‘ Da > |”A[ nach Voraus-

setzung konvergiert, konv ngl(,l' t also auch Z‘ |l d. h. 2(), ist absolut

lkonvergent.

Da Sie diese Aussage richtig gefunden haben, ist von Ihnen der Begrill
der absoluten Konvergenz richtig verstanden worden.

» 79

Sie haben bei Ihrer Begriindung iibersehen, dall b, = k(—1)¥ nur flir die
ersten zehn Glieder gilt.

Alle iibrigen by stimmen mit den a; iiberein, die nach Satz | (vgl. 49) eine
Nullfolge bilden. Durch das Andern von endlich vielen Gliedern einer
I‘olge wird der Grenzwert der FFolge aber nicht geiindert.

Ermeut ——» 81

Was war das Motiv fiir Ihre Entscheidung?

(by) ist keine Nullfolge. —» 76
Die b, haben unterschiedliches Vorzeichen. — 78

Die Aussage ,,Die b, haben unterschiedliches Vorzeichen® ist sicher fiir

oo
die ersten zehn Glieder von > by vichtig, fiir Thre Untersuchung aber villig
k=1 o
belanglos, denn fiir alle iibrigen Glieder gilt by = ;. und 3 |a;| ist nach
(=1

Voraussetzung konvergent. Lesen Sie nochmals 80 und entscheiden Sie
sich neu in 81!
—_—» 80

— 31 —
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79

80

8|

Wie sieht Thre Antwort in der zweiten Spalte von Aufgabe 16 in 81 aus?

X
oder — 91
% » 8§
» 89
X

2 1
Im Lehrschritt 72 demonstrierten wir am Beispiel der Reihe 3] T dal}
=1 0
das Weglassen bzw. Hinzufiigen eines Gliedes das Konvergenzverhalten
einer Reihe nicht veridndert. Die dort verwendete Beweisidee lifit sich
verallgemeinern und damit zeigen:

Durch Weglassen, Iinzufiigen oder Abiindern endlich vicler Glieder ciner
Reihe wird das Konvergenzverhalten nicht beeinfluit. Das gilt auch fiir
absolute Konvergenz. —F > 81
e e O MRS

oo
Aufgabe 16: 3 a; sei absolut konvergent. Wir setzen
k=1
by==Fk(—1* fir 1 < k=< 10 und b= a; fir k= 11.
., (ee) [ee)
Kreuzen Sie fiir 3’ b und 3 (—1)*a, die jeweils richtige Aus-
sage an! k=1 k=1

oo oo
b | 3 (—1)ta
=1 k=1

Die Reihe ist divergent.

Die Reihe ist konvergent, aber nicht absolut
konvergent.

Die Reihe ist absolut konvergent.

> 85
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= |
Da wir Thnen ] TE als Vergleichsreihe vorgegeben haben, ist der von
=1

Ihnen gewiihlte Schritt sinnvoll. Sie miifiten sinngemiill zu folgendem
[Srgebnis gekommen sein:

. . s l 1
M A= L und & > 2 gilt 12 = L, also % = — =
1 R
Hu' erkennen daraus, daf} Z T eine konvergente (vgl.72) Majorante von
;
\' e st, kinnen somit (Ias Ma]m'anteulu-ilerimn anwenden und erhalten
g
1
.Iu, absolute Konvergenz von 2’ fiir x > 2
2 ke —————» 80

Sie haben sich richtig [iir das Majorantenkriterium entschieden. Beweg-
arand fiir Thre lﬂnlsvheichm" miilite die Konvergenz der angegebenen

1 . . ..
Vergleichsreihie 2 = sein, die die Anwendung des Minorantenkriteriums
k=1"
schon ausschliel3t.

' Wenden Sie das Majorantenkriterium an, und notieren Sie die

5 hierzu nétigen Schritte!

1 (o) y . X
Sie hatten nur noch zu zeigen, dal} S‘ T‘ Majorante von ¥ T ist. Dies
= 2

erfolgt etwa so:

: N ‘ 1
[Fiir 2= 1 und a > 2 ist 12 < k%, also —l—§

Mit dem DMajorantenkriterium folgt jetzt sofort die Konvergenz von

% fiir & > 2.

2.

—» 80
R £ AT B S e e Al T A R S S S R T G i i i s bt N S itk

Wir betrachten vorerst nur Thre Entscheidung in der ersten Spalte,

Falls Thre Antwort so aussieht: , begriinden Sie Ihre Aussage!
s Dann ——» 75
IFalls Sie anders entschieden haben —» 77

3 Wenzel u.a., Konvergenzkriterien - 33 -
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86

87

. '2 der Grenzwert hm

LK Z b,‘_absolut kOnvergiert‘und dall

‘la la ékiétiert.
"k—»co bk’ } 3 2 i

o

~ Dann folét(i"hieraué die .absc‘>1‘uté"Konvergenz von ' ag.

k=1

gleichung

Beweis: Aus lim lal _ A folgt mit einer festen Zahl 3/ > A
oo | Okl
[LZ'k,! < M (siehe Abb. 1) und damit || < M |b]. abgesehen von
k
a
T A _— M
| | _ b I Abb. |
|5y
A M

endlich

nz+]

von 2 I(ILI Hicraus folgt die Konvergenz von ,\ |u,| dices bei der Kon-

k=m
vergenz aul endlich viele Glieder nichi .||1|mnnnl (vl Lehvesehritt 80).
» 87
Analog beweist man
Satz 6 (Erganzung zum Mmorantenkntenum) -
1 2 Ib,,[ dlverglert und daB

vielen Gliedern, also gewill von einer Stelle /o= e aly (

oo
). Folglich ist 37 M |by] =

k=m I. —m o)

i

b o
9, der Grenzwert lim I 196 o istiert; -

Ic—»oo ay

. Dann folgt. hiex"aus‘die' Divergenz von 3 |ay].
i e LEh - k=

— 94 —

v = N,

[e0)
MY l/rkl cine konvergente Majorante

die Un-



(o]
Siesind der Meinung. dafd 3 (— DFay konvergierl. aber nicht absolut Kon-
[e5} k=1 0o
vergiert, du b dals ST (= DFa = 3 Jag] nicht konvergiert,
k=1 =1
[feachten Sie diese Gleichung und die Delinition der absoluten Konver-
penze lhine Rethe ist absolut Konvergent. wenn die Rethe der Betviige

theer Glieder konvergiert,” Fatscheiden Sie sich nochimals!

» 79

[hee Antwort fie die zweite Spalte ist vichtia,

Die Begriindung hestehtin der Gleichung

{(7 l)/"u,_.l = |”h‘i .

Sie Konnen The Stadium Tortsetzen.

Folahrangsgemild bereitet dem Anfiinger die Anwendung des Majoranten-
tnd Minorantenkriteriums (Lehreseheitt Gl Satz 40 und Lelieselitr 68,
Satz G) in komplizierteren Fillen gewisse Schwierigheiten, da hiceber mit
['neleichungen gearbeitet werden mull. Zore Erleiehterung Tormulicren

wir zu den Siitzen 4 bzw. 6 die folgenden beiden Sivtze A" und 67,

> S

(e8]

Siesind sicher darvither gestolpert. dald zor Gewinnung von S (— 1ka,,
oo k=1
aus S unendlich viele Glieder gedindert werden miissen. Sie haben des-
k=1
hally ganz richtig geschlossen. dald Leheseheitt 8O0 hier nicht anwendbar ist,

Yisitin T 0 H
Priigen Sie sich ein:

(e}
Dic Voraussclzung .. > ¢, ist absolut Konvergent™ ist gleichwertig mit
0 =1

o ay] st Konvergent®.
=1
\ergleichen Sie die absoluten Betriige von (— 1k, und ap and entseheiden
Sie sich new.

—_— 7Y
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92

93

%4

95

oo
> |ai| gefolgert werden.
k=1

Die Beispiele in den Lehrschritten 69 und 73 sowie die Aufgabe ¢) im Lehr-
schritt 50 werden jetzt mit Hille der Siitze 4" und (" hehandelt.

Beispiel 1 (\'nrl Lehrsehiritt 69): Gemiilh Satz (6" folgt aus der Divergenz

2 4 ., ; " ok i .
der Reihe 2 b= 3 B die Divergenz der Reihe D' ap = > G im Ialle
k=1 " k=1 k=1
- : by . ke [ .
0< a< 1, denn der Grenzwert lim 1o _ lim —— lnn — existiert
k-0 Iak k—o0 ke I

wegen 1 — « > 0. Er hat den (jetzt nicht inl.crcssicrcml(m) Wert ().

> 93
T B S N A ST 7
Beispiel 2 (vgl. Lehrschritte 72 und 73): Gemiill Satz 4 lolgt aus der ]\'nn-

. 1 N —_ 1 i ’ ., A1 N N
vergenz dei ]’lelheké,1 by —k‘;’gl‘ WD die Konvergenz \onL%lak = }1 7.——
im [Falle « = 2, denn der Grenzwert
al Klk4+1) . !
lim lal _ =lim ———=1lim *—j, JI—]IITI e
P lbkl s o Paid o« ] «—1

existiert wegen « — 2 = 0. IXr hat im I'alle &« = 2 bzw. « > 2 den (jetzt
nicht interessierenden) Wert 1 bzw. 0. > 96

= A 4= 0 existiert auch

k

Sie brauchen eine Hilfe. Wegen lim
1 k—oco

A

by,
ay,

lim
k—>00

Machen Sie eine IFallunterscheidung [ir das Konvergenzyverhalten

oo
° von 3'|b und versuchen Sie den Beweis erncut,
=1
Erst dann ——p 95

Den Beweis kann man etwa folgendermalien fithren:

1. Fall: |bk| ist konvergent. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 4’
L—‘l oo
erfiillt, uml es kann somit die Konvergenz von 3' |a;| gelolgert werden.
L-‘l
2. Fall: lbkl ist divergent. Dann sind wegen
k=1

e
a;

Iim
k—»00

ay

k

lim
k—oo

die Voraussetzungen von Satz 6 erfiillt, und es kann die Divergenz von

» 99

— 36—



Heispiel 3 (vgl. Aufgabe ¢) von Lehrschritt 50): 96

(=]

o 1\ . .

Die Reihe 2 In (I. -+ 7{—) ist aul Divergenz bzw. Konvergenz zu unter-
k=1

sichen. Die Funktion In (1 4 ) hat bekanntlich an der Stelle v == 0 den

I'unktionswert 0 und die Ableitung ist dort gleich I. Also ist die Gleichung

der Tangente an die Kurve In (I + ) an der Stelle 2 =0 durch y==

geaeben (siehe Abb.2). Fiir grofe & ist deshalb die Grole = cine brauch-

| 1 _ ‘.
hare Nitherung von In (I + ) Angeregt durch diese Vorbetrachtungen

k
) . . . & S |
withlen wiv als Vergleichsreihe die harmonische Reilie 3 0, == 3 e Aus
=1 k=1 ™
y y

y=In(1+x)  Abb.2

>l

der Divergenz dieser Reihe folgt nun auch die Divergenz der Reihe

Elln (l -+ %) gemii} Satz (', denn der Grenzwert

1
In (l -+ —-—) .
5 : ; y ; L4 )
lim L7 lim BT o lim il ta) lim LI [
J:— 00 [ ay| k= oo i_ -0 it -0 1+
IN
existiert, wobel zum Schluf} die Regel von de I'Hospital benutzt wurde.
» 100

Die Antwort lautel sinngemiill: Imm angegebenen Beispiel sind die Voraus- 97

setzungen von Satz 7 verletzt, da zwar der Grenzwert lim
jedoech den Wert O hat. ko0

exisliert,

'k

» 101
R R R G B A T B e P G R | TR oy s A A i D8 i TG L TR

oo o
Wiire Satz 7 anwendbar, dann wiiren die Reihen 7[_ und II enlweder 98
heide konvergent oder beide divergent. k=17 =1 "
Das ist aber falsch. Infolgedessen konnen die Voraussetzungen von Salz 7
nicht alle in unserem Beispiel erfiillt sein.

Welche der Voraussetzungen ist im vorliegenden Beispiel nicht evfiilli?

' IErst antworten, dann — LY
®

4 Wenzel u. a., Konvergenzkriterien — 37 —



99

100

101

102

Wir wollen nunmehr Lcsten, ol) Sie den Satz 7 \'()ll\'liin(]ig erfalit haben.

Bekanntlich konvergiert Z’ Az , und es divergiert 2 . Der Grenzwert
1 p=1 "
K 1 . . X
von lim mit a, = = und b, = s existiert. Wie vertriigt sich das Ir-
k00 bk *

gebnis mit Satz 7?
Ich habe eine Antwort. _ » 97

Ich verstehe die IFrage nicht. - » Y8

Mit Hilfe der Siitze 4’ und 6’ sollen Sie den folgenden Satz beweisen:

existiert und von Null verschieden ist, so haben

‘ Satz 7

k—+oco

die beiden Reihen 2 |a| und 2 |b;] das gleiche Konvergenz-

verhalten, d.h., 51e smd entweder beide konvergent oder beide
divergent.

Ich glaube, den Beweis gefunden zu haben, und michte seine Richtigkeit

iiberpriifen. O
» 95

Iech kann den Ansatz fiir den Beweis nicht finden.
» 94

Die Vergleichskriterien sind zwar sehr weitreichend, aber oft relativ un-
bequem in der Handhabung. Wir wollen deshalb zwei weitere Kriterien
kennenlernen, die eine Entscheidung auf rechnerischem Wege leicht er-
moglichen, dafiir aber nur die Untersuchung einer kleineren Klasse von
Reihen gestatten.

> 102

L 3 T N Yl
Satz 8 (Wurzelkriterium):
[~ <)
Gegeben sei die Reihe 3'a;, und es existiere der Grenzwert
=
Jim l/lakl =

Ist p < 1, dann ist 2 a “absolut konvergent.

Ist p > 1, dann ist 2 a;. divergent.
k=1

Im Falle p= 1 ist auf diesem Wege keine Entscheidung maglich.
— 103
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Zum Beweis der absoluten Konvergenz im Falle p <7 | benutzen wir die
ldee des Beweises von Satz 4.

|
Aus lim J]a,| = p < 1 folgt mit einer festen Zahl ¢ mit p < ¢ < 1 die
k k

y — 00 Ry
Ungleichung l/l(lk] < ¢ (siche Abb. 3) und damit l"k| < ¢*, abgeschen von

I I T 1
0 p q 7 Abb.3
endlich vielen Gliedern, also gewil von einer Stelle /o= m ab (k= m,

o
m+1,...). Wegen 0 < ¢ <1 ist somit > ¢* eine konvergente Majorante

k=m

(o8] [ee]
von ' |ay|, also ist nach Lehrschritt 80 3 ) absolut konvergent.
k=m k=1

Im Falle p > 1 folgt durch eine analoge Uberlegung wie im IFalle p < 1,

e T—
daB es einen Index I gibt mit V|a;] = 1 fiir alle & = L. Dann gilt aber auch

lag| = 1 fiir alle k = 1. Also ist (ag) ........... Nullfolge. Nach Satz 1’
o (keine/eine) )

(vgl. 52) ist > a; divergent.
= — 106

Sie haben ,,absolute Konvergenz® erhalten, also einen Wert p <1 ge-
funden. Dieses Ergebnis ist falsch.
Foe

@ Cinen IFehler begangen

Sie miissen ber der Berechnung von p = lim
haben. kiHod

» 105
O A A P T i R i Rl

Zur Berechnung von p geben wir folgende IHinweise:

Is gilt

k__ k. k/;
1. Va2 = Va - Ya (a= 0);
e
2. liml === 1 (diesen Grenzwert hatten wir bereits in 1086,

k—>00
zweites Beispiel, verwendet).

' Wenden Sie nach Berechnung von p das Warzelkriterium erneut
an. Sie erhalten:

absolute Konvergenz - » 104
Divergenz —» 108

=39 —~

103

104

105



“Satz 4’ (Ergiinzung zum Majorantenkriterium):

o
¢
H
s
o
s

86

Von den beiden gegebenen Reihen 2 ap und 2 b,, sei bekannt,

daB
o ,
1. 3 b absolut konvergiert und daf3
k=1
- . e -
; 2. der Grenzwert lim lb—"l existiert.
1 : . k—oo 17k \
. oo
Dann folgt hieraus die absolute Konvergenz von ' a.
P, k=1
Beweis: Aus lim |»' A folgt mit einer festen Zahl 3 > .1 die Un-
oo | Ukl

; a : ; P
gleichung ,:,’,)A'[< M (siche Abb. 1) und damit |a,| < M |b]. abgescehen von
k

|3,
‘% ® * Ir - b Abb. |
by |
A M
endlich vielen Gliedern, also gewill von ciner Stelle L= aly (k= m.

m+ 1, ...). Folglich ist 2 ]I;,l cine konvergente Majorante

k=m l “m (5]

von 2 l”kl Iicraus folgt die Konvergenz von 3" ||, daes bei der Kon-
k=m l.- 1

vergenz aul endlich viele Glieder nicht ankommt (vgl. Lehresehritt 80).

» 87

87 Analog beweist man

- Satz 6" (Ergiinzung zum Minorantenkriterium):

: ﬁVon den belden gegebenen Relhen 2’ a; und Z’ by sei bekannt,
daf}

“0 4. 3 || divergiert und daB
. k=1 Z s

7 N : j b e . &
2. der Grenzwert lim 1% existiert.

ko0 | Ok

Dann folgt hieraus die Divergenz von 3 |ay|.
o =1

— 34—



oo
Sie sind der Meinung. dald 3 (— Dfa; Konvergiert, aber nicht absolut kon-

0 k=1 o
vergiert, ALl dald ST [(— DEa] = 3 |ag] nicht Konvergiert.
k=1 =1

Beachten Sie diese Gleichang und die Definttion der absoluten Konyver-
genz: oy line Reihe ist absolut konvergent. wenn die Rethe der Betviige
threr Glieder konvergievt.” Entscheiden Sie sich nochimals!

» 79
T R e R S B P A P W e B e ) (oAl il S 02
Thre Antwort [ die zweite Spalte ist vichtig.

Die Begriindung besteht in der Gleichung

[(— D)Fay| = |ag]-

Sie konnen Hhe Stadinm fortsetzen.

LForlfahrangsgemild heveitet dem Anlinger die Nnwendung des Majoranten-
und Minovantenkreiterivms (Lehesehrivt G Sanz 40 und Leliesehrite 68,
Salz G) in komplizierteren Fillen gewisse Schwicrigheiten, da hiceber mi
Ungleichungen gearbeitet werden mual. Zoe Ereleichterung formulieren

wir zu den Siitzen 4 bzw. 6 die folgenden beiden Sivze A" und (7,

> SG

oo
Sie sind sicher darviiher gestolpert. dald zor Gewinnong von S (— Dk,
00 A=
aus ' ap unendlich viele Glieder geiindert werden miissen. Sie haben des-
k=1
halh ganz vichtig gesehlossen. daly Lehrsehritt 8O hier nicht anwendbar ist.

Priigen Sie sich cin:

oo
Die Voraussclzung .. > ¢, ist absolut konvergent ist gleichwertig mit
0o k=1
> |ag] ist konvergent.
=1

Vergleichen Sie die absoluten Betviige von (— 1)ka, und a und entseheiden

Sie sich neuw.
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107

Die Anwendbarkeit des Wurzelkriteriums wollen wir an einigen Beispielen
erliutern.

1.

(o)
. die Reihe 3/

. . . o —l \k
Wir untersuchen zuerst die Reihe 3 (f——) .
=y \3k -1

. [ |
= | i % _};41 =

k=00

Wieinden p = i iz = i ()|
ir finden p = lim ||a,| = lim | (_)
k-+o0 ‘ ;>0 l 3k -1

Aus p < 1 folgt die absolute Konvergenz der Reile.

. Als néchste Reihe untersuchen wir die als divergent bekannte harmo-

k pu—

; ¥ L S . & o o g A
nische Reihe s mit dem Wurzelkriterium. Wir finden p = lim = |

E=1" k-0 .

(die ausfithrliche Berechnung dieses Grenzwertes finden Sie im Lehr-
schritt 111).

Das Wurzelkriterium gestattet hier keine Aussage, da der I'all p = |
dort nicht erfaBt ist. Ehe wir das Ergebnis nither erliutern, behandeln
wir noch

1 . . .

T die uns als konvergent bekannt 1st, mit dem Wurzel-
k=1

kriterium.

Hier ergibt sich ebenfalls

1

2

;

1

= lim II: L -lim ,—I—1~ ==,

kool B poco

E
p=lim I

k—oo

Aus den letzten beiden Beispielen erschen wir, dafi im IFalle p = | so-
wohl Konvergenz als auch Divergenz auftreten kann. Im Ialle p= I
liefert uns das Wurzelkriterium keine Entscheidung, es sind dann andere
Untersuchungen notwendig.

» 107

Aufgabe 17:
Untersuchen Sie mit dem Wurzelkriterium das Konvergenzverhalten der
Reihe

© 9 \k

2 4 (,—) :

k=1 -
Ihre Losung: ...
Ihr Ergebnis ist: ,,absolute Konvergenz* — 113

. Divergenz* AR [y [

— 40 —



Sie haben recht! Die richtige Rechnung lautet etwa:

ok T kT
p=lim -/_,;;lnn | I = ’Inn l = lim 5 =2
ko0 oo ' o =00 koo !
k—r
(lim l/ = I hatten wir Thnen schon in 106, Beispiel 2, angegeben).

k=00

Aus p= 27> 1 folgt dic Divergenz.

» 109

In idhnlicher Weise wie das Wurzelkriterium Lifit sich auch das folgende
Quotientenkriterium beweisen. Wir geben es Ihnen deshallh oline Beweis an.

Satz 9 (Quotientenkriterium):

Gegeben sei die Reihe Zak, und es existiere der Grenzwelt

k+1 E=1

A

p=lim

k—o00

0o
Ist p <1, soist > a; absolut konvergent.
Fel
e ]
Ist p > 1, so ist 2 ap divergent.
Im Falle p = 1 liefert das ()|1oll(ml(,nl\meuum — ebenso wie das Wurzel-
kriterium — keine Iintscheidung.

» 110

[ee]
Als Beispiel untersuchen wir die Reihe ZTT mit [ilfe des Quotienten-

krviteriums. E=1""
Wir erhalten:
- ag !
=lim %49 — i — .
P pasvorl Bk Foses (4 L)
i | g T, |
= lim 3 =lim - =0,

oo L 28k (RFT) ook 1

A8

: 1
also 1st 2 T (absolut) konvergent.

» 115

— 41 —
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kA -
Sie wollten die Berechnung des Grenzwertes lim

- | nachlesen:

k—o0 /"
o 1.1
1 —llv— . %ln LL L]_l,“;, ¥ t i
lun (—) = lime ¢
k-0 k—o0o k k-»oc0
Nach der Regel von de I’'Hospital gilt abe
1
0—
. 1 . 1—Ink ; k
lim ]1 In . lim L - ah = lim = 0.
k—oo Y k-»00 k k=00
Also folgt:
L.‘__
Iim ,/ e €0 =1
k—oo =

' Setzen Sie jetzt das in Lehrschritt 106 unterbrochene Studium
. fort!

—» 106
R . e e T L 2 A A T
12 "

) Quotientenkriterium:

[k 1)1 (28! k41
Bim e DI (e — M

e 2RI 1) H:“ll (H’)L
(k!)?

b

-+ ist absolut konvergent.
2k)!
=il

)+

2) Quotientenkriterium:

. (k1) 5kt _
1322——5’:(1.-—{—2)! lunk_'_‘) 0.

5P gt absolun ]
——— 1st absolut konvergent.
21! E
3) Wurzelkriterium:
k;

3k 3 9

oo 1/ 3 2

lim |/ = = < 1.
Eesoo /(2 arctan k)k 2w <

Die Reihe ist absolut konvergent
) Divergent (Quotientenkriterium)
5) Konvergent (Wurzelkriterium)

v

2 S s
6) ap = k¥ - sin¥ T Divergent (Wurzelkriterium)

» LIS
— 49—



Ihre Lisung ist richtig! I I 3

Aufgabe 18:

DY
Untersuchen Sie jetzt noch die Reihe ) ;_,, mit dem Wurzelkriterium!
b=1"
L T 1 T o e e e N 0 B ) S e DS 8 s G I e eV O A
' Entscheiden Sie:
®
Die Reihe ist absolut konvergent. —» 104
Die Reilie ist divergent. —_» 108
Ich habe p nicht berechnen kinnen. —_— 105

Sie haben Divergenz ermittelt. Die richtige Rechnung miilfte sinngemiily I |4
lauten:
, Ee B TN A 7INE 2
p =lim l/|(1k| = lim I )(— 1)* (—) = lim , 7_—) = lim g = 0.

koo k—oo ] k—oo "

E

orrigieren Sie den I'ehler und Thre Entscheidune, Sie kinnen dann die
I I Sie den Ivehil I Thre Entscheidung. Sie | | |
niichste Aulfgabe behandeln.
» 113
ITaben Sie das gleiche Rechenergebnis p = 0, so miissen Sie Satz 8 in 102
nochmals aufmerksam lesen und dann nach 107 zuriickkehren.
_ 102 ——» 107

Aufgabe 19: I I
0o a2

- " . k2 .
Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe 3 = mit dem

h . . . ~ Ok

Quotientenkriterium! k=1

Ihre Rechnung: ..o

Ihr Ergebnis:  absolute Konvergenz 119
Divergenz —_ 120
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116

L7

In den folgenden Lehrschritten werden lhnen weitere Ubungsaufgaben
gestellt. Damit wird Ihnen Gelegenheit gegeben, sich zu den «1\\011;(mcn
Kenntnissen auch die erforderlichen Fertigkeiten bei der Bestimmung
des Konvergenzverhaltens unendlicher Reithen anzucignen.

Zuniichst werden Sie priifen, ob das Wurzel- oder das Quotientenkriterium
relativ leicht durchzuliihren ist. Sollte das nicht der IFall scin, oder sollten
diese Kriterien keine Entscheidung liefern (p = 1), so werden Sie priifen,
ob lim a, = 0 gilt. Sollte das nicht der IFall sein, so liegt Divergenz vor.
Andernfalls benutzen Sie die Vergleichskriterien (Sétze 4 und 6 oder auch
Sétze 4 und 6). Hier werden Sie sich vor Aufnaline der Rechnung zu-
niichst iiberlegen, ob Sie die in I'rage stehende Reihe aul Konvergenz oder
Divergenz priifen. Das macht dem Anfiinger hiulig Schwierigheiten. Des-
halb werden IThnen in den Lisungen bei einigen Aufgaben dic daliiv er-
forderlichen Gedankengiinge erliutert.

Als Vergleichsreihen reichen hiiufig aus:

absolut konvergent fiir |¢| <
1. die geometrische Reihe 2 q"/
=N divergent fiir |¢| = |

(absolut) konvergent fiir « > |
2. Die Zeta-Reihe 2 <

divergent fiir « < |

Aufgabe 20:

Stellen Sie durch Reihenvergleich fest, ob die folgenden Reihen konver-
gieren oder divergieren.

Ink

m?vr

1

3) g‘ sin;

Beachten Sie: ]//c—i— 1 = ]/Zl/l +—}.—, ferner die ldee im lLehrschritt 96.

Ihre Losungen konnen Sie mit denen in 123 und 121 vergleichen.
123
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Aufgabe 22: l | 8

Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten [oleender Reithen mit einem
o] D
geeigneten Kriterinm,
1) ————
AR
Q-2

% ¥ B
= 3k+4

®. |
3 2 nEFn

oo SN ——
¢

N 20

5) 3 (F- 1

6) 3

ok
=1

L
~

L k

N 20T

k=1

1

)2

Die Losung finden Sie in Schritt 122,
» 122

Jawoll — Ihre Losung ist richtig. I I 9

offentlich haben Sie p =1 erhalten. Den Rechnungsgang konnen Sie
[Hoffentlich haben S 1 erhalten. Den Recl osgang S
in 120 vergleichen.

» 116
S R3S S e T S o A e QAR e T Al (o e D DB

Thr Lrgebnis ist falsch. I 20

Ein richtiger Weg zur Berechnung von p ist

. 3 . e - 1)2 2k . § 2
p=lm T4 _ Jimn ((l )—{;T) : 7) =lim Qé—*&
koo Tk koo = 12 k—oo 2k
=5 Iim (Lt{y = 7]
2 b 2
k=00
' Korrigieren Sie Thre Rechnung.
- _— » 116
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121

122

oo
3) > sin o
k=1 =

3

Iiir grofle /-Werte wird 5 sehr klein. Iiir kleine Argumente o gilt aber

die Niherung sin « =~ a (vgl. die Idee von Lehrschritt 96). Das [iihrt
zu der Uberlegung, eine Untersuchung auf Konvergenz mit der Ver-

. . < f 4 \k .
gleichsreihe 3 (—) als konvergente Majorante durchzufiihren.

)
F=1\“
.o -
) 5111'2—,‘ ] 51112—"‘
lim g = limn:. —— ==
k—=oo |l ___ k—o0 —_—
2 2k
i - . sint
(Beachten Sie: lim——=1).
t—0
e Fid
Der Grenzwert existiert; > sin =z st folglich absolut konvergent.
k=1 =
oo
4) Divergent; Vergleichsreihe: 3 3
k=2 "

- . . . = 1
5) Divergent; Vergleichsreihe: 3/ e
k=1 "

o
6) Konvergent; Vergleichsreihe: > —-

k=1 k?

1) Divergent (Quotientenkriterium).

2) Divergent, lim a; 5= 0; damit entfallen weitere Untersuchungen.
k—oco
: 3 24
3) Divergent; Minorante: ] .
k=1 =

(e} 4
4) Absolut konvergent; Majorante: >/ L
k=1 ]
5) Absolut konvergent (Wurzelkriterium).
G) Absolut konvergent (Quotientenkriterium).
. i
7) Absolut konvergent; Majorante: LZ’I—F—-
» 125
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e
= 1

> ——+ Wenn man den Nenner betrachtet, erkennt man, dal fiir l 23
= 4k — k
grofie k der fiir den Wert des Nenners dominicrende Anteil 412 ist.

o . 5 ; . 1, 2 4 \
Damit liegt ein Vergleich mit der Reihe = > ¥y nahe, deren (absolute)
4 v
=1
Konvergenz bekannt ist.

Anwendung von Satz 4" ergibt:

1
. 4k2—k ; 412 %
lim = lim = lim —=1.
pvoo l 1 pacdhi—k 4,
4 k® k

Dieser Grenzwert existiert. Die (absolute) Konvergenz der Reihe

0o
ist damit bewiesen.

1
= 4k — ke

Ink . . 21 4, . . 3 | . 3
2 e - Die Reihe 3 }7]: (Letu-]’;clhe im Ialle « = —"-—) divergiert.
k=1 Yk k=1Vk 2

cine divergente Minorante der zu

Ink _ In2 2
Wegen > ——ist (In2)
o T 5 7 E
Vi Vi §1
untersuchenden Reihe. Diese ist also divergent.
» 121

Aufgabe 21: I 24

Wenden Sie zur Bestimmung von Konvergenz oder Divergenz der folgenden
Reihen je nach Zweckmiiligkeit das Quotientenkriterium oder das Wurzel-

kriterium an,

1) 2 CR. 95 5 . 3) w__ ¥ . g Sk—g.
L@R)Y T S &1 Qarctan )k Sk 4470

N 2

o 9
é‘ lgk 06) l‘\lll——+‘)“blll2 +3‘sm — - 42 sin? 2—»{—--‘.

Die Losungen finden Sie in Schritt 112.

' Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit diesen!
(]
—_  » 112
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I 25 Aufgabe 23:
i i : Gk in denen Sie

Abschliefend werden lhnen noch zwer Aufgaben gestellt,
feststellen sollen, fiir welehe Werte von a diese Reilien konvergieren hzw.
divergieren.

S (V;

k
) k! (@>0, a+e)

= ke
2k
2) Lgl ul:u _T (” #= 0)

' Losen Sie die Aufgaben selbstindig!
° » 126

I 26 E Vergleichen Sie!
Va Va

°
1) lim (Vay+ (e + 1) R* = lim =

koo (k4 D (Yaf k! joo (1_*_%) P

Konvergent fiir Yo g dh fir 0< a < e
¢

- s a bee ~ '
Divergent fiiv =— > |, . h. liir a > ¢
(5]
2) Konvergent fiir alle @ > 0.

Divergent fiir alle a < 0.
» 128

I 27 Textliickenverzeichnis
- 54

. der Folge ihrer Partialsummen. S S
59 ...und hat den Wert Null. —_— 3
61 ..., also daB die Heiine g’ |a| konvergiert. —» 6l
=1

61 Die Folge (t,) ist m()knol,on wachsend. — 6l
69 ... die Begriffe ,,Konvergenz“ und absolute Konvergenz zusammen.

> 6Y
69 ... harmonische Reihe; sie ist divergent. — (9
103 Also ist (a;) keine Nullfolge. —» 103

48



Zusammenfassung (Basaltext)

Einfachste Konvergenzkriterien [iir unendliche Reilien

Definitionen (23, 36, 64)1)

oo
Unter einer Reihe 3 a; (q, veell) versteht man die Folge (s,) der Partial-

F=1
% . s s : :
summen s, = Y a; (n=1,2,...). Die ¢ heilien Glieder der Reihe. Die
=
Reihe heifit konvergent, wenn lim s, = s existiert; in diesem I'all schreibt
oo n—>0o0
man > a, = s.
k=1

Eine Reihe heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist. 5 ap heif3t
o] IL-‘Zl

absolut konvergent, wenn 3 |a;] konvergent ist.

k=1

Siitze
Jede absolut konvergente RReihe ist konvergent. (63)

Die Abiinderung endlich vieler Rethenglieder beeinflufit das Konvergenz-
verhalten nicht. (80)

(e (o]
Sind S‘ aj und D' by konvergent, so ist auch 3 (a; -+ ;) konvergent, und
Py k=1 k=1
o oo
es gilt Z ap+ b)) = > ap + D by (54)
k=1 k=1
oo ) [eo)
Ist 3 a; konvergent, so ist fiir jede reelle Zahl ¢ auch 3 ca; konvergent,
k=1 k=1
und es gilt 2‘ cap=c¢ V ap. (54)
K—l

') Die Zahlen geben die Lehrschritte an, in denen die Delinitionen, Sitze oder
Kriterien aufgefiihrt sind.

— 49 —
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Wichtige IKonvergenzkriterien sind:

1. Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dal} ihre Glieder eine Null-
folge bilden, d. h., hinreichend fiir die Divergenz einer Reihe ist, daf} ihre

Glieder keine Nullfolge bilden. (49, 52)

oo

|

k=1

ap absolut konvergent (Majorantenkriterium). (61)

WK

k

. Wenn 3' by absolut konvergent ist und |ay| = |by] gilt, dann ist auch

[ee] (e}
3. Wenn > |b;| divergent ist und |b| =< |a;| gilt, dann ist 3 |a;| divergent
=1 k=1

(Minorantenkriterium). (68)

11

oo
4. > ay ist absolut konvergent, wenn lim .
k

k=1 k-0

A1

existiert und grofler als
ag

oo
ist. > a; ist divergent, wenn lim
k=1 k—o0

(Quotientenkriterium). (109)

e} | P
5. 3 a; ist absolut konvergent, wenn lim J/|a| existiert und kleiner

k=1 k00
oo k—

ist. D' a; ist divergent, wenn lim ]/[ak| existiert und grofler als
k=1 k-

(Wurzelkriterium). (102)
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Damit sind Sie am Ende des Lehrprogramms angelangl.

\Wir hoffen, daB} Sie durch das Programm iiber feste theorvetische Kenntnisse
und praktische Fertigkeiten im Umgang mit unendlichen Reilien verliigen.

Wir wiinschen uns, dafl Thnen diese IForm des Lernens Spal} bereitet hat
und Sie bald wieder zu einem programmierten Lehrmaterial greifen.



Nachwort

Der Kenner wird im vorliegenden Programm die Leibnizsche Regel ver-
missen. Wir haben sie hier noch nicht aufgenommen, weil man sie erst
bei der Untersuchung alternierender Reihen benutzen wird, fiie die keine
absolute Konvergenz vorliegt; d.h., man bestimmt mit ihrer Hilfe die Kon-
vergenz von alternierenden Reihen, die nicht absolut konvergieren. Solche
Reihen wird man jedoch in der Praxis moglichst vermeiden, da sie sich
fiir die numerische Auswertung nicht eignen. Bei dem Versuch, den Wert
der unendlichen Reihe durch eine ihrer Partialsummen gut anzunithern.
ist néimlich die Summandenanzahl so grofl zu wiithlen, daf} der numerische
Aufwand fiir die Berechnung zu umfangreich wird.

Es ist naheliegend, dafi der Lernende beim Studium des Programms
gefiihlsmiiig zu folgender Auffassung kommt: Ist eine Reihe konvergent.
so ist das ,,gut®, ist sie divergent, so ist das ,,schlecht®. Erst auf einer
spiiteren Stufe des Studiums wird diese Auffassung korrigiert werden
konnen: Einerseits konnen konvergente unendliche Reihen fir die Praxis
unbrauchbar sein, weil die Teilsummen, die gute Niherungswerte [iir den
Wert der unendlichen Reihe liefern, eine so grofle Summandenanzahl ha-
ben, daf} sie fiir die numerische Auswertung nicht in [rage kommen:
andererseits gibt es jedoch gewisse divergente Reihen, die trotzdem [iir
die Praxis brauchbar sind; man kann nimlich unter gewissen Voraussel-
zungen vorliegenden Funktionen unendliche Reihen zuordnen — soge-
nannte asymptotische Reihen —, die meist divergieren, wobei jedoch
Teilsummen mit geringer Summandenanzahl existicren, die fiiv die vor-
liegende Funktion gute Nitherungswerte lielern.

Sind die Glieder der vorgelegten Rethe komplexe Zahlen, so ist die Kon-
vergenz gesichert, falls die Reihe der absoluten Betriige der Reihenglieder
konvergiert. Man kann also die absolute Konvergenz von Reihen, deren
Glieder komplexe Zahlen sind, mit den IHilfsmitteln dieses Programms
behandeln.

Die Multiplikation von zwei gegebenen unendlichen Reihen wird im
Programm nicht behandelt. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf
das in dieser Reihe erscheinende Programm iiber ,,Potenzreihen.

Erprobungsversuche an der Technischen Universitiit Dresden ergaben,
dall den meisten Studenten dieses Programm gut gefallen hat, dal sie
es zwar anstrengend fanden, aber meinten, mit ithm mindestens ebenso
gut wie mittels der Vorlesung studieren zu kinnen.

=BY =
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