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Mit Hilfe der e-Umgebung 148t sich nun leicht folgender Begriff einfiihren:

Definition 10.3: Eine Zahlenfolge {a,} heift Nullfolge, wenn fiir jede positive Zahl D.10.3
& > 0 cine natiirliche Zahl N(g) derart existiert, daf}

a, € Uy0) fiiralle n = N(e) (10.11)
gilt.

Zur Erlauterung dieser Definition bemerken wir:
. Die Forderung (10.11) ist gleichbedeutend damit, daf3
la,| < e firalle n= N() (10.12)

ist. Somit sind Nullfolgen solche Zahlenfolgen, deren Glieder a, mit wachsendem n
dem Betrage nach ,,beliebig klein*“ werden, also auf der Zahlenachse beliebig
nahe bei Null liegen. Daraus ist auch der Name ,,Nullfolge abgeleitet.

. Fiir die Definition der Nullfolge ist es von prinzipieller Bedeutung, daB (10.11)
fiir jede positive Zahle gilt. Soist z. B. die Folge {a,}, a, = L’;a:—l, keine Nullfolge,

obwohl man sich fiir ¢ = —110— zundchst davon iiberzeugen kann, daf

[

la,| < L firalle n=>8
ilt. Wiahlt meir? namlich ein kleineres ¢, etwa ¢ = ! so folgt wegen a, > Rl
o © = oo > S0 OB eEen & > g,
1 1

3 > 100" daB die Bedingung a, € U,(0) bei ¢ = mfur kein n erfiillt ist.

Von ebenso prinzipieller Bedeutung fiir die Definition der Nullfolge ist es, daf3
(10.11) fiir alle n = N(e) gilt. So ist z. B. die Folge {a,}, a, = 1 + (—1)", keine
Nullfolge, obwohl a, = 0 fiir alle ungeraden n =1, 3,5, ... gilt und somit fir
diese n natiirlich bei jedem positiven & auch a, € U,(0) folgt. Fiir alle geraden n
ergibt sich dagegen a, = 2, so daBl bei cinem ¢¢€(0,2) immer a,¢ U/(0),
n=246060,..., folgt.

0

Es sei erwahnt, daB3 (10.11) bzw. (10.12) haufig auch so formuliert werden:
a, € U/0) bzw. |a,| < ¢ gilt fiir alle hinreichend grofien n.

(=1)"
n

Beispiel 10.7: {a,}, a, = ,isteine Nullfolge. Tatsachlich, es sei ¢ eine beliebige

positive Zahl. Dann muf fiir alle hinreichend groBen » die Bedingung |a,| < & gelten.
Wegen |a,| = % ist das aquivalent mit% <e o?er% < n. Wihlt man also fiir
N(¢) die kleinste ganze Zahl, die noch gréfler als - ist, so gilt fir dieses N(e) (10.12)
und damit auch (10.11).

Aufgabe 10.8: Man zeige, daB {a,}. a, = ¢", fiir jedes feste g € (—1, 1) eine Nullfolge *
‘SLOhne auf Einzelheiten einzugehen, erwidhnen wir noch, daB auch Folgen wie

{a,,‘,.a":':—a, x>0, (10.13)
P(n)

{an}’an :W’

(10.14)



