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42 5. Aufbau der Zahlenbereiche

Bild 5.3
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Der Umfang eines Kreises mit dem Radius r berechnet sich nach der Formel
U = 27r. Auch = ist keine rationale Zahl, so daB3 wir fir » = 4 einen Kreisumfang
erhalten, dessen Lénge ebenfalls nicht mit einer rationalen Zahl meBbar ist.

Es gibt also nichtrationale Zahlen. Das fiihrt zu einer Erweiterung des Bereiches
der rationalen Zahlen. Durch Hinzunahme von irrationalen (nichtrationalen) Zahlen
erhalten wir den Bereich der reellen Zahlen. Die Einfiithrung der irrationalen Zahlen
und die Rechtfertigung de: Giiltigkeit der Grundgesetze der Arithmetik und damit
auch der abgeleiteten Regeln bedarf genauerer Untersuchungen, die hier nicht ge-
fiihrt werden.

So kann man nach WeierstraB (1815-1897) die reellen Zahlen durch Intervallschachtelungen
mit rationalen Intervallgrenzen oder nach Dedekind (1831-1916) durch Schnitte im rationalen Zah-
lenbereich erkldren. Die rationalen Zahlen lassen sich in diese Definitionen einordnen und gehoren
damit zum Bereich der reellen Zahlen.

Letzterer bildet also eine Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen derart,
daf alle im Bereich der rationalen Zahlen giiltigen Regeln bestehen bleiben und for-
mal unverdndert auf die irrationalen Zahlen iibertragen werden. Weiterhin 146t sich
zwischen den Punkten der Zahlengeraden und den reellen Zahlen eine umkehrbar
cindeutige Zuordnung herstellen. Jedem Punkt P der Zahlengeraden entspricht dann
genau eine reelle Zahl @ und umgekehrt jeder reellen Zahl a genau ein Punkt P der
Geraden.

Aufgabe 5.2: Welches der Zeichen <, =, > gehort jeweils zwischen die folgenden
Zahlen:
r

\/; und 1,41314; \/f und  1,423-15; \/E e und 1,42

Eine Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen ist bei Beibehaltung der Grund-
gesetze aus 5.1.2. nicht mehr méglich. Das geht nur bei Verzicht auf gewisse Axiome.
So wird bei der Erweiterung zum Bereich der komplexen Zahlen in 5.3. auf die Grund-
gesetze der Ordnung und der Monotonie verzichtet.

Ubersicht zum Bereich der reellen Zahlen

Wir geben eine endgiiltige Ubersicht iiber den Aufbau des Bereichs der reellen
Zahlen an:
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