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160 10. Zahlenfolgen

a—¢& < a, < a+ & firalle n 2 N(g). Dann gilt aber auch |a,| < C, fiir alle n = N(¢), wobei C;
die groBere der beiden Zahlen [a — ¢| und |a + &| ist. Bezeichnet man nun mit C die groBte der Zahlen
C1, lail, |aa, ..., lany-1], dann folgt die Behauptung [a,| < Cfir allen = 1,2, ...

Die Umkehrung von Satz 10.5 gilt nicht, d. h.,im allgemeinen ist nicht jede be-
schrankte Zahlenfolge auch konvergent. Das wird im Beispiel 10.13 bewiesen. Man
kann jedoch zeigen, daBl aus jeder beschrankten Folge eine konvergente Teilfolge
ausgewéhlt werden kann (vgl. Satz 10.14 in Abschnitt 10.8.).

Bevor wir eine weitere Eigenschaft konvergenter Zahlenfolgen formulieren, mége
sich der Leser einmal — ohne zu rechnen, nur seiner Intuition folgend - iiberlegen,
wie sich der Abstand [a, — a,,| zweier benachbarter Glieder einer konvergenten
Zahlenfolge mit wachsendem n verhilt. In der Hoffnung, daB3 er der richtigen Ant-
wort nahe gekommen ist, formulieren wir nun den
Satz 10.6: Fiir eine konvergente Zahlenfolge {a,} bilden die Abstinde d, = |a, — @,.,|
zweier beliebiger benachbarter Glieder eine Nullfolge, d. h. lim d, = 0.

n-on

Hiernach ist es leicht, das oben erwihnte Beispiel zu geben.

(=1)", ist zwar beschrankt, denn man

. 1
Beispiel 10.13: Die Folge {a,}, a, = = :
priift leicht die Ungleichung |a,| < 2, n = 1, 2, ..., nach. Dennoch ist sie nicht kon-
vergent; fiir den Abstand zweier beliebiger benachbarter Glieder ergibt sich namlich
n+1 n+1+1

n GV n+1 (_l)n“,

|y = Gyis| =

=‘(—1)ﬁ(1+%+1+ )’;2, n=12.

n+1
Dabher ist {d,}, d, = |a, — a,,,|, keine Nullfolge, so daB nach Satz 10.6 die Folge {a,)
selbst nicht konvergent sein kann.

Unter den Eigenschaften konvergenter Zahlenfolgen sei noch folgende erwihnt.

Satz 10.7: Jede Teilfolge einer konvergenten Zahlenfolge {ay} ist ebenfalls konvergent
und besitzt den gleichen Grenzwert wie die urspriingliche Folge {a,}.

Wenden wir uns nun dem Rechnen mit konvergenten Zahlenfolgen zu und erkléren
zunéchst, daB wir ganz allgemein unter der Summe zweier Zahlenfolgen {a,} und {b,}
die neue Zahlenfolge {a, + b,} verstehen. Wir fiihren also die Addition zweier
Zahlenfolgen auf die Addition ihrer Glieder mit gleichem Index zuriick. Analog
werden Differenz, Produkt und Quotient zweier Zahlenfolgen sowie das Produkt
einer Zahlenfolge mit einer Zahl erklart. Uns interessiert nun, ob das Ergebnis der-
artiger arithmetischer Verkniipfungen von konvergenten Zahlenfolgen wieder kon-
vergente Zahlenfolgen sind. Antwort hierauf geben die folgenden Aussagen:

Satz 10.8: Die beiden Folgen {a,} bzw. {b,} seien konvergent gegen den Grenzwert a
bzw. b:

lima, =a, limb, =b.

n-o n—o
Dann sind auch die Summe bzw. Differenz {a, + b,}, das Produkt {a,b,} dieser beiden
Folgen sowie die Folge {ca,}, wobei c eine gewisse reelle Zahl ist, konvergent.



