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1.  Logik

(Bd.1,3)

1.1. Welche der folgenden schriftlichen Gebilde bzw. Formulierungen sind Aussagen;
man bestimme gegebenenfalls ihren Wahrheitswert.

a) 2+1=15, ‘ b) f e dx, c) 2216091 — 1 jst eine Primzahl.

d*(x%) ks
dx*® 2

g) Am 30. September 1993 wird es in Vitte keinen Verkehrsunfall geben.

h) Das ist stets ein giinstiges Angebot!

i) 3C,H;OH + PCl;— 3C,H,Cl + P(OH);.

j) Wenn ein rechtwinkliges Dreieck gleichseitig ist, so hat eine Kathete die Linge ‘/; .

k) Zwei rechtwinklige Dreiecke sind dhnlich, wenn die Differenz der spitzen Winkel des

einen Dreiecks gleich der entsprechenden Differenz des anderen Dreiecks ist.

1) Aller Irrtum ist maskierte Wahrheit.
m) lg7 ist eine rationale Zahl.

d) Halten Sie mal bitte! e) =120. f) Warum ist — groBer als 1?

1.2. Folgende Aussagen sollen betrachtet werden:

p: ,Die Ware ist verdorben®,
q: ,Die Ware darf nicht verkauft werden“.
Es sind verbal alle Fille anzugeben, in denen die Aussagenverbindung , p = ¢ wahr ist.

1.3. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, wenh p und auch ¢ wahr sind?

a) pAg, b) pAg, o) (pArg),
d) p=yg, e) pVvd, f) GAra),
g BV AP, h) (=4).

1.4. Man gebe jeweils eine Aussage p an, so daB mit g: ,Das Parallelogramm D ist ein
Quadrat®, gilt:

a) g=>p, abernicht p=gq, c) pegq.

b) p=>gq, aber nicht g=p,

1.5. Welche der foigenden Implikationen sind fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢, d stets
wahr?
a) (a>b)=(a’>b?),
b) (@a>b>c>0)=(a*>ab>b?>>bc>c?),
¢) [(a—b)*+2ab>a®+ b?] = (a®> 12ab),
d) (@a>b)A(c<d)=(a—c>b—d),
c

e) (ab> cd) :»(%>7> (b, d+0).

1.6. Man bilde die Negation von:

a) Eine notwendige Bedingung dafiir, daB zwei Dreiecke kongruent sind, ist, daB sie glei-
chen Flicheninhalt haben.
b) Zu jedem Mann gibt es mindestens eine Frau, die ihn nicht liebt.
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1.7. Man gebe die Wahrheitstafeln folgender Aussagenverbindungen an:
a) pAa(gvr), b) p=q)=r,

) p=q) =gy, d) [pvalna[(rva].
Wie kénnen demnach ¢) und d) vereinfacht dargestellt werden?

1.8. Mit Hilfe von Wahrheitstafeln zeige man:
a) p=q) =@Vva,

) BV =@ Ad),

0 Arg =@V,

d [erdvEAD]I=p=aql

o) [pA@vnl=[erg)van),

) [pv@anl=levaa@vnl

1.9. Z(x, y) sei eine Aussageform. Man bilde die Negation von:
a) VxVy: Z(x,y), b) Vx3y: Z(x,y),
c) Ix Vy: Z(x, y), d) 3x dy: Z(x, y).

1.10. Es seien x und y Variable fur reelle Zahlen. Man bestimme die Wahrheitswerte
von:

a) VxVy:y=x?% b) Vx3Jy:y=x?
¢) Ix Vy:y=x2, d) 3x Jy:y=x?,
e) Vydx:y=x? f) IyVx:y=x%

Andert sich die Losung in dem Fall, daB x und y Variable fiir komplexe Zahlen sind?

2. Beweisprinzipien
(Bd. 1, 4.)
2.1. Man zeige, daB fur die endliche geometrische Reihe die Darstellung
1 - qn+l
1+q+q¢*+... +q¢"= 8=
(n+1), falls g = 1 ist,

gilt. Welche Situationen ergeben sich beim Grenziibergang n— « ?

falls ¢ # 1ist, filirne N, g reell,

5

2.2. Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion:

o Y pe-nerbintD b) Z(Zk‘l)‘nz
k=1 k=1
"3=n+12 HL:_"+£

o k=077 VL F

n+1

e) 3- ) Qk—1)?=4n’+12n2+ 11n+3,
k=1
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: (- 22 xe,
£) Y kxt=
k=1 n(n+1) fir x=1,
2
a sin 2nx
2 kZ::l cosQk—1)x= Seinx (x # mm, m ganze Zahl),

LLe]
h)k; ‘/fﬁ (n=2,3,..).

2.3. Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt:

a) n!lz3" b) 2">2n+1, c) 2">nd
. (n!)z n 2\r-1
n 4 L . e S _—
d) 4" > n* (man benutze das Ergebnis b)), e) an) < 3 s
265n
D et

2.4. Durch indirekten Beweis zeige man, dafl

a) \/— log, 6, 3‘}/: irrationale Zahlen sind,
B) die Gleichung e* =0 fur keine reelle Zahl x eine Losung hat,
c) (a*+ b??=z=4ab(a - b)* fiir beliebige reelle Zahlen a, b gilt,

d) fiir reelle Zahlen a, b mit 0 < a < b die Ungleichung \/_ - ﬁ <yb—a gilt,
e) die Umkehrfunktion einer streng monoton fallenden Funktion ebenfalls streng mo-
noton fallend ist,

£)* yp fiir jede Primzah! p irrational ist.
2.5.* Man untersuche die durch
y(x) =Y. (a,~ xb,)?
v=1

gegebene Parabel auf ihre Nullstellen und leite daraus die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung
Z a,b, = »\[ Z a? Z b? ab (a,b,,v=1,...,n, beliebige reelle Zahlen).
v=1 v=1 v=1

3. ‘Zahlen

(Bd.1,5)

3.1. Fiir welche reellen Zahlen x gilt:

a) x+2>4-x, b) 3-2x>x-9, ) %+1§3—%x,
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x—2 3x+2 2x—4
R e TR 9 32 22 Dx-1<5=p
4x+3 x2+6x+4
Uy PR B rxee

3.2. Gesucht sind alle reellen Zahlen x, fiir die gilt:

a) Sx—x2=0, b) x2+x-6<0, c) —6x2+13x<6,
x=2 x2-9 3x+5

¥ < 9 S5 2% B oxv1 2%

g) (x—a)(a—x)<2ax, acR’, h) x3—4x2-52x > 80.

3.3. Man bestimme alle reellen Werte x, fiir die gilt:

ix*2

a)2

=3 B-a<6 9l+xz4 @ Pxrl=j-1+

x+3
2x-5

e) ‘%%‘a, f) }>3, @ |x—1]+x+5|=4,

h) 2x =7 <Tx+)+5x+2),  D* [1-]2-|x]|| =1,

P R-x 1= x+2l=1,  R* |lx+1-|x+3]| <1

3.4. Welche reellen Werte von x erfiillen die Ungleichung:

a) Injx+4[>1, b) Ya4x-x*—4>3, o) |tanx|<1, d) [1+]gx|<3,
o e"i"'%|>1, f) |sin(2x+3)|§_%, @ x<yatx, a>0?

3.5. In der x,y-Ebene skizziere man den Losungsbereich von:

a) yzl—-x und 2y<Sx+1, b) (x—12(y+5) >0, c) |xy|=1,
d) y=z2-x? und x*+(y—2)?*=4, e) |x—1y=1,

f) y—e®>0, g |x|+y|s! (>0).

3.6. Man tiberlege sich, daB |a| = |a + b| + |b| fur beliebige reelle Zahlen a, b gilt und
weise damit die Ungleichung ||a| — ||| < |a + b| nach.

3.7. Zeigen Sie, daB fur nichtnegative Zahlen a, b, ¢, d gilt:

a) %+bg2fa_, (b>0), b) (a+b)*=4(a®+b?),

¢ Yac +bd s @+ ) (c+d).

3.8. Mittels vollstindiger Induktion beweise man die Ungleichung
Iﬂll(l+a,~)§1+ Z";a,»,

wenn die g; reelle Zahlen sind mit ¢;2 —1und ;- ¢; 2 0 fir , j = 1,2, ..., n. Welchen Un-
gleichungstyp erhélt man fiir a, = a,=... = q,?
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4
3.9. Man berechne z, + z,, z; — z,, zl~22,z—1, 2y 2y, 2, Z; von:

2
a) z=1+iy3, z=1-1i, b) z,=2+3i, z=3-5i,
©) z1=4-5i, z,=4+5i, d) z=i, z,=-2-4i.

3.10. Welche komplexe Zahl ist das Spiegelbild von z # 0 bei Spiegelung

a) am Ursprung, b) an der reellen Achse,
c) an der imagindren Achse,

d) an der Winkelhalbierenden des I. und III. Quadranten,

e) an der Winkelhalbierenden des II. und IV. Quadranten?

3.11. Welche der folgenden Ungleichungen sind richtig?

a) —2i2<5, b) (i+2)?>0,
c) i24+2>0, d) sing = [el?|,
e) (1+0)*>0, ©Of) W21 Q-6 <7+ 3il.

3.12. Von der komplexen Zahl z bestimme man Real- und Imaginérteil:

_ 1 _3+2i _(1+i)?
d =y VI °“‘(1—i)’

8"
2i+1DGE-2)+1 . 2
d)z=%i—-, e)z=(31—1/3_)4, f)z=(2e‘> s

WWe) z=64-(sin?p+iy3 +costg)®, h) z=re?® mit r=4, (p*—‘%ﬂ,

i) z=re® mit f=21/§T qp=—%1r.

3.13. Berechnen Sie den absoluten Betrag und das Argument der komplexen Zahlen, und
geben Sie die trigonometrische und die exponentielle Form an:

a) z=i+1, b) z=43 +i, 0 z=-5+it,
142 o 2-i 1+

LRy ) = v a-1 fz=i+35y
_a-iy

® z="7

3.14. Man stelle folgende Zahlen in trigonometrischer Form und in der Gestalt x + iy
dar:

D A=, Ben o Q-ifE), e

0 (i-v3), (23 +if2+B), g e,

6 .m
h) (—;+1§) e, ) a-nm
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3.15. Geben Sie die komplexen Zahlen z;=4i, z,=+2 ++6i, z3=343 - 3i,
zy= —3 — 3i in exponentieller Darstellung an! Berechnen Sie mit deren Hilfe:

724 24233 72

Z3 z3
3
a) =0 b) Ze=z—:, c) n= =g d) N

3.16. Fiir welche Punkte z = x + iy der GauBschen Zahlenebene gilt:

a) |argz1<%, b) 0<y2 Im@z)<|z|, ¢ |z+4i-3]=3,

d) jz+2-i22, e)§=1, ) lz+1]z-1],
11 i

g z+1=2)z-1], h —+—=1, i) Re(z2) = ¢ (c reell),

D |zl +Re(z) =1, K |z+2i>2z+7],

) 5z:z+ 18Im(z) = 4Re(z?), " m)* (z— )P - (z+ 2)* = c (c reell).

3.17. Bestimmen Sie alle verschiedenen Werte w;, j =0, 1, ..., (n — 1), die sich flir '\'/; er-
geben!

Q) {5+121, b) V8- 151, o Y212,
@ i, o) V-8+i8y3, f) 5 +8i.

3.18. Man l6se die Gleichungen: *

a) z6=1, b) z¢=-1,

o z*=8i, d) z‘=%(i\/3——1),
e) 25+10-5i=0, f) 221 +1) =2z,

g (z-3i)f+64=0, h) |z|=z"1,

i) 22-2iz+8=0, ) z2-z+iz—i=0.

3.19. Welche Kurven besitzen in der GauBschen Zahlenebene folgende Parameterdarstel-
lungen:

z(t)=ae“+%e’“, (a*¥1, a>0, 0=st1=2m?
Man gebe fiir a =2 eine Skizze an!

3.20.* Fiir die durch die Gleichung |z2 — 1| = 1 bestimmte Punktmenge ist eine Parame-
terdarstellung in der Form z = z(¢) = r(p) ' anzugeben.

4, Kombinatorik
(Bd.1,6.)

4.1. Sechs Personen werden namentlich in eine Liste eingetragen. Auf wie viele verschie-
dene Arten der Reihenfolge ist das moglich?
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4.2. Bei der Herstellung eines Maschinenteils sind 7 Arbeitsginge notwendig. Nach dem
ersten Arbeitsgang folgen 4 Arbeitsginge, die in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrt wer-
den konnen. Eine weitere Bearbeitung ist aber erst nach AbschluB der ersten fiinf Arbeits-
giinge moglich. Die Reihenfolge der zwei restlichen Arbeitsginge ist wiederum beliebig.
Wie viele Bearbeitungsreihenfolgen sind bei der Herstellung des Maschinenteils mog-
lich?

4.3. a) Wie viele verschiedene dreibuchstabige ,Worter” lassen sich aus 5 verschiedenen
Buchstaben bilden, wenn kein Buchstabe mehrfach auftreten darf?

b) Wie groB ist die Anzahl der Worter aus a), wenn die Buchstaben mehrfach auftreten
diirfen?

4.4. Wie viele neue ,Worter” lassen sich durch Umstellen der Buchstaben aus dem Wort
LANANAS“ gewinnen?

4.5. Fiir den Besuch der EOS bewerben sich aus einer Schule acht Mddchen und zwdlf
Jungen. Sechs Méddchen und acht Jungen kénnen nur ausgewéhlt werden. Wieviel ver-
schiedene Moglichkeiten der Auswahl unter den Bewerbern gibt es?

4.6. Wie viele Ziehungen sind bei ,,6 aus 49¢ moglich, fiir die ein abgegebener Tip genau
einen ,Dreier” ergibt?

4.7. Ein Kind baut durch Ubereinanderlegen von 2 roten, 3 schwarzen und 4 weiBen Bau-
kastensteinen gleicher Form , Tiirme“.

a) Wie viele verschiedene Tiirme sind moglich?
b) Wie groB ist die' Anzahl der Tiirme, die mit einem weiBen Stein beginnen?

4.8. Eine Lieferung von 25 Geriten, die durch ihre Fabrikationsnummern unterscheidbar
sind, enthdlt 4 fehlerhafte Gerite.

a) Wie viele verschiedene Stichproben vom Umfang 5 sind moglich? )

b) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die genau zwei fehlerhafte Geréte ent-
halten?

¢) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die hochstens ein fehlerhaftes Gerit ent-
halten?

d) Wie viele Stichproben vom Umfang 5 gibt es, die mindestens ein fehlerhaftes Gerit
enthalten?

'4.9. Eine Sen@ung von 12 Erzeugnissen enthiélt 3 beschiddigte Erzeugnisse.

a) Wie viele verschiedene Stichproben vom Umfang 4 sind moglich?

b) Wie viele Stichproben vom Umfang 4 gibt es, die mindestens ein beschidigtes Erzeug-
nis enthalten?

¢) Wie viele Stichproben vom Umfang 4 gibt es, die hochstens zwei einwandfreie Erzeug-
nisse enthalten?

4.10. In einer Schachtel sind 4 Bleistifte und 11 Buntstifte. Wie viele Moglichkeiten gibt
es, daB beim zufilligen Herausgreifen von 5 Stiften héchstens 2 Buntstifte erfat wer-
den?

4.11. Ein Parkplatz bestehe aus einer Reihe von 18 Boxen fiir PKW. Er sei durch Abstel-
len von 6 Trabant, 2 Fiat, 4 Wartburg, 5 Skoda und einem Volvo belegt. Die Fahrzeuge
sind durch ihr polizeiliches Kennzeichen alle unterscheidbar.



12 4. Kombinatorik

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, daB

a) alle Skodas nebeneinander stehen, b) alle PKW vom gleichen Typ nebeneinander
stehen?

4.12. Wie groB ist die Anzahl der moglichen ,,Bilder, die sich bei einem Wurf auf 9 — in
iiblicher Weise aufgestellte — Kegel ergeben konnen?

4.13. Die Qualitdt von 8 Erzeugnissen wird iiberpriift (,Gut-schlecht-Priifung).

a) Wie viele verschiedene Priifungsprotokolle sind insgesamt mdoglich?
b) Wie viele Priifungsprotokolle enthalten das Element ,gut“ genau sechsmal?

4.14. An einem Pferderennen sind 8 Pferde beteiligt. Wie viele verschiedene Moglichkei-
ten gibt es, eine Vorhersage iiber die drei erstplazierten Pferde

a) ohne Angabe ihrer Reihenfolge, b) mit Angabe ihrer Reihenfolge zu treffen?

4.15. Bei einem Versuch sind drei verschiedene Ergebnisse moglich. Dieser Versuch wird
zehnmal wiederholt. Wie viele verschiedene Versuchsprotokolle sind insgesamt mog-
lich?

4.16. Eine Miinze wird n-mal geworfen. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen
moglichen Versuchsausgidnge!

4.17. Wie viele Diagonalen gibt es in einem regelméBigen Zwolfeck?

4.18. Zur Kennzeichnung von Kraftfahrzeugen wird bekanntlich ein System aus Buchsta-
ben und Ziffern verwendet.

a) Man bestimme fiir das System ,Zwei Buchstaben — vier Ziffern“ die Anzahl der Mog-
lichkeiten, zu einer fest vorgegebenen Buchstabenkombination (z.B. IA) Kraftfahr-
zeuge durch verschiedene Ziffernkombinationen zu kennzeichnen.

b) Wie viele Moglichkeiten der Kennzeichnung von Kraftfahrzeugen gibt es insgesamt
fiir das System ,,Zwei Buchstaben — vier Ziffern“?

c) Wie dndert sich die unter b) berechnete Anzahl bei Verwendung des Systems ,Drei
Buchstaben — drei Ziffern“?

4.19. Ein Giitekontrolleur entnimmt einem Posten von N Teilen (auch ,Grundgesamt-
heit“ oder ,,Los“ vom Umfang N genannt), in dem sich M AusschuBteile befinden, nach-
einander ohne Zuriicklegen n Teile (eine sog. Stichprobe ohne Zuriicklegen vom Um-
fang n). Zwei Stichproben werden als gleich angesehen, wenn sie aus denselben Teilen
bestehen.

a) Man bestimme die Anzahl N, verschiedener Stichproben, die genau k& Ausschufteile
enthalten (k=0,1,2, ..., n).

b) Man ermittle die Anzahl M, der Stichproben, die mindestens ein AusschuBteil enthal-
ten.

¢) Man berechne die entsprechenden Werte fiir N=100, M=3, n=5.

4.20.* Auf einem Schachbrett sind acht verschiedene Tiirme so aufzustellen, daB keiner
dieser Tiirme einen anderen schlagen kann.

a) Wie viele derartige Aufstellungen gibt es? :
b) Wieviel Zeit wiirde man bendtigen, wenn man alle derartigen Aufstellungen ausfithren
wiirde und pro Anordnung nur 1 Sekunde benétigen wiirde?
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¢) Wie viele Moglichkeiten gibt es iiberhaupt, acht verschiedene Tiirme auf einem
Schachbrett aufzustellen?

d) Man ermittle das Verhiltnis der unter a) und c) errechneten Anzahlen und interpre-
tiere das Ergebnis!

5. Mengen :
(Bd.1,7)

5.1. Es werde die Univeréalmenge M={ili=1(1)15} und ihre Teilmengen
A={jlj=12)15}, B = {k|k=6(2)12}, C= {2, 3, 5,12, 13} betrachtet. Man bestimme:
a) AUB, AnB, 4, C, CnB, BnC(C,

b) M\B, C\4, (MNC)nC, B\{AUO0).

5.2. Gegeben sind im R! die Mengen 4 = {xe R': =7 = x< 5}, B=[0; 5],
C=(-1; ).

Ermitteln Sie die folgenden Mengen:
a) AUBUC, b) AnC, ¢) BuC, d) An B, e) Bn4,
f) B\C, g) AnC, h) BuC, i) (A4uB)nC.

5.3. Die Mengen A={x||x-1/<2}, B={x|x—-1<2x+7}, C={x|45>|x+3,5]}
sind Teilmengen der Universalmenge R'. Man bestimme:

a) AnB, AnC, BnC, AuB, AuC, BuC, A4, B, A4uC, AnC,

b) ANB, B\A4, B\C, C\B, AN\C, C\A.

5.4( Man begriinde, daB fiir beliebige Mengen 4 und B gilt:
a) ANBcBcAUB, b) AUB=B< A4cB,
¢) ANB=A<AcCB, d AcBeBcA4.

5.5. Es wird eine Menge M betrachtet. 4, B seien beliebige Teilmengen von M. Man
stelle die Menge aller Elemente von M dar, die

a) nicht zu 4 und B gleichzeitig gehoren,

b) zu A gehoren, aber nicht zu B,

¢) nicht zu 4, aber zu B gehoren,

d) die nicht ,nur zu 4 oder nur zu B“ gehdren,
e) die entweder nur zu 4 oder nur zu B gehoren.

5.6. Essei A ={a, b, ¢, d, e} und B={M|M c A}. Man entscheide, welche der folgenden
Aussagen wahr, welche falsch sind:

a) a€B, b) {b} € B, c) {a}e4, d) A€ B, e) AcB,

f) {a}c 4, g) feB, h) fc B, i) {6} B.

5.7. A, B, C, D seien beliebige Mengen. Untersuchen Sie die folgenden Gleichungen und
begriinden Sie, welche der Beziehungen wahr und welche falsch sind!

a) (ANB)U(B\A4)=(4UB)\(4nB),
b) AUBN\C)=(4uUB)\(C\4),

c) AU(BNC)=(AUB)\(4u0),

/
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d) An(B\C)=(4UB)\(UnC),
e) (ANB)A(C\D)=(nC)\(BuD),
f) [An(ANB)]NnC=UnC)\B,
2 (AUB)\(CuUD)=(4\C)u (B\D),
h) ANBNC)=(ANB)UANC).

5.8. 4, B, C seien Teilmengen der Universalmenge M. Man vereinfache die folgenden
Ausdriicke!

&) ANANB), b An(BNA), o AnBA),
&) (B\NA)U(ANB)U (AN B), & MN[(MNA)nE]
F)*AN[AN BN (BN O, 9 (ANB)N[(4nB)UANC)].

5.9. P(A) sei die Potenzmenge von 4 und 4, := {ili=1(1)n, ne N}

a) Man bestimme P(4,), P(4,), P(4;). b) Wieviel Elemente besitzt P(4,)?
¢)* Die Elemente von P[P(#)] und P[P(4,)] sind anzugeben.

5.10. In der x,y-Ebene skizziere man die Produktmenge A X B fiir:

a) A={x|xe[0;1]vx=3}, B={lyell;3]vy=4}

b) A4={1,2,3}, B=[2;4) u {5},

c) A=[1;3lu&S5), B=[0;2]1u[4;7).

d)* Ist die Gleichung (4 X C) \ (B X C) = (4 \ B) X C fur beliebige Mengen 4, B, C
stets erfiillt?

5.11. Als symmetrische Differenz zweier Mengen 4 und B erklirt man die Menge

AAB:=(4 U B)\(4nB).
Man bestimme die symmetrische Differenz der Mengen 4 und B fiir:

x+%‘<1},

b) A={xp)|x*+y?=2}, B={y)|x*+y?=1},

a) A={x|x*>1}, B={x

o A={enlixi+bis 3] 8= () maxisl ) <1,

d) Zeigen Sie, daB AAB=(4A\ B) U (B\ 4) gilt.
e) Fiir die Mengen 4, aus 5.9. bestimme man 4,A 4,,.

6. Funktionen
(Bd.1,9)

6.1. Sind durch folgende Zuordnungsvorschriften Funktionen y = f(x) erklért?

x*+1,04 fir x=16, 2 fir x=#0,
a) y= . b) y= i

3x-12 fiur x=1,6, x fir x*=x,
c) = Inx o= . d) arctany =e ™, xeR!?,

x2+1°
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)|

©) y=x, f) tany =x, P y={e fir x>0,
| 0 fir x=0.

6.2. Man skizziere die Bilder der Funktionen y = f(x) mit x€ R":

a) y=x+|x|, b) y=[x—2[+3x?

1 1
) Y= emr x*1, d y=7—7 kIFL
e) y=lnlx|, x=*0, £) (x—22+@+12=4 mit y==-1,
® yesin:, a=123 b y=2cosmx =123 ) y=cos(x+§),
Doy =xlx|+ X2, k) y=4sinQx-7), ) y=sin x—%{,
m)*y=sin2<x+%)’, n)* y=%, x#*0.

6.3. Gegeben sind die Funktionen y,(f) = a, cos(wt + @,), y,(t) = a, cos (wt + ;) und
y(t) =y,(t) + y,(t) = a- cos (wt + ). Man gebe a und ¢ in Abhingigkeit von a;, a,, @,
n '

@, an, wobei a; 20, a, =0 und — 2 <@, 92 < 2 gelten soll.

6.4. Bestimmen Sie
B S~ 10,00 = 1, =10, £(-), (), £Q0), wenn f) = x:fx 1 ist,
b U €@, gl £[s(J)], els0o) etme2815) e 0= 57 - x una

g(x) =sin2x.

6.5. Welche der nachfolgenden Ausdriicke sind sinnvoll?

R 2 T2 T
a) arcsin 3 b) cos' D sin’ v
(.1 2 1
c) arccos[2 (e+ e)]’ Q) tan’ (arccos 2),
Tl'z
€) arccos EE f) arcsin (x2+ x +2),
g) arcsin (sinx + 1).

6.6. Man gebe an, welche der folgenden Ausdriicke definiert sind und vereinfache diese:

(e 1 .
a) arsmh(; = E)’ b) arsinh0, . ¢) arcoshO,
d) arcoshl, e) artanh0, f) artanhm,
e -1 e?+1 .
g) artanh (m), h) arcoth ( ) >, i) arcoth(—1).
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6.7. Skizzieren Sie fiir den jeweils groBtmdglichen Deﬁnitionsbereich die Bilder der

Funktionen y = f(x), |f(x)l, f(x]), £(x?), [f()], ( ) Foo Wenn

B )=, b =1, 9 f00 = e
d) f(x)=Inx, e) f(x)=sinx, f) f(x)=arctan x,
) f(x) =x ist.

6.8. Von folgenden Funktionen y = f(x) sind im Rl der groBtmogliche Definitionsbe-
reich zu ermitteln, der zugehorige Wertebereich anzugeben und eine Skizze anzufertigen:

P
a) y=yl-|x|, b)y=7|‘x|—‘~—;>

9 y=—— @ y=3xt+ -2,

Vx —|x| ’

e) y=n fur n<xsn+1 (nganz),
£)* y=4-42x?-x+3, g y=y(x-a)(x-bd) (asbh),
h) y=yx+2 -y2-x, i) y=In(x—1)—Inx,
N y=mf1-L
i) y—ln(l x>, k) y= lntHx
) y=41+sinx, m)y=Insinx,
1
n) y=arcsin(lnx), 0) y=31"%

6.9. Gesucht sind der groBtmogliche Definitionsbereich und der zugehorige Wertebe-
reich von y = f(x) im R

_ x+1 b Y= X _ 3_4x+3
Y A e g )y—~——,—1_x2, 0 y= 5 2y’
B y=4/ZEL_) o y=lm@-4sitx), ) y=mG-yx+7),

3ESI2X

x2+6x+4 5x x2
g \/ Trix_6 L W= \/
i) ln[a-\lx~ ] 1, j)* y=arcsin 2x 5
K* y=3-y2—-|x2-x-2|, D*y=ycosyx.

6.10. Gegeben sind die Parameterdarstellungen x = x(t), y = (1), te R™:

a) x=12-2t+3, y=11-2t+1,

b) x=1-5¢t3, y=3+1¢% ¢) x=cos2t, y=sin®t,
2-212 41
1+ YT 1v e

d) x=cos2t, y=sint, e) x=
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g) X =cost, y=%sin21.

Bestimmen Sie den Wertebereich der Funktionen x(#) und y(¢), und geben Sie nach Eli-
mination von ¢ Darstellungen der Gestalt F(x, y) = 0 bzw. y = f(x) an. Folgern Sie daraus
das Bild der zu den Parameterdarstellungen gehorenden Kurven.

f) x=2tanh¢, y=m,

6.11. Welche Kurven werden in der x,y-Ebene durch folgende Parameterdarstellungen
beschrieben? Geben Sie jeweils eine parameterfreie Darstellung der Kurvengleichung an
(a, b, x,, yo const)!
a) x(1)=xo+acost, y(t)=y,+bsint (a b>0;te[0,2n]),
b) x(s)=xo+s, y(s)=yy+s? seR,
¢) x(t)=xo+acosht, y(t)=y,+bsinht (a,b>0,t€eRY),
a m 3 m
SoThie y(u)=btanu (a,b>0,ue(—7, 71‘:)\{7}> .

\

d) x(u)=

6.12. Skizzieren Sie die in Polarkoordinatendarstellung r = r(¢) gegebenen Kurven:
a) r=35, b)r=9 (9z0),

c) r=e%, @eR!} d) r=2cos g, qze(—%, %],

e) r=2a(l+cosgp), @el02n], a>0.

6.13. Gesucht sind die Nullstellen folgender Funktionen y = f(x) mit x€ R%:

a) y=e"1'”;—%, b) y =102 —101- 10~ + 100,

) y=lg(x*+10x-4)—-lgx—-1, x=1,

d) y=1+y8x+1—-4y10x+6, e) y=(4cos’x—1)sinx — 1,

f) y=2(sinx — cos® x) — sin x - sin (2x), g) y=sinh?’x — 3 + 4 tanh?x,

h* y=yx+2 —yx+4 +yx+3, x=-2, i)*y=x—%+arccos(sinx).

6.14. Welche der folgenden Funktionen (bei groBtmoglichem Definitionsbereich) sind
gerade, welche sind ungerade und welche haben keine dieser Eigenschaften?

1
a) y=e™, b) y=x3+7x, ¢) y=xsinx, d)y=x+;,

&) y=e™, f) y=(+27 g y=x(e*+e), h) y=arcsinx,
i) y=arccosx, D y=vIx*+al, K y= |x| cos x

(x*+ x)[sin x|’

D y=|x—1+yx2+2x+1, m) y=in[x+yx2+1],

1

_e*—-1 X x
n)y——l 3 0)* y_e"—1+7'
e*+1

2 Wenzel, Ueb. Analysis 1
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6.15. Gegeben ist die Funktion y = f(x), x € (—a, a), a > 0. Weisen Sie die Giiltigkeit
von f(x) = g(x) + u(x) nach, dabei ist g(x) eine gerade und u(x) eine ungerade Funk-
tion. Bestimmen Sie g(x) und u(x) fiir:

a) f(x)=x3+2x2+1, b) f(x)=¢*

) f(x)=arcsinx, a=1, d) fx) =1—f;, a=1,

e) f(x)=Ix—1]+[|x+1].

6.16. Untersuchen Sie von den Funktionen y = f(x), x € R}, das Monotonieverhalten
und geben Sie den Wertebereich an. Welche Funktionen sind beschrénkt?

a 1
a)y—;, x*0, a%0, b)y—m,
+
C)y=—%, x+4, d) y=xyx?,
-9+
) y=x3—6x2+12x 38, f) =t t3x Ly
1+49+3x
2 .
g)y=arctan(2"x#>, x>0, h) y=Injsinx|, x+kn, keG.

6.17. Welche der fiir x € R erkldrten Funktionen y = f(x) sind periodisch? Falls Periodi-
zitat vorliegt, versuche man, die primitive Periode p zu ermitteln. AuBerdem untersuche
man, ob die Funktionen nach unten bzw. nach oben beschrinkt sind und gebe in diesen
Fillen Schranken an. Fiir welche Funktionen ergibt sich daraus die Beschranktheit?

B y=tsinx+3), b) y= et
¢) y=cos(2 —mx), d) y = sinh(x + sinx),
1 -

= - +
ey T snx’ f) y=In[2sin’*x + 1],
g) y=cos’3x+1, h) y=(cos3x + 1),

sin x + cos x 1 s

) y=—-o— ) y=———— -+
hy coshx ~’ Dy 1+tan’x’ * 2 LB LA

T S cos2x _a X x
k)y—2+s1nx+«~-—2 s Dy sm2+cos3,
m)y = 6sin7x + cos2x, n) y=c0t’—;—+tsinxl, x#*2kn, keG.

6.18. Welchen Wertevorrat haben die Funktionen y = f(x)? Skizzieren Sie die Graphen
und geben Sie — falls vorhanden - die Umkehrfunktion y = @(x) an:

b) y= (x+2)2+1 fiur xe[-2,1],
2x+8 fir xe(l,3],

¢ y=In(x>-4), |x|>2, d) y=yx-1+4x+1, xz1,

a) y=x3 x€eR}
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"
e) y= 2;‘_35, xe RIN\{3},

f) yzecoshx’ XER‘,

g y=2""+1, xeR}

i) y=%fl X4, |x|z2.

h) y=sin(arcsinx), xe[-1, 1], 2

6.19. Geben Sie die Umkehrfunktion an von:

) y=fx)= ‘/é;‘ll x20,

b) y=h(t)=e'sinht, teR!,

o Xx=2 B N )
O y=f)=TT7, x*4 d y=g) ey tz2,
e B2 NP 5.1
e) g=g(s)=In 352" s>3, f)* y=f(x)=sinx, xe[2n,2ﬁ],

g* y=f(x)=cosx, xe[-2m —m].
6.20. Man stelle die folgenden Funktionen durch algebraische Funktionen in Abhingig-
keit von x dar:

a) y=f(x)=sin(2arcsinx), —-l=x=1,

b) y=f(x)=sin (arccosé—), x|z 1.

6.21. Berechnen Sie mittels Hornerschema die Werte von P(x) an den angegebenen Stel-
len und bestimmen Sie die Zerlegung von P(x) in reelle Elementarfaktoren.

a) P(x)=2x°+4x*—4x3-8x2+2x+4; x=1, x=-1, x,=-2, x3=2,
b) P(x)=2x"— x¢+2x5+ T1x*+68x> — 52x%; xo= -3, x,=-2, x2=~;~,
c) P(x)=x*+3x"-2x2-12x—8; x=-2, x,=2, x,=3,
d) P(x)=x5—19x* + 44x2+ 64; x0=+43, x;=—3, X =i,
e) P(x)=x°—12x*+56x%—120x2+ 100x; xo=4, x;=3+i.

6.22. Ermitteln Sie von den gebrochen rationalen Funktionen y = f(x) die Nullstellen,
Polstellen (jeweils Vielfachheit angeben) und Liicken. Geben Sie die Asymptoten an, und
skizzieren Sie den Graphen von f und die Asymptote.

a) y= Xitkes 2 b) _ X’ -3x2-4x+12
Y DGt xr2)’ 4 X t5x+6
_x3-TIx+6 _x3=x2-x+1
c)y_x2~4x-(~3’ = x? *

0 _x 4 +2x2-4x-3 £) y= Xt

2/ xx-D(x+3) VIR (x-32°
XS—xit+x-1 4—8x2+16

g)y=_x_~x__ h)y= x X

sl !

2

(x2=3x-10)(x+ 1)’
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b y= x(x =17 ) yol2xit19x7dSx+18
VYT D D2 VYT 0xr+ 10x-20

6.23. Man bestimme die rationale Funktion, deren Zahlergrad 3 und deren Nennergrad 2
ist und die folgende Eigenschaften besitzt:

a) An der Stelle x =2 befindet sich eine Nullstelle 2. Ordnung,

b) an der Stelle x =1 liegt eine Polstelle 2. Ordnung,
¢) y=x+1 ist Asymptote.

6.24. Geben Sie die Zerlegung in reelle Partiaibriiche an fiir:

a) —_-xiz b) =L
YT -+ Y i —gx-12°
= Xl d o 3x*+10x2—x
O VT e x-1 ) VT Ao

- x ‘o X
9 ¥ x3+5x2+19x-25° by (x*+ 1?2’

x3

gy

6.25. Die Gammafunktion I'(x) nimmt in x,=1, x;=2, x,=4, x;=5 die Werte
Yo=y1=1, =6, ;=24 an. Berechnen Sie das Newtonsche Interpolationspolynom
niedrigsten Grades, ermitteln Sie damit einen Nédherungswert fiir 7'(3), und vergleichen
Sie mit dem exakten Wert I'(3) = 2.

uf

6.26. Geben Sie fiir f(x)=cos2x — 3sinx, Dy= [0, 2 ] , das Newtonsche Interpolations-

kTS

oo
6 und x, = —- besitzt.

polynom an, das den Graphen von f an den Stellen x, = 0, x; = 3

6.27. Mit Hilfe der Newtonschen Interpolationsformel ist das Polynom niedrigsten Gra-
des anzugeben, welches die Punkte

a) Py(0;1,2), Py(3;20,8), Py(6;46,8),

b) Po(=2; -12), Pi(=1;1), Py(2;16), P3(3;53),

©) Py(0;3,6), Pi(3;54), Pz(}BA), P3(=2; 30),

d) Po(—=4;7), Pi(=3;8), Py(=2;-5), Py(—1;4), Pu0;-1), Ps(1;-8),

e) Py(—3; —40), P,(0; —4), Py(1;—8), Ps(3; —40), P,(6; —148) enthilt.

Wie dndert sich das Ergebnis in e), wenn nachtriglich noch der Punkt Ps(—1;104) be-
riicksichtigt werden soll?

6.28. Bei einer Turbine hingt die Umdrehungszahl n pro Minute von der Leistung L wie
folgt ab:
L*=L/PS [0 | 1 | 2 | 3 | 4
n*=n/(Umdr/Min) | 0 | 36 | 42—[.48 | 84
Bestimmen Sie durch Anwendung der Newtonschen Interpolationsformel die Umdre-
hungszahl pro Minute bei 2,5 bzw. bei 5 PS!




75 Zahlenfolgen
(Bd.1,10)

7.1. Man setze a, jeweils gleich den folgenden Ausdriicken, berechne hiermit den Grenz-
wert A der Zahlenfolge {a,} und bestimme danach ein N = N(¢) derart, daB |a, — 4| <e¢
fiir alle n > N(e) gilt.

a) (n—1)/(n+1), b 1+ 1/n)"

¢) (sinn+cos’n)n12 . d)* p, mit p,V=p,.(V+AV)

(po>0, V>0,AV >0 gegeben; p, ist gleich dem Luftdruck in einem abgeschlossenen Be-
hélter vom Volumen V, nachdem durch » Kolbenhiibe einer Pumpe mit dem Stiefelvolu-

men AV die Luft verdiinnt wurde; pV = const: Boyle-Gesetz); Zahlenwerte: V = 3,4 dm?;
AV =400 cm?; & = p,/20.

7.2. Fiir die Folge {p,} gilt Vp, = V,p mit V,=aV+ nAV,(p>0,V>0,0<a<1,AV>0

gegeben; p: normaler Luftdruck; V: Prallvolumen eines Fahrradreifens; aV: Luftfilllung

des Reifens; AV: Stiefelvolumen einer Fahrradpumpe; p,: Druck im Reifen nach n Kol-

benst6Ben; Erwdrmung der Luft vernachldssigt). Man zeige limp, = , indem man ein
N = N(M) derart bestimmt, daB p,= M fiir alle n = N gilt. Zahlenwerte: p = 105 N/m?

(N: Newton); ¥'=1,8dm? a=90%; AV =150 cm’; M = 3,2-10° N/m?.

7.3. Welche der folgenden Zahlenfolgen {a,} sind I) konvergent, wie lautet lim a,, II) be-
stimmt divergent, wie lautet lim a,, III) unbestimmt divergent, wie lauten die Grenzwerte
aller konvergenten und bestimmt divérgenten Teilfolgen, falls a, jeweils gleich den folgen-
den Ausdriicken ist?

a) (100 + (1/n))’, b) 372"+ (-2)"],
o 27727+ (-2)], d) (3n® =202+ 20+ 4) (dn*+ n? = n)7Y,
e) (n*-n’-n+1)3Bn*-171, f) (n*+4n?=2n)(n*-2n+4)7},

g Qn+1)Gn) '+ (Gn)Qn-1)Y

h) (n-2)Qn+3)1=Y (625, k=1,..,n,

i) (D*n*+n+1)((Sn*-2n+3)7} ) ntYy, ov=1,..,n

K [2sin? (21 (n + 1)7Y) + cos? (n1% (n + 1)"1)]""

D (=2, m)3+(-2, n) w+n* mit a=(-1)",

0)* a;=0, a,=1, a, ist der Mittelpunkt des Intervalles mit den Randpunkten a,_, und
a,_1(n=3,4,..),

P (xX"fx)+gx)(x"+ 1)}, 0<x<o, x fest;f g beliebige Funktionen,

Q* {(=1)= 13" (1 = (/n)} + sin (n7/5).

7.4. Man berechne mittels lim [1 +(a/n)]"=e" die Grenzwerte lima,, falls a, jeweils
gleich ist: =

) [1+6m7, b [1-e-27"",

o [B3-n2[1+3071"[7-21(100n) 1] [6 + 1] [1+ a7 [1- 017"

d)* f(t,), wobei f(x) = x" ist und mit (t,; 0) der Schnittpunkt der x-Achse mit derjenigen
Tangente bezeichnet wird, die im Punkt (1; 1) an die Kurve y = x" gelegt ist.
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7.5.

b)*

7.6.

8. Grenzwerte und Stetigkeit

a) Man untersuche das Monotonieverhaiten der Folge {¢,} mit a, = n?/2", folgere
die Existenz von lima, =4 und bestimme 4 durch Diskussion von lima,.;. Wie
lautet das groBte Glied der Folge?

Man behandle a) im Fall a, = n!%/n! durch Diskussion von In (a,./a,). Man be-
stimme in der Darstellung ¢ 10™(1 = ¢ < 10) des groBten Gliedes die positive ganze
Zahl m und Schranken fir ¢ durch Benutzen der Stirlingschen Formel
In(n!)=(n+(1/2)) Inn—n+ (1/2) In2n) + (#12n), 0 < ¥ < 1.

Man formuliere mittels der Skizzen von y = x und y = f(x) Monotonie-, Beschrinkt-

heits- und damit Konvergenzaussagen fiir die Zahlenfolge {x,} und berechne — im Falle
der Existenz — lim x,, falls x, und die Iterationsvorschrift x,., = f(x,) (n =0, 1,2, ...) ge-
geben sind in den Fillen:

a) f(x)=(1/2)[x + (a/x)], a>0, x,>0, b) f(x)=(k/x)—-1, k>0, %<0,

¢) fx)=k(1+x)Y, k>0, x>0, d) f(x)=2-(1/x), x>1,

e) f(x)=x+(a/x), a>0, x,>0, f) f(x)=xQ2—cx), ¢>0, 0<xy<1/c
g) f(x)=a+x? a>0, xo=a (Fallunterscheidung fiir a).

8. Grenzwerte und Stetigkeit

(Bd.2,2,3)

8.1. Man berechne die folgenden Grenzwerte:

a) (x*+10°x%—100sin*"x) (x* + 107x> + 10°x2 + 1)~! fiir x— o,

b)) (x°+109)7'Y (x+»)°® mit »=0,1,...,100 fir x— oo,

¢) (x"-1D(x-1)71 fir x—1(nganz, n*0),

d) (cx)lasin(bx) fiir x—0 (a, b, c*0),

e) tan(3x) (sin@x))’ fir x—0,

f) xsin(l/x) fir x—0,

g [(x+a)(x+b)]’-x fir x—c,

h) 2+ x[1+@x)] fir o) x—+0; B)x— —0,

i) [1+exp(cotx)]”’ fiir o) x— +0; B)x— —0 (expz=e?),

D oxRx+exp{x-D) fir 0 x—1-0; B x—1+0, ,

k)* ,ABC‘,ABD“ fiir x— +0. Hierbei liegen die Punkte 4 und B auf einem gegebenen
Kreis, und der zur Sehne 4B gehorige Zentriwinkel ist gleich e. Mit ,4ABC“ ist der
Inhalt eines Dreiecks mit den Eckpunkten 4, B, C bezeichnet, wobei C auf der Mitte
des Kreisbogens 4B liegt. ,ABD“ ist ein Dreiecksinhalt, wobei D der Schnittpunkt
derjenigen beiden Tangenten ist, die an den Kreis in 4 und B gelegt werden.

8.2. Beim Anlegen einer MeBlatte L der Ldnge / liege nur ihr Mittelpunkt exakt auf der

zu messenden Strecke S, wihrend die Randpunkte von L jeweils den senkrechten Ab-
stand x von S haben. Wenn also fiir § der Wert / gemessen wird, so ist die wahre Lange
von § gleich der Projektion f(x) von L auf S.

a) Man bestimme f(x), b) man berechne lim f(x) =4 fur x— +0,
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¢) man bestimme zu jedem &¢>0 ein 0= d(¢) derart, daB |f(x) — 4| < ¢ fir alle x mit
0< x< 6 gilt. Zahlenwerte I =2m, € = ¢/ mit &, = 0,1% (¢, relative Genauigkeit).

8.3. Wie miissen die Konstanten 4 und B gewidhlt werden, damit die Funktion
f(x)=—=2sinx fir x< —7n/2, f(x)=Asinx + B fur |x| <n/2, f(x) = cos x fir x = n/2
iiberall stetig wird?

8.4. Gesucht ist eine iiberall stetige Funktion f(x), fir die gilt:
f0)=2, f'(x)=0fir —o<x< -1, f(x)=1fir -1<x<0, f'(x)=-1fir0<x<m,
fi(x)=0firm<x<+oco.

8.5. Fiir welche (reellen) x liefern die folgenden Ausdriicke f(x) reelle Werte? In welchen
x-Intervallen sind die hierdurch gegebenen Funktionen stetig? Wo liegen Unstetigkeits-
stellen vor, und wo sind diese hebbar?

a) f(x)=a—|x-a|,

b) [Ge+ V2 + 206 = V2 + (x + 3)¥2] [x — 5x12 + 6],

¢) f(x)=(x24+x—-2)(x*+2x)7},

d) f(x)=x-[x],((x]=n mitnganzund n=x<n+1),
e) x[1+ exp(l/x)]‘l, f)* f(x) = tan [mx(x?~1)71].

9. Ableitungen
(Bd.2, 4)

9.1. Auf welchen Intervailen sind die folgenden Funktionen f definiert, wo sind sie diffe-
renzierbar, und wie lautet jeweils ihre Ableitung, falls f(x) gleich ist:

a) x— (x%/2) + (x3/3) — (x¥/4), b) a(x?)~'? (Fallunterscheidung x > 0, x < 0),
c) [(x”zx)"zx]m, d) x"a*, (a>0),

e) x3exp(x'?), f) 2x%+4x)(3x%—2x2+3),

g (x*-D(x*-17, h) (ax+b)(ex +d)7,

) (x+a)(x+b)x"(n=1,2,3,..), j) x*@2sinx+cosx),
k) (xsinx + cos x) (xcos x — sin x) "1,

D (x%*+4x)%2, m) arctan (x?),
n) Injtanx|, o) exp(x® — (expx)?, p) cot(3x?),
@ [arctan (x2)]"?, 1) arctan[(e* — e )(e* + e )],

) (2/3)x%(1 —x)*2 + (8/15) x(1 — x)*2 + (16/105) (1 — x)"2,
t) arcsin[(x + 1) (x = 1)71],

u) arsinhx — In [x + (x2 + 1)?] (Skizze!),

v) arctan x + arctan (1/x) (Skizze!).

9.2. Man bilde von den folgenden Funktionen f jeweils die Ableitung, falls f(x) gleich
ist:

a) xexp{—(nx)"’}, (x>1),

b)) x(1-x)P+x)2 (0<x<l),

c) Infnjx||, (x=*0,|x|*1),



24 9. Ableitungen

d) In{1+sinx)/1-sinx)}'"?, (x#@/2)+kn, k=0, £1,..),

e) (x+a)”x%*Inx, '

f) f(x), wobei exp {ax + bf(x)} =¢, (b*0) ist,

g) f(x), wobei f(x) differenzierbar ist und In |2 + f(x)| = 2 + exp (x?) gilt.

h) Man berechne f'(x,), wobei fir die in einer Umgebung von x, differenzierbare
Funktion f einerseits f(x,) = 0 und andererseits exp (sin f(x)) — (t'(x))2 = x gilt.

i)* Man berechne f,(0) (»=1,2,3), wobei fiir diese drei (voneinander verschiedenen)
in einer Umgebung von x =0 differenzierbaren Funktionen f,(x) die Gleichung

() = 3,(x) + x =0 gilt.

9.3. Man bilde die n-te Ableitung der folgenden Funktionen:

a) (ax+b)"(m>n),

b)  xf(x),

¢) x(a+bx)Y, (b#0),

d)* e *x" (Ergebnis in der Gestalt e *L,(x) angeben, L,(x): Laguerresches Polynom),
e) e *cosx im Fall n=4,

f) f(x) im Fall n =2, wobei 2f(x) In|f(x)| = x ist,

g)* xexp[(2ax)'?] im Fall n =3 an der Stelle x = 1/2a.

.

9.4. Mittels logarithmischer Differentiation berechne man die Ableitung der folgenden
Funktionen: '

a) 9.2.b), b) 9.2.e),
¢) 2x)*(x > 0), d) xx, (x>0),
e) x%a* (a>0, x>0), f u(x)"™, (u>0),

g u’ mit u=ax" v=In(x2), (a>0,x>0),
h) (Vx)™, (0<x<n/2).

9.5.* Mit den Funktionen u(x), v(x), w(x), z(x), die jeWeils eine stetige dritte Ableitung
besitzen, werden die Funktionen

u v w u v w Zu zv w
fy=lu" o W,  g)=lu v w |, h(X)=|(zu) () (2w)
u’ v W u o W ()" (zv)" (zw)”
gebildet.

a) Es gilt f'(x) = cg(x). Man bestimme die Konstante c.
b) Es gilt 2(x) = z"f(x). Man bestimme die natiirliche Zahl n.

9.6. Die folgenden Aufgaben sind im Rahmen der (elementaren) Fehlerrechnung zu 16-
sen, d. h., es sind vorliegende (kleine) Differenzen niherungsweise durch zugehérige Dif-
ferentiale zu ersetzen.

a) Man berechne sin 32° mittels sin 30° und cos 30°.

b) Man berechne 1g 101 = log,, 101 mittels 1g 100.

¢) Gesucht ist eine Schranke fiir den absoluten Fehler, wenn bei Berechnung von «) 7%
B) (m—1)>(m+ 1)7%; y) Inm fir bekanntes  der Naherungswert 3,14 benutzt wird.
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d) Wie groB darf der absolute Fehler von x (0 = x = 4) hochstens sein, damit der absolute
Fehler von y = x2x'2 nicht groBer als 0,1 ist?

e) Durch Wirmeeinwirkung verlangert sich die Lange L =2b{1 + (2/3)b %’} eines Tele-
grafendrahtes (2b: Abstand zwischen den Aufhdngepunkten; f: Pfeilhdhe der Durch-
hingung) um dL. Gesucht ist die VergroBerung von f.

f) Mit welchem relativen Fehler muB man den Radius einer Kugel messen, damit der re-
lative Fehler des Kugelvolumens 1% nicht iibersteigt?

g) Es liegen zylindrische Dosen mit unterschiedlichen Bodendurchmessern 2r und unter-
schiedlichen Hohen h = cr vor. Bei allen Dosen wird 27 mit iibereinstimmendem rela-
tivem Fehler o gemessen. Wie wirken sich die GroBe der MeBwerte 2r und der Fak-
tor ¢ im relativen Fehler des Volumens der jeweiligen Dose aus?

h) In einem Dreieck kann die Messung der Seiten b und c als genau angesehen werden,
wihrend die Messung des eingeschlossenen Winkels o mit dem absoluten Fehler |de|
behaftet ist. Mit welchem absoluten und mit welchem relativen Fehler kann damit die
dritte Dreiecksseite a berechnet werden? Zahlenwerte: b = 400 m, ¢ =500 m, & = 60°,
|de| = 10” (1” = Bogensekunde = (1/3 600) Grad).

i) Bei der Spiegelablesung mit Skala und Fernrohr wird bei festem Skalenabstand s der
Ausschlag x mit dem absoluten Fehler |[dx| gemessen. Wie groB ist der relative Fehler
des Ausschlagwinkels «? Zahlenwerte: s =2m, x =25 cm, |[dx| =1 mm.

j) Der Radius einer Kugel sei mit R = (5,012 +£0,005)cm gemessen worden (d.h.
|dR| = 0,005 cm). Die absoluten und relativen Fehler fiir Kugeloberfliche und Kugel-
volumen sind abzuschétzen.

k) Der Hammer einer Dampframme falle aus einer Hohe # =3 m auf das zu bearbei-
tende Objekt mit der Geschwindigkeit v = (2gh)"2. Welche absoluten und relativen
Geschwindigkeitsunterschiede entstehen, wenn h bis auf Abweichungen von 2 % ein-
gehalten wird?

9.7. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (gegebenenfalls mit dem Satz von
Rolle) beweise man:

a) Die Losungen von x?+ ax + b =0 werden durch —a/2 getrennt, wenn sie reell sind.
b) x3—3x+ c=0 hat fiir kein ¢ zwei Lésungen zwischen 0 und 1.

¢) Die Funktion (d/dx)[x(x — 1)]2 hat wenigstens eine Nullstelle zwischen 0 und 1.

d) mx"lzxt-y)/(x—y)zmy t(x>y>0, n=1,2,..).

e) (y—x)cosyssiny—sinx=s(@y—x)cosx(0<x<mn/2); (0<y<mn/2).

f) x"+ px + ¢ =0 hat hochstens zwei reelle Losungen fiir gerade n und hochstens drei
reelle Losungen fiir ungerade n.

g) Es seien f(x) und f'(x) stetig fiir 0 = x =<1, und es sei dort f'(x)=a >0, f(0)=0
Dann ist in 0 = x = 1 ein Teilintervall der Lange 1/2 enthalten, in dem f(x) = a/2 ist.

h)* Eine Ableitung f'(x) kann keine hebbare Unstetigkeit haben, d. h.: existiert f(x) fiir
alle x einer Umgebung von x =a und existiert der Grenzwert limf'(a + k) fiir
h—0, so ist dieser Grenzwert gleich f'(a).

9.8. Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung priife man,

a) welche der in 9.6.a), b) mit der elementaren Fehlerrechnung ermittelten Werte jeweils
als obere oder untere Schranke der zugehorigen exakten Werte genommen werden
konnen,

b) ob man die in 9.6.c) ermittelten Schranken als sechte“ Schranken anerkennen kann.
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9.9. Mit der Regel von de I'Hospital berechne man die folgenden Grenzwerte:

a) lim[{In (tan (7x))} {ln (tan 2x))} '] fiir x— +0,

b) limx*mitz=(x—1)"! fir x—1,

¢) lim{(Inx)(In(1 - x))} fir x— +0,

d) lim {(tan x)® @} fiir x—7/4,

e) lim{(x»)? mit z=In(1-x) fir x—+0,

f) limIn {2 +3e*) (5 +7x)"} fiir x— o,

) lim[{ln(a+be)}{c+dx?} ?] fir x—, (b ¢ d>0),
h) lim{(1 - 295} fiir x— —0,

i) lim[{ln(x - D}ftan (@/2x)} '] fir x—1+0,

j) lim[xln{(x—1)/(x+1}] fir x—> o,

k) im[(1+e™)?] mit z=cot(l/x) fir x— o,

D) lim[(cotx)s®*] fir x— +0,

m) lim [3(x2 + x)"1 = 6(sin 2x)) '] fiir x— +0,

n) lim[(1 —cosx) (x*sinx)™' —2x74] fir x—0,

0) lim[btan (3x) + cos x]"*
p) die Grenzwerte aus 15.9.

fir x— +0,

9.10. Gesucht sind das Taylorpolynom vom (hdchstens) n-ten Grad und eine Abschit-
zung des Restgliedes R,(x) in der Taylorformel (Entwicklungsstelle x = x;) fiir die durch
folgende Ausdriicke gegebenen Funktionen:

a) In[{@+x)/A-x)}"],0=x=1/3, x,=0, n=2, :
b) (sinh x)?, 0 = x =1/2, xo=0, n derart, daB |R,(x)| = 51075,
c) (1+sinx)"2 |x|=n/6, xg=0,n=2,

d) (1+x)"2 |x|=1/2, x,=0, n=3.

9.11. a) Wie klein muB x > 0 sein, wenn man bei der Berechnung von (1 + x)"? die Ni-
herungsformel 1+ (x/2) benutzt und nach der Rechnung 6 Dezimalen beizubehalten
wiinscht? .

b) In In(1 + x) = x — (x*/2) + ux® mit 0 < x < 1/2 bestimme man eine moglichst kleine
Konstante M, fiir die |u| = |u(x)| = M gilt.

10.  Anwendung des Ableitungsbegriffs
(Bd.2,7;Bd.6,3)

10.1. a) Ein Fahrzeug soll in méoglichst kurzer Zeit vom Punkt (0 km; 0 km) zum Punkt
(30 km; 10 km) gelangen. Auf der StraBe (im Modell die x-Achse) kann es 50 kmh™!
fahren, im Geldnde (auBerhalb der x-Achse) dagegen nur 20 kmh™!. An welcher Stelle
der StraBe muB es abbiegen?

b) Ein kreiszylindrischer, oben offener Behilter vom (lichten) Inhalt ¥ und der Wand-
und Bodenstirke a ist mit moglichst wenig Mate:ial herzustellen. Man bestimme fiir
diesen Fall den Radius r des inneren Grundkre’ses und den Materialverbrauch M.

c) Eine Punktmasse schwingt gemidB dem Weg-Zeit-Gesetz s = exp (sin ¢). Wann hat der
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absolute Betrag der Geschwindigkeit ein relatives Maximum, und wie gro8 ist s im je-
weiligen Zeitpunkt?

10.2. a) Durch Kurvendiskussion der linken Seite von x*—6x%+ 9x + a =0 ermittle
man alle a-Werte, fiir die diese Gleichung genau eine reelle Losung besitzt.

b) Esseiena,>0,»=1,2,3, und x; < x, < x3. Durch Kurvendiskussion der linken Seite
von Y a,(x—x,)'=1 mit »=1,2,3 untersuche man, in welchem der Intervalle
X, < X<X,4q (Xg=—, x4,=0; »=0,...,3) genau eine Losung dieser Gleichung
liegt. ‘

Gegeben ist f(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢)1. Man zeige «) liegt ¢ zwischen a und b, so
nimmt f jeden beliebigen reellen Wert zweimal an (Skizze!); ) liegt ¢ nicht zwischen
a und b, so gibt es ein Intervall J, dessen Zahlen von f nicht angenommen werden.
Wie lang ist J?

c

<

10.3. a) Im Schwerefeld (Erdbeschleunigung g) wird zum Zeitpunkt ¢ =0 in der Hohe

y=h>0 eine Punktmasse m mit waagerechter Anfangsgeschwindigkeit v, >0 abge-

schossen. Unter welchem Winkel o zur Waagerechten trifft- m auf dem Erdboden

y =0 auf? (Vernachlissigung des Luftwiderstandes, also x = vyt, y = h — (g/2)t?), Zah-

lenwerte: h =20 m, v, = 100 km/h, g = 9,81 m/s%.

In einem (x, y)-Koordinatensystem bewegt sich ldngs der Geraden y = a(x — xo),

(a #0) ein Punkt M nach dem Weg-Zeit-Gesetz s = g(¢). Er befindet sich zum Zeit-

punkt =0 im Punkt (x,; 0). Ist die x-Koordinate von M groBer als x,, so sei s >0,

sonst s =0. Die Gerade durch die Punkte (0; #) und M schneide die x-Achse im

Punkt P. Gesucht ist die Geschwindigkeit von P. Spezialfall mit Zahlenwerten:

a—+o xo=3m, h=4m, g(t)=t(m/s), Geschwindigkeit von P zu den Zeiten

t=0s,2s, 3s,(7/2)s, 3,99s?

c) In einem in einer vertikalen Ebene liegenden (x,y)-Koordinatensystem héngt am Ort
(0; 0) eine Punktmasse m an einem Seil, das an der Stelle (0; H) (H > 0) iiber eine
Rolle gefiihrt wird weiter zu einer Hand an der Stelle (x,, h), (xo >0, # > 0), die m da-
durch nach oben zieht, daB einerseits die Hand sich mit der konstanten Geschwindig-
keit v; waagerecht von der y-Achse entfernt und andererseits das Seil mit der konstan-
ten Relativgeschwindigkeit v, durch die Hand gleitet. Gesucht ist die Momentange-
schwindigkeit v von m zu demjenigen Zeitpunkt, an dem sich die Hand um die
Strecke / von ihrer Ausgangslage entfernt hat. Zahlenwerte: H=85m, h=15m
v;=08m/s, v,=04m/s, xo=1m, /=4m.

b

N

10.4. Man bestimme Definitionsbereich, Nullstellen, Unendlichkeitsstellen, relative und
absolute Extremwerte, Wendepunkte und die Gleichungen der dortigen Tangenten,
asymptotisches Verhalten der durch folgende Ausdriicke gegebenen Funktionen und skiz-
ziere die dazugehorigen Kurven. (In den mit * markierten Féllen ist die Lage der Wende-
punkte niherungsweise (Newton-Verfahren) zu ermitteln.)

a)  x*(10(x—-2))7", b)) x(x— 1)

¢) (x2=1((x2+x)(x— 3)2)’1, d) (x+1)(x?—4x+4)(x2-5x+6)7",

e) (x*—4x?+4x)(x*—4x>+5x2—4x+4)7,

f)* (x—1)(x+1)"2x? (logarithmische Differentiation empfohlen),

g axXa*+x)1(a>0), h* 2x* -1 (x*-x+1)7,

D +DEE+DY |x[=1, ) ooen

k) x?exp(—x?) mit expz =e?, D* eX{x* - (x%/5)},
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m)
0)
Q)
s)*
u)
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(x3+x2=-2x)(x2—x—6)7", n) (x?—4x—5)(x+3)7
x(Inx)? (x> 0), p x'(In(Bx) (x>0),
e*sin x, 0 |xP+4x - SP,

6 1nx — x — 10 arctan x, t)* exp(2x®+3x2-12x+5),

(x¥2) — 1+ cos x.

10.5. a) Unter allen Rechtecken von gegebenem Umfang / ist dasjenige mit maximalem

b)*

©)
d)

e)

f)

2)*

h)

k)*

Flicheninhalt zu bestimmen.

In der Ebene E haben die auf einer Seite der gegebenen Geraden g liegenden
Punkte P, und P, jeweils den Abstand A, und h, von g. Die von P, bzw. P, auf g gefdll-
ten Lote schneiden g in den Punkten Q, und Q,, wobei die Strecke 0,0, die Linge
a >0 hat. Gesucht ist der Punkt P auf g, fiir den die Abstandssumme PP; + PP, ein
Minimum wird.

Welche Punkte (x, y) der Hyperbel y2 — x2 =1 haben vom Punkt (1; 0) die kleinste
Entfernung?

Der Ellipse (x?/a? + (»?/b% =1 ist dasjenige Rechteck mit achsenparallelen Seiten
einzubeschreiben, dessen Flicheninhalt ein Maximum wird.

Die Anzahl z der Fahrzeuge, die stiindlich eine StraBe passieren konnen, 1d8t sich
aus der mittleren Geschwindigkeit v(m/s) und der mittleren Lange /(m) dieser Fahr-
zeuge (v, I: MaBzahlen) nach der auf empirischem Wege gefundenen Formel
z=3600v(l+ (1/2)v + (1/6)v?)~! berechnen. Bei welcher Geschwindigkeit — gemes-

,sen in km/h - erreicht die Anzahl z ihren groBten Wert, falls / = 25/6 ist?

Ein Trichter werde (ohne das Ansatzrohr) durch einen geraden Kreiskegel wiederge-
geben. Wie ist der Offnungswinkel 2« dieses Kegels zu wihlen, damit der Trichter
bei gegebenem Oberflicheninhalt M ein mdoglichst groBes Volumen V besitzt?

In einen gegebenen geraden Kreiskegel (Grundkreisradius R, Hohe H) soll ein Kreis-
zylinder (Grundkreisradius r, Hohe #) mit maximaler Gesamtoberfliche einbeschrie-
ben werden (Fallunterscheidung H < 2R, H > 2R).

Aus einem Baumstamm (Kreisquerschnitt, Radius R) soll ein Balken mit Rechteck-
querschnitt (Breite b, Hohe ‘h) so herausgeschnitten werden, daB er eine moglichst
groBe Tragfihigkeit besitzt, die durch das Widerstandsmoment W = (1/6)bh? gemes-
sen werden kann.

Fiir die Beleuchtungsstirke B in einem Punkt P einer von einer Lampe Q (Licht-
stirke L) beleuchteten ebenen Fliche gilt B = La 2sin « (a: Entfernung QP; o: Nei-
gungswinkel der Strahlen gegen die Fliche). In welcher Hohe A iiber der Mitte eines
kreisformigen Tisches (Radius R) muB} die Lampe angebracht werden, damit B am
Tischrand ein Maximum wird?

Ein Widerstand R wird in einer Wheatstoneschen Briicke mittels eines Vergleichswi-

, derstandes R, und eines Schiebewiderstandes der Linge / gemidB R = R, x(/ — x)!

gemessen, wobei x jene Linge auf dem Schiebewiderstand bedeutet, die zum Ver-
schwinden des Querstromes in der Briicke fiihrt. Der Ablesefehler Ax von x sei kon-
stant. Fiir welches x ergibt sich der kleinste relative Fehler und wie groB ist er? Wel-
cher Widerstand R liegt in diesem Fall vor?

In einem stromdurchflossenen Draht D (konstante Stromstirke I) leistet das orien-
tierte Drahtelement dl an der Stelle Q (Ortsvektor I) zum Magnetfeld H an der
Stelle P (Ortsvektor r) den (differentiellen) Beitrag dH = (I/4m)|r — 1|73(dl X (r — 1)),
(Gesetz von Biot-Savart). Gesucht ist derjenige Abstand 4 des Punktes P von der
Tangente an D im Punkt Q, fiir den |dH| bei festem B (siche Bild 10.1) maximal
wird (Zusammenhang mit 10.5.1)?).
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Bild 10.1

10.6. a) Welche Parabel hat mit dem Bogen der Sinuslinie y =sinx (0 =x =m) den
Scheitel und die Schnittpunkte mit der x-Achse gemeinsam?

b) Welcher nichtlinearen Gleichung geniigen diejenigen x-Werte, fiir die die Ordinaten
beider Kurven aus a) am meisten abweichen?

¢) Man 16se die Gleichung aus b) nach einem solchen des dort vorkommenden x auf,
daB die entstehende Fixpunktgleichung x= @(x) zu einer Iterationsvorschrift
X,+1= @(x,) AnlaB gibt, die — bei geeigneter Wahl eines Startwertes x, — zu einer
Zahlenfolge x, x;, x,, ... fiihrt, die gegen eine Losung der Gleichung aus b) strebt.

d) Man entnehme X, einer Skizze und flihre die Rechnung durch bis 5 Dezimalen ,si-
cher“ sind.

10.7. a) An die Parabel y =1+ x? wird ein die Abszissenachse beriihrender Kreis mit
dem Radius 1 herangeschoben. In welchem Punkt (x,, y,) beriihrt er die Parabel? Eine
sich im Rechengang ergebende nichtlineare Gleichung fiir eine Unbekannte ist nach
dem Newton-Verfahren zu lésen.

Ein liegender zylindrischer Kessel mit gegebenem Grundkreisradius R hat ein Fas-
sungsvermogen von 1500 Liter. Er ist mit 900 Liter Fliissigkeit gefiillt. Wie hoch steht
der Fliissigkeitsspiegel? Die sich im Rechengang ergebende nichtlineare Gleichung fiir
den zum Fliissigkeitsspiegel gehorigen Zentriwinkel o ist nach dem Newton-Verfah-
ren Zu 16sen.

Welcher Punkt der Sinuslinie y = sin x liegt dem Punkt (0; 1) am nichsten? Man be-
nutze das Newton-Verfahren.

b

=

C

<

10.8. Mit dem Newton-Verfahren berechne man die kleinsten positiven Lsungen der fol-
genden Gleichungen:

a) x?=sin (mx), b) x*+x-1=0,

c) tanx = —x, d) xtanx =1,

e) 2x2+1Inx =0, f) ee=(1+x)*-02,

g x}+e*=2, h) x*-2,4x*-14x-68=0.

10.9. Man bestimme a) die im Intervall 1 < x <2 vorhandene Nullstelle der Funktion
y=x*-11,4x2+ 39x - 35,

b) die in 3 < x <4 enthaltene Nullstelle von y = x — lg x — 3 mittels «) der Regula falsi
(zwei Dezimalstellen); f) dem Newton-Verfahren (drei Dezimalstellen); y) dem allge-
meinen [terations-Verfahren (drei Dezimalstellen).

10.10. Von den ebenen Kurven, die durch die folgenden Funktionen y = y(x) dargestellt
werden, sind im angegebenen Punkt P die Gleichungen der Tangente und der Normale
der Kurve zu bestimmen:

a) y=Qx*+x2+ 1" P(1;2),
b) y=y(x) mit x* - 3axy + y>=0, P((3/2)a; (3/2)a),
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c) y=aln{cos(x/a)}, P(xp; yo) mit xo=2ma,
d) y=y(x) mit x}+y?+2x-6=0, P(xq;y,) mit y,=3.

10.11. Es sind die Krimmungsradien der folgenden ebenen Kurven im jeweils angegebe-
nen Punkt P zu ermitteln:

a) y=x*—4x3-18x2, P(0;0), b) (x%/9) — (y*/4) =1, P(xy;y5) mit x,=09,
c) y=tanx, P(xo; yo) mit x,=mn/4,d) y=2e* P(xy;y) mit x,=0,
e) y=xe™¥ P(xg;y) mit xo=—1.

10.12. a) Man berechne die (vorzeichenbehaftete) Kriimmung der durch
y=x3—6x?+ 9x gegebenen Kurve. Wie groB sind speziell die Kriimmungen fiir das
Maximum, das Minimum und den Wendepunkt?

b) Man bestimme fiir die Kurve y =1n x(x > 0) den Punkt, fiir den die Kriimmung einen
Extremwert besitzt, sowie in diesem Punkt den zugehérigen Kriimmungsradius und
den Kriimmungskreis.

c) An welcher Stelle hat die Kurve y = sinh x maximale Krimmung? Wie lautet dort der
zugehorige Kriimmungsradius?

11.  Das unbestimmte Integral
(Bd.2,9)

11.1. Ermitteln Sie jeweils eine Stammfunktion von y = f(x):

a) y=et' 427 -, b)F%Xﬁ”%Jr%‘
X

2
g y=QEFD 1

x xyx
—\2 I
e) 'v=<1xx)+83/;;’ f) y=a%e*+23 xﬁ/x&, a>0,
x? Y1+ x2+41-x2

. 2
d) y=3*+5cosx + )

3
g y=F—r/—+5, h) y="—""F—=—
Y J;+Jx+1 x?+1 y1-x
N 1 0o sinfx e
i) y=e*coshx + 6279’ i) y_1+cosx 2cos? x,
o PURPR | e x x| 12xt
k) y = coth X+1+cosx’ )y (sm2 cosz>+x71.

11.2. Durch Substitution berechne man die Integrale:

6dx dx xdx
a)j.l_h, b)I308x—4dx, C)J'ﬁ’ d)—[ﬁ’

2x+4 b J. sin x
°)Jx2+4x+7d"’ f)J.x3—7d"’ b=
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h) j(x3+2x) x2—1 dx, i) J.(18x3+3x) 3x4+ x? dx,

2x-5 j’ X2+ x+5 J dx
) j e 8 k) | 6x+3)e dx, D ryrr
m)I3e"Ve"+1 dx, n) Isinx-JZ—cosx dx, 0) I3cosxsmzxdx,
) I 1xd ) j cosx 9 j 4x arctan x2 -
p) | cosx-sin2xdx, q vl Tt 9%

: jg\/md t)jmw—
1+36x2 oy
11.3. Berechnen Sie mittels partieller Integration oder durch Substitution:
a) Ix(sinx2+cosx1)dx, b) je"‘ﬁ*”dt, a%0, ) Ixe”‘dx,
(2x + 1) arctan x dx, e) sz sin x dx, f) J(x2—4) cos2xdx,

P4
2cosht ,)I Xigtadx dx,

3 —_——

g [siwxdx, B .[ 3 + cosh?t a, (x2+4)?

) |e>cosbxdx, a+0, b+0, m) Icos(mz)dz, n) I%‘z—dx,
sim” x

arcsin x Int
o) | tanh(7x)dx, J dx, -l<x<1, J‘Mdt,
) ( ) p) Vm‘ x Q) 13

o]
J
P TRV SRR PR R
Jer
J

e* + cos x 2 cos x sin® x + cos® x + sin x
0 J-—dx, s) Itln(t2+ 1)dt, t) J- . dx.
2] cos x sin2x

11.4. Fiir die folgenden Integrale I,(n € N) sind Rekursionsformeln aufzustellen. AuBer-
dem gebe man jeweils Iy, I}, I, I; an.

a) I,,=[x’l e*dx, a*0, b) I,,=_[x(lnx)" dx, c) I,.=Icos"xdx,
@ 1= | xrsinhxdx o* 1=[L a*0.
n » n (xl + a2)n ’

11.5. Benutzen Sie die Partialbruchzerlegung, um folgende Integrale zu bestimmen:

2x2+41x-91 J x+2
¥ I G-Dax+He-8 R Ry ol
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) JZXZ+9X+12
. T4 6x+10
¢ .|.3x2+1 dx
(x2=1® "7
41
e .|-x~4x3+6x 4x+1d

o~ 3t
D .[(H ¢

3+ - P08 .-
d)jx Sx2—10x 20dx’

x*+x2—4x-4

x3+7x 2
f j Xt 16x2+ 63 0%

3%
B .|- x4+ 5x2+4 dx,

11.6. a) bis e), f)*, g)*: Zu den in der Aufgabe 6.24.a) bis g) gegebenen gebrochen ratio-
nalen Funktionen ermittle man jeweils eine Stammfunktion.

11.7. Durch Zuriickfiihrung auf Grundintegrale und Substitution bestimme man:

dx j
— b
Y J - ’

) IVx1+16 dx,

dx
e h
g)[ 10x— x2—21 .

) IVxZ+6x+10 dx,

[
z

B
=

Yx?—10x +29

1)J
1,/3+2x+x2
VY5 —4x—x? dx, 1) I x2—=10x - 11 dx,

5x+12

1/—7x— x? =t

y
|t
|
| e

dx
ot °)Jm’
VYx?—-16 dx,

V16 — x? dx,

Vx2~6x+5 ’

 4x+12

Jaxitax+3

0)

11.8. Klassifizieren Sie, zu welcher Funktionenklasse der Integrand gehort, und berech-

nen Sie die Integrale:

)7
x= 1+«/x+

x+1 dx,

d)

e*+1

) J- dx
J sinx’

dx

15(x + 1) -I'
a) X, ) hd+m

x(1+\/-)

e*+a’

o |24 I

0 _[ X_ dx
Vo1 oo
f J.
) 1+ x+
2e3x
>0, 9 J.el"*l
1
dx, 1) Jcosx cos3xdx,
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m) J. 3ex___:v::24 dx, n) J‘—%nc—%sc—idx, 0) I%dx,
N B
J o v it
.I. a coszt+bzsm2t =0, v JE/%I_

w* I 1-yx2+x+1 dx
xyx2+x+1

11.9. Benutzen Sie geeignete Integrationsmethoden, um fiir y = f(x) eine Stammfunk-
tion F(x) zu bestimmen:

y 1/2-’(—'*'—1—“3’ y X +9x2’ y= 1’
cos® x X e*
SV Alprny g e) y= el f) AR
1 1
® Y T fsmxt3cesx’ DY T 3max

) y= 1+2¢yx—1 D y= x—2 K y= 1
x(Yx-1-2)" \/x2+2x+3’ xVx2+4x—4’

D _ arcsin x m) y= 1 ) y= sin® x
o o e +1 Y= Cosx
o)* y=.;, p) y=(x%+2x-1)arctan(x —2),
sin x - cos® x
x sin* x + cos* x 5sinx
Q y= 1) s ) Y=o

(x2+2x+2)?’ cos? x — sin® x 4cosx + 3sinx’

1
* y=_ - . itution: yx? =¢-
H* y P sk (Substitution: yx2+ x+1 =1—x).

12. Das bestimmte Integral

(Bd.2,10.)

12.1. GemdB der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert geeigneter Zerle-
gungssummen berechne man die folgenden Integrale, (0 < a < b). Dabei arbeite man mit
Zerlegungen in gleichgroBe Teilintervalle.

3 Wenzel, Ueb. Analysis 1
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a b b

Q) [rdr, b [x2dx, o [S5ds.
0 a a

12.2. Gegeben sei ein Stab der Lange / mit der stetigen Liniendichte g = g(x).

a) Wie kann man die Gesamtmasse m des Stabes mit Hilfe von g(x) ausdriicken? (Hin-
weis: Flr einen homogenen Stab, d.h. ¢ = const, ist die Masse das Produkt von Li-
niendichte und Stablinge.)

b) Man berechne die Gesamtmasse des Stabes, falls o(x) = ﬂX\/; gilt.

12.3. Durch ein Rohr mit konstantem Querschnitt Q strémt eine Fliissigkeit mit der an

jeder Stelle des AusfluBquerschnittes gleichen, aber zeitlich verdnderlichen Geschwindig-

keit v(t).

a) Das in der Zeit von t,...# durch den Querschnitt stromende Fliissigkeitsvolumen V'
188t sich fur stetiges v(¢) als bestimmtes Integral angeben. Wie lautet dieses?

b) Es sei speziell v(¢) = Ae~* A, k konstant und #, = 0. Man berechne das auftretende

. bestimmte Integral durch Grenzwertbetrachtung; dabei soll eine gleichabstindige Zer-

legung des Zeitintervalls [0, 7] benutzt werden, fiir den Integranden ist als Zwischen-
punkt jeweils der linke Eckpunkt jedes Teilintervalls zu wihlen.

c) Was ergibt sich fiir den in der Teilaufgabe b) ermittelten Wert von ¥ beim Grenziiber-
gang f,— ©?

12.4. Fiir eine in [—aq, a] stetige Funktion f beweise man die Giiltigkeit von:

2) I f@dx=[f-x)dx, b jf(x) dx= ofmxwf(w)] dx.

¢) Welches Ergebnis erhilt man in b), falls f eine gerade bzw. eine ungerade Funktion
ist?

12.5. Wenden Sie zur Berechnung der folgenden bestimmten Integrale die in Ab-
schnitt 11. geiibten Integrationsmethoden an:

V3

2 1
dx 2 x ; n B
a) i‘- 1722’ b) al.(x 3e* + 2sinx) dx, c) ix dx (n = 0 ganzzahlig),

V19
P P
d) Bestimmen Sie p > 1 so, daB I ~dxi= Ilnxdx ist. e) _[ —Z———dx,
1 b

i V4x2+5

8 3 3
3
dt I Ix -2 j lIn x| o f
= — -3x+
f) J e | C N dx, 0j|x 3x+2|dx,
V3 b 1 2
§ [ xarctanxdx, K [xlxldx, D [e’sin2xdx, m) [|rsine|ds,
0 a -Ine 0
2 R'E}
1 x=2 j S8
n) J 3 arctan( X )dx, 0) A 01 ds,
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/4 it §

10
p) _[v100— x? -arctan x° dx, Q* j o 1) J

z
s S S—T
iy o cos'x % z—=3+4y3-z
1 2 /6
te' j Sdx I cos x + sin x
L el SBXTERE 4y,
s) J TG di, t) ) u) | b6

2 ’ cos x —sin x
x{a[——-1+2 :
X
1

1 1
2 _ —
V) J.t—d' w)* j idx, X)* -|. 3 l_i dx,
0

2)2 ?
Lavs 1+4x PR

(Aufgabe 11.5.i) beachten!).

12.6. Man verwende einen Mittelwertsatz der Integralrechnung, um
100

-x

. . N e
a) eine Abschitzung fiir /= 6[ 1100 dx anzugeben. v
b) Obige Abschétzung ist zu verbessern, indem man das Integrationsintervall in [0, 10]

und [10, 100] aufteilt.

12.7. Der Wert des bestimmten Integrals ist durch moglichst giinstige Schranken einzu-
schlieBen. (Hinweis: Man schétze den Integranden nach unten und nach oben durch
Funktionen ab, deren Integration problemlos ist.)

1/2 1

dx dx
a) 1=J' ————, nz2, ganz, b) I=J.°*°*—~——-,
o Yl—x 0 Y4—x2+x?
b 1 ‘]
29 30
gr1-| =8 gr-[Z2 g o[l

3 Y4-3x+x>’ 3 Y1+x5’ g 1+x%

12.8. Ermitteln Sie den Inhalt des ebenen Bereiches (Skizze anfertigen!), der begrenzt
wird durch die Kurve:

a) y=—x>+9x?—23x + 15 und die x-Achse,

b) y=f(x) = x?cos2x und das Intervall [0, x,], wobei x, die kleinste positive Nullstelle
von f ist,

c) y=25in2x—% und die Geraden y =0, x =0, x =27,
d) y?=4x und die Gerade y = 2x — 4.

12.9.* Gesucht ist der Inhalt der Fliche, die unter der Kurve y = (x2— 1)~2 und der Gera-
den y =4 liegt und auBerdem durch x'= =2, x =2, y = 0 begrenzt wird.

12.10. Fir ein geeignetes Parameterintervall wird durch x(¢) = 372, y(t) = 3t — t* eine ge-
schlossene Kurve dargestellt (Skizze!). Welchen Inhalt hat die Schleife?

12.11. Die spezielle Astroide hat die Gleichungen x = rcos® @, y = rsin’® . Wie groB ist
die von ihr eingeschlossene Fldche?

3+
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12.12. Ist der Inhalt des ebenen Bereiches, begrenzt durch die Gerade x = %a und den

Hyperbelast x = acosht, y = bsinht(a > b > 0), groBer als ab e>1??

12.13. Bestimmen Sie den Anstieg m einer durch P(—1; 1) verlaufenden Geraden so, daB
der Inhalt 4 des von dieser Geraden und der Parabel 2y = x? begrenzten Bereiches mini-
mal wird! Wie groB ist 4;,?

12.14. Berechnen Sie die Koordinaten des geometrischen Schwerpunktes der Fliche, die
eingeschlossen wird durch die x-Achse und die Kurve der Funktion y = sinx mit
Osxsmn!

12.15. Die Kurven y = % (x> 1), y=2e*"?und die Geraden x = —1, x =3, y = 0 be-
grenzen ein Flachenstiick F.

a) Welche Koordinaten hat der geometrische Schwerpunkt von F?
b) Mit der Guldinschen Regel ist das Volumen des Korpers zu ermitteln, der bei Rota-
tion von F um die x-Achse entsteht.

12.16. F(a) sei der Inhalt der Flidche, die von den Kurven y=xe *(xz=0), y=0,
x =a>0 berandet wird. Berechnen Sie F(a) und den geometrischen Schwerpunkt der
Fldche. Was ergibt sich fiir a— +»?

12.17. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn
a) die von den Kurven 4x2—y2 =4, y = x? und der x-Achse berandete endliche Fliche
um die x-Achse rotiert,
6 5
b) die von den Kurven y =6 — e y =0, x=2, x = 6 berandete endliche Fliche um die
x-Achse rotiert,
c) die endliche Fliche, begrenzt durch die Kurven x=17+cost, y=sint+cost,

(0 st= —721—>, x=1x= %, um die x-Achse rotiert,

d) der durch x2+ y?=9 (y =2 0) und x2 = 8y begrenzte ebene Bereich um die y-Achse ro-
tiert,

e) die durch y = 0= x = xg, und die Gerade x = x;, berandete Fliche um die

e Ei

1+x2’
x-Achse rotiert (welches Volumen erhilt man fiir x,— +?),

f) die durch die Kurve y=cosx, 0 = x = %, und die Koordinatenachsen berandete end-

liche Fliche um die y-Achse rotiert (Guldinsche Regel beachten!).

12.18. Welchen Inhalt hat die Fliche, die entsteht, wenn die Kurve y = f(x) um die
x-Achse rotiert?

a)f(x)=f—23+i, 1=sx=2, b) fx)=+r2—x?, |x|=r,

X

c) y=sinx, xe€[0,n].
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12.19. Der Bereich B wird durch die Koordinatenachsen und die Kurve y = cos \/_ - bis
zur kleinsten positiven Nullstelle — begrenzt.

a) Welchen Inhalt hat B?
b) B rotiert um die x-Achse; welches Volumen hat der Rotationskorper?

12.20. Das durch die Kurve y? = 2px, p > 0, und die Gerade x = % begrenzte Parabelseg-

ment rotiere

a) um die y-Achse, b) um die Gerade x =§.

Mit Hilfe der Guldinschen Regel sind die Volumina der Rotationskorper zu berechnen.

12.21. Der Schwerpunkt des von der Geraden y = ~-§~x+ 2r (r>0), dem Kreisbogen

x2+ y?=r? und den Strecken r = x < 3r, r < y < 2r begrenzten Bereiches ist mit der Gul-
dinschen Regel zu bestimmen.

12.22. Berechnen Sie die Linge der Kurve

a)y=%xz, -1sx=s1, b) y=coshx, —a<x=a,
33 s -1 _1,
c)y 7 Vx 10 \/;‘, 1=x=8, d)y—4lnx 7 x 2=x=s4,

12 12
-t . -
e) x(t)=e° sint, y(t)=e> cost, 0=t=<S$,

f) x(n=Int, y()=241, 3=1s8,
g x()=1% y()=at’, (a>0), fir 0st=1,

h) x(t)=tcost—sint, y(t)=tsint+cost+1, —ngt;%,
: . 2
i) x=tsint, y=?v2t3, z=2-tcost; 1sts3,

D x=2yur2y, y=z=yIy 1519,

K) x=1+1tsint, y=143, z=1-tcost, 0=<t=4,

) x=e'cost, y=e'sint, z=e, te[0, +),

m)r(p) =7, 0sgs42.

12.23. Berechnen Sie den Inhalt des Sektors,

a) der durch die Kurven y = Ex_ y= % und y = J; begrenzt wird,

b) den das Kurvenstiick x(¢) =3 cost, y(t) =2t +cos’t, 0 =t = % mit dem Koordinaten-

ursprung bildet,
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2
¢) der im 1. Quadranten von der Kurve XT + y*=1und den Geraden y =0 und y = x be-

grenzt wird.

12.24. Welchen Inhalt hat der durch eine Windung der logarithmischen Spirale r = e?,
@ €0, 27], bestimmte Sektor? Geben Sie fiir die Kurve eine Darstellung an, in welcher
der Parameterwert den Inhalt derjenigen Sektorfliche angibt, die durch die zu den Win-
keln 0 und ¢ gehorenden Polstrahlen begrenzt wird. Zu welchem Winkel ¢; gehort die
Sektorfliche mit dem Inhalt 10 i = 0(1)4?

12.25. Benutzen Sie zur Darstellung der Lemniskate (x%+y2)?=2a%x?-y?, a>0,
Polarkoordinaten und berechnen Sie den Inhalt des so begrenzten Bereiches (Skizze!).
Welches Volumen hat der durch Rotation der Lemniskate um die x-Achse erzeugte Kor-
per?

12.26. Die durch r(¢) =2a(1 + cos @), 0 = ¢ < 2m, a > 0, bestimmte Kurve heift Kardio-

ide (Skizze!).

a) Man berechne ihre Linge und bestimme ihren geometrischen Schwerpunkt.

b) Bestimmen Sie den Inhalt und die Koordinaten des geometrischen Schwerpunktes des
durch die Kardioide begrenzten Bereiches.

12.27. Gegeben ist der Zykloidenbogen x =a(t—sint), y=a(l —cost), 0=t=2m,

a > 0. Berechne Sie

a) seine Linge [,

b) den Wert x,, fiir den der Zykloidenbogenabschnitt iiber [0, x,] die Lange —i— hat,

¢) das Volumensund die Oberfliche des Korpers, der bei Rotation des Zykloidenbogens
um die x-Achse entsteht,

d) die Koordinaten des geometrischen Schwerpunktes des Zykloidenbogens unter Beach-
tung der Guldinschen Regel,

e) das geometrische Trigheitsmoment des Bogens beziiglich der x-Achse.

n
12.28. Gegeben ist das bestimmte Integral I = _r sin x dx.
0

a) Man ermittle den exakten Wert von 1.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Simpsonschen Regel einen Niherungswert von I, dabei
soll [0, 7] in 6 gleiche Teilintervalle zerlegt werden (Rechnung mit sechs Dezimalstel-
len).

¢) Der Fehler |R| soll gemidB Bd. 2, Abschnitt 10.3., abgeschitzt und mit dem tatséchli-
chen Fehler verglichen werden.

12.29. Berechnen Sie die Integrale ndherungsweise mit

) der Trapezregel; B) der Simpsonschen Regel;
dabei ist n die Anzahl der Teilintervalle (Rechnung mit 6 Dezimalstellen). Falls das Inte-
gral exakt auswertbar ist, vergleiche man die Ergebnisse.

i

1
a)I-L n=10, b)[ I —

2 7
g 1+x g 1+x
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2

1
In x
1= x2 - A S =
c)a[ 1-x2, n=10, d)sz_2x+2dx, n=6.

12.30. Der Inhalt der Fliche, die von den Kurven y =e™* und x =0, x = 1 iiber [0, 1] be-
grenzt wird, ist nach

o) der Trapezregel; B) der Simpsonschen Regel
(n =10, Rechnung mit 5 Dezimalen) zu berechnen (vergleichen Sie mit dem auf sechs
Stellen exakten Wert 0,746 824).

12.31. Benutzen Sie die Simpsonsche Regel, um néherungsweise die Bogenldnge von
a) y=x% 0=xs1, n=4, b)y=sinx 0§x§%, n=6,

zu berechnen (Rechnung mit 6 Dezimalstellen).
Bestimmen Sie, falls moglich, die Bogenldnge exakt und vergleichen Sie die Werte.

4/5
12.32.* Welchen Wert liefert die Simpsonsche Regel fiir _[ 1-x*dx, wenn n=8 ge-

0
wihlt wird? (Rechnung mit 6 Dezimalstellen.) Schitzen Sie den Fehler |R| ab (Bd. 2, Ab-
schnitt 10.3.).

13.  Uneigentliche Integrale
(Bd.2,11)

13.1. Man untersuche, welche der uneigentlichen Integrale existieren und bestimme de-
ren Wert:

dx x N
a J. A b J——dx, c 2xe > dx,
8 b Ay &
o 2 1
dx I‘di J' dx
d) J Tt e) I f) 1—_m’
7
1 - J—
—yx — Z
o | ==, m o[£ g, o) Il -,
o VI—t 3 Vx -1 1 s
‘ ¢ n B
i) ‘_)l'lnxdx, k) Jsmxdx I Frirpm
w2 i
. 6dx J' t
‘_[ e*sin2x dx, n) J sioh2x’ 0) ) In mdt,
= 1 ta
: 4
» I_ds”— " Iarcsmx i, 9 J a du (@>0),

1 \/;"’S\/;’ o Y1—x?
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® In4
dx [ e*

o =y T

3 G+ Dyx 0 (\/4ex—e7" V12—3e">

dx * = j L !

u) J o—x’ v)* J, | @+ (n=2) (Aufgabe 11.4.e) beachten!),

b
w)* I* a=*b.

HR (T

13.2. Falls sie existieren, ermittle man den Wert der uneigentlichen Integrale in Abhédn-
gigkeit vom reellen Parameter ¢:
1 ®

1 I dx
a) OI Fin | R @,

13.3. Fir x>0 ist die Gammafunktion durch I'(x)= _[ e~!-*~1dt erklirt. Man be-
0

rechne I'(1), I'(2) und stelle I'(n) mit Hilfe von I'(n — 1) dar, n = 3, 4, ... Welcher Zusam-

menhang besteht zwischen I'(n) und n?

13.4. Betrachtet wird das uneigentliche Integral J, = f x*l.e~¥dx n=0,1,2,... Be-

0
rechnen Sie zuerst Jy, J;, und geben Sie dann eine Rekursionsformel fiir J, an. Welchen
Wert erhdlt man daraus fiir J,?

13.5. Ermitteln Sie, bei Existenz, &) den Wert des uneigentlichen Integrals bzw. ) den
Cauchyschen Hauptwert des uneigentlichen Integrals!

3 3 3
dx I dx J dx
) b) |53, c —_—
k= ) 1G5 T
. to 2
x+1 ‘ j dx I dx
9 _[ x2+4 dx e § X2-3x+2° i 5 xInx’
© 1 . +o
W fir 0<x<1, J .
. F * —_—
g Jf(x)dx mit  f(x) D" ] Frvexrs
—  fur xz=1,

x2

13.6. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden uneigentlichen Integrale:

‘o o 5
dx dx 5 arctan 2x
a I , b I , C e * dx, d) J ——————dx, (p reell),
e P wey 9 | w ®
4o to +oo

j . £ I = I 2 4 11
O ) Fer e Dl sman e 9 Tt el



14. Unendliche Reihen mit konstanten Gliedern
(Bd.3,2)

14.1. Ist fiir die folgenden Reihen ) a; (k lduft von m bis ) die notwendige Bedingung
fiir Konvergenz erfullt, falls a; gleich ist
a) [k(k+D],  b) n[k(k+2)], o e d) kek e kM- (k-1)"

14.2. Wie groB muB8 » mindestens gew#hlt werden, damit sich die Teilsummen s, = Y a;
(k=1, ..., n) folgender Reihen von ihren Grenzwerten s = ) a, (k =1, 2, ...) um weniger
als 10~ unterscheiden, falls a, gleich ist

a) Qk+ Dk (k+1)72 b) [Qk—1)(2k + 1)]71?

14.3. Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihe } a;, bei der @, von einer
Stelle an jeweils den folgenden Wert hat:

a) (k+1)2°% b) (1/2)4% (k + 1)1kX, ¢) 3k[4+1/k)] %
d) (k2 +4k)7172, e) [(172) + 384k, £) [(k +200)/Qk + 71" *
g) k?[2+(1/2) cos (kx)]'k, h) kexp(—k?),

i) k7! {sin(kn/2) + sin(1/k)}, §) k732 {kcos(km) + 1},

K) e @ mit a=(k?—1)/(k?+1), 1) {ksin(1/2k)}*,

m) (18/k!) (2k)¥, n) 37k {(k + 1)/k}* mit a=k?
0) 34(k)2, p) (=D (k/(k + 1)),

@ (-DF@k+ 177, D (~D¥k-Ink} ",

s) (-Dkk(k+2)72, O* (~DF3k+6(-1% 7,

w* (— 1)k {k + cos (km)} ", V* (=DF{k+ (- Dkk)

W (“DFBk+ (-Dkk} 7, x) (Ink)~! sin (k7/2).

14.4. Es sei lim (Ja,|/| b |) = A fiir k— . Mittels Vergleichskriterien zeige man:

a) Die Reihen ) |a;| und Y |b| sind beide entweder konvergent oder divergent, falls
A+0und 4 + o ist.

b) Ist 4 =0, so folgt aus der Konvergenz von ) |b;| die Konvergenz von Y |a|.

¢) Ist 4 ==, so folgt aus der Divergenz von ). |b| die Divergenz von ) |ay|.

14.5. Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihe Y g, bei der g, von einer
Stelle ko an jeweils den nachfolgend angegebenen Wert hat. Man benutze Vergleichskrite-
rien oder auch die Ergebnisse von 14.4. gegebenenfalls in Verbindung mit der Reihenent-
wicklung elementarer Funktionen:

8) k2= (k- 1), b) k7 {(k+ D2 = (k- 1",
¢) sin(m/2%), d) {1+ k97"

¢) 2k +ksink}”, £) Bk+ (DK}

g (k+7k)/(k? + (- 1)kk), h) (k +7TkY3)/(k* — k),

i) ksin(k7?), j) 1-=cos(n/k),

k) 1-cos(k™%?).

4 Wenzel, Ueb. Analysis 1
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14.6. Man untersuche mit Hilfe der Ergebnisse von 14.4. das Konvergenzverhalten von
Y ay, bei der a; von einer Stelle k, an jeweils den folgenden Wert hat:

a) (4k?=10k)71, b) (a+bk), (b#0),
) 37 *cot(275), d) In(1+ (a/k)),

e) (a+kb)?> (b+0),

f) ¢*(1+¢%2 ¢>0 (Fallunterscheidung fiir g),

g) {1 - cos(1/k)} {sin (1/k)} "2,

h) {kl + 100k1/2} {(k7)l/2 — (k5)1/2}'1

i) {k+ 100} {(k/200) + 1}, ) {k+ktsin(k¥)}

iy s

14.7. Benutzen Sie ihre Kenntnisse iiber die unendliche geometrische Reihe und priifen
Sie, fiir welche x die folgenden Gleichungen gelten:

D Y=Y WMDY, b) =Y Ux)t= Y W2F (x4 1,
k=0 k=0 k=1 k=0
©) Y xk= Z 1/x)k

k

i

0 k

14.8. Man bestimme alle x-Werte, fiir die folgende Reihen konvergieren:
a) Y{Qx-m¥(k(k+1)}, b) T(U/HkSexp(—kx), ¢ ¥k cos(kx).

15. Potenzreihen
(Bd.3,3.,4)

15.1. Man bestimme jeweils die Entwicklungsstelle x, (den Mittelpunkt x,) des Kon-
vergenzintervalles und den Konvergenzradius r der folgenden Potenzreihe ¥ ¢ (x — xo)*
(k=ko, kot 1,...;kg=0):

a) Y kBx)k b) ¥ (k3971 2x - 1)*+2,
o Y UABYK{(x2) - 1}, d) ¥ (k27khx,
e) Y{x sin(l/k)}k, D* Y {1+ (/K" (ex+m* mit m=k?,

g) Yg¢"x* mit m=k?> und 0<g<l1,
h) Yg¢x™ mit m=k* und 0<g<]1,
O XE i R Ve

DX kUK (e + 1)) 2 — )

3k+24

15.2. Man bestimme fiir folgende Potenzreihen das Konvergenzintervall einschlieBlich
des Konvergenzverhaltens in seinen Randpunkten:

a) Z (_1)k+1 2k Xk, ’ b) Z (\2"/(2]{ + 1)) (k + l)l/z xkAl’
o T{2fek-1) (x- 1k d) X (k+3)" @x+ Dk

15.3. Unter Benutzung des Konvergenzintervalles von Potenzreihen gebe man in den fol-
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genden Reihen einerseits moglichst viele x-Werte an, wo Konvergenz gesichert ist, und

andererseits moglichst viele x-Werte mit gesicherter Divergenz:

a) Y c(x + 5k fiir x = 0 divergent, fiir x = —7 absolut konvergent,

b) ¥ c(x + 5) fiir x = 0 divergent, fiir x = —7 konvergent, jedoch nicht absolut konver-
gent,

¢) ¥ ¢(2x - 1)¥ fir x = 1 konvergent, jedoch nicht absolut konvergent,

d) ¥ c(x + m)** =17 wobei ¥ ¢, absolut konvergent.

15.4. Mittels geeigneter Differentiationen von Z x* ermittle man die Summe der folgen-
S k=0

den Reihen:

a) Y kxk b)Y kXK ©) Y k%K
k=1 k=1 k=1

15.5. In Z (x¥k?) = IR(:E) In(1 - xX)dx(]x|<1) sind @ und R(x) zu bestimmen.
k=1 a

15.6. Man entwickle folgende Funktionen nach Potenzen von (x — x¢) und bestimme das
zugehorige Konvergenzintervall:

a) sin(3x), xo=—7/3, b) (312, xz=1.

15.7. Gesucht ist die Potenzreihenentwicklung an der Stelle x = x, = 0 von:
a) (1-x) ) axt b 1-x)" Y gxk
k=0 k=0

15.8. Es sollen die Potenzreihenentwicklungen (Entwicklungsstelle x = x, =0) bis zum
Glied ¢,x* von folgenden Funktionen bestimmt werden. Man benutze bekannte Potenz-
reihenentwicklungen elementarer Funktionen:

a) (2x)/In(1 + x), b) (1+ x)/(1+ cos(2x)).

15.9. Vor Berechnung der folgenden Grenzwerte lim f(x) fiir x— x, benutze man be-
kannte Taylorentwicklungen elementarer Funktionen und entwickle hiermit die Zdhler
und Nenner in den Ausdriicken f(x) an der Stelle x = x, in Taylorreihen und wende dann
die Rechengesetze fiir Potenzreihen an. Ist das absolute Glied einer Nennerpotenzreihe
gleich null, hat sie also die Gestalt ) b,(x — xo)’ mit v =k, k+1, ..., wobei k=1 und
by # 0 ist, so ist vor der Potenzreihendivision im Nenner die Potenz (x — x,)* auszuklam-
mern.

a) lim{x'([a(a + x)]"* = a)} fir x—0 (a>0),
b) lim {(ax — tan (ax)) (bx — tan (bx)) '} fiir x—0,
©) lim{(sinx — x)x7' (cosx - 1)7} fir x—0,

d) lim{x! - (sinx)"'} fir x—0,

e) lim{{ln(1+x)]"~x} fir x—0,

f) lim {(tan x — x)/(x —sinx)} fir x—0,

g) lim{(nx)'+(1-x)"} fir x—1
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15.10. a) In einer Umgebung von x=0 werde sinx nédherungsweise durch
x(60 — 7x?)(60 + 3x?)~! ersetzt. Der dabei gemachte Fehler R(x) ist an der Stelle
x =0 in eine Potenzreihe zu entwickeln, und es ist das erste von null verschiedene
Glied zu berechnen. ’

b) Man behandle a) im Fall der Ersetzung von arcsin x durch 3x{2 + (1 - xz)"z}'l.

15.11.* a) Man berechne f(x) = lim x" (0 < x = 1) fiir n—  und bestimme ein N derart,
daB fiir alle n > N die Ungleichung |x" — f(x)| < € gilt. Man skizziere N = N(g, x) bei
festem ¢ als Funktion von x (0 = x = 1). Ist es moglich ein N = N(¢) anzugeben, das
von x unabhingig ist? -

b) Ist wegen a) die Funktionsfolge {x"}, (0 = x = 1) gleichmdBig konvergent?

c) Wie lauten die Teilsummen g,(x) und die Grenzfunktion g(x) der Funktionenreihe

1+ Y (xk=xk"1) 0=x=1; k=1,2,...). Liegt dort wegen a) gleichmiBige Konver-

genz vor? .

Bleibt in g(x)=1+Y (x*-x*"1) (k=1,2,...) das Gleichheitszeichen erhalten,

wenn man die linke Seite iiber x im Intervall 0 = x =1 integriert und rechts eine

gliedweise Integration iiber dieses.Intervall ausfiihrt? Wie ist das Ergebnis mit dem

Satz iiber gliedweise Integration von Funktionenreihen vereinbar?

Wie lauten die Teilsummen h,(x) und die Grenzfunktion h(x) der Funktionenreihe

x+ Y {(xk* 1/ (k+1)) - (x"k)} O=x=1, k=1,2,...)? Liegt dort gleichmiBige Kon-

vergenz vor? Kann man beziiglich 0 < x = 1 den Satz iiber gliedweise Differentiation
von Funktionenreihen anwenden?

Bleibt in h(x)=x+ Y {(x**/(k+1)) - (x¥k)} O=x=1, k=1,2,...) das Gleich-

heitszeichen erhalten, wenn man links differenziert und rechts gliedweise differen-

ziert?

d

=

€

<

f

-~

15.12. Gegeben sind °

«) die Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung

D(x)=(1/2) + 2m)~ 12 f exp {(—1/2)t%}dt=1-(2m)~1”2 _[ exp {(—1/2)1%} dt;
0 x

B) der Integralsinus Si(x) = I tlsintdt = (n/2) — _[ t'sintde
0 x

a) Man entwickele x) @(x); B) Si(x) an der Stelle x =0 in eine Potenzreihe (Konver-
genzradius?), zeige, daB eine alternierende Reihe vorliegt und priife, ob von einem In-
dex k = ko an die absoluten Betriige der Glieder eine monotone Nullfolge bilden.

b) Man berechne o) @(1), @(3); B) Si(1), Si(10), indem man die Summanden bis zum
Glied cox® der Reihe aus a) benutzt und eine Fehlerabschétzung, die im Zusammen-
hang mit dem Leibnizschen Konvergenzkriterium mdglich ist, durchfiihrt.

¢) «)* Im Integral _[(...) dt= I u(t)v’ (¢) dt mit u(t)= -1, v'(t) = —texp{(—1/2)1%}

der Darstellung von @(x) wende man zweimalige partielle Integration an, berechne
@(3) durch Benutzen der ausintegrierten Bestandteile und verwende das verbleibende
Integral fiir eine Fehlerabschitzung; )* analog ¢) &) berechne man Si(10) durch vier-
malige partielle Integration.
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15.13. Der Integrand f(x) von J = _[(x’ +1)7"2dx ist an der Stelle x = (d.h., es ist
2

g(1) = f(x) mit x = £"! an der Stelle £ = 0) in eine Reihe der Gestalt x”‘z c(1/x)* (k 1duft
von 0 bis ©) zu entwickeln und J durch gliedweise Integration herzustellen. Bei der nume-
rischen Auswertung beriicksichtige man zwei Glieder und fihre eine Fehlerabschitzung
durch, die im Zusammenhang mit dem Leibnizschen Konvergenzkriterium moglich ist.

16.  Fourierreihen und Fourierintegrale
(Bd.3,,5.,6)

16.1. Die Funktion f heiBt beziiglich x = x, gerade [bzw. bezliglich x = x, ungerade], falls

(g + (x = Xg)) = fxg — (x — xp)) [bzw. f(x, + (x = x,)) = —f(x, — (x — x,))] gilt.

a) Man erldutere diese Eigenschaften in einem kartesischen (x, y)-System durch Spiege-
lung der Kurve von f an der Geraden x = x, [bzw. am Punkt (x,; 0)].

b) Man zeige: Eine periodische Funktion mit der Periode T ist genau dann beziiglich
x = T/2 gerade [bzw. ungerade], wenn sie beziiglich x = 0 gerade [bzw. ungerade] ist.

¢) Man ermittle von den Funktionen cos 2mkx/T), sin 2mkx/T) (k= 1,2, ...) jeweils die
‘kleinste Periode und lese aus einer Skizze fiir diese Funktionen jeweils die Stellen
x = xgund x = x, entsprechend a) ab.

d) Welche der Funktionen cos (2mkx/T), sin 2mkx/T) (k=1,2,...) sind an der Stelle
x = T/4 gerade, welche ungerade?

e) Welche Fourierkoeffizienten der Fourierentwicklung f(x) = (ay/2)
+ Y. (ax cos 2mkx/T) + by sin (2mkx/T)) (der Summationsbuchstabe k lauft von 1 bis
) sind gewiB gleich null, falls f gerade [bzw. ungerade] beziiglich x = 0 — und damit
beziiglich x = 7/2 - ist?

f) Welche Fourierkoeffizienten aus ¢) sind gewiB gleich null, falls f gerade [bzw. unge-
rade] sowohl beziiglich x = 0 als auch beziiglich x = 7/4 ist?

g) Welche Fourierkoeffizienten aus e) sind gewil gleich null, falls f einerseits ungerade
[bzw. gerade] beziiglich x =0 und andererseits gerade [bzw. ungerade] beziiglich
x = T/4 ist?

16.2. Die folgenden periodischen Funktionen f, die die Periode T besitzen, sind in Fou-

rier-Reihen f(x) = (ao/2) + ¥, (ax cos Qnkx/T) + by sin 2mkx/T)), (k=1,2,...) zu ent-

wickeln. An denjenigen Stellen x, wo die Angabe von f(x) im Intervall der Linge T fehlt,

ist f so zu definieren, daB auch dort die Reihe die Funktion f darstellt. Durch Benutzen

der Ergebnisse von 16.1.¢), ), g) kann der Rechenaufwand verringert werden.

a) f(x)(—T/2 < x < T/2), wobei f gerade beziiglich x =0 ist und die Kurve von f fiir
0<x<a auf der Geraden durch die Punkte (0; h) und (a;0) liegt und fiir
a < x < T/2 auf der x-Achse verlduft; speziell a— 7/2 und x =0,

b) f(x)=[sin(2nx/T)| (0 < x < T); speziell x =0,

¢) f(x)(0<|x|<T/2) mit f(—x) = —f(x) und f(x) = x((7/2) — x) fiir 0 < x < 7/2; spe-
ziell: x = 7/4,

d)* f(x) (0 <|x| < T/2), wobei f ungerade beziiglich x = 0, gerade beziiglich x = 7/4 ist
und f(x) = (h/a)x fir 0 < x < a und f(x) = A fiir a < x < 7/4 gilt; speziell: a— +0,

e) f(x)=0fir-n<x<0,f(x)=x fir0<x<m f(x+2nm)=f(x), n==+1, %2, ..;
speziell: x =m/2,

5 Wenzel, Ueb. Analysis 1
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f) f besitzt die Periode 4, ist eine ungerade Funktion, und die Kurve y = f(x) enthilt
den Streckenzug vom Punkt (0; 1) iiber (1; 1) nach (2;0),

g f(x)=Ax*+Bx+C, |x|<m, f(x+2nm) =f(x), n=+1,£2, ...,

h)  f(x) besitzt die Periode 2m, f(—x) = —f(x), f(x) = cos x fiir 0 < x <7 (warum kann
man auch das Ergebnis von b) im Fall 7= 27 benutzen, indem man dort differen-
ziert?),

i) f(x)=cos(ax), |x| <2m, f(x + 4nm) = f(x), n=£1, £2, ..., a + (m/2),
m= %1, £2, ...; speziell: x =27, man setze in diesem Fall 27ta = z und folgere die
,Partialbruchzerlegung von cot’z“,

j)  f(x)=cosh(ax), |x|<m f(x+2nm)=f(x), n==%1, £2,...; speziell x=m, man
setze in diesem Fall ma = z und folgere die ,Partialbruchzerlegung von coth z¢,

k) f(x) besitzt die Periode 2m, f(x)— (1/2) ist eine ungerade Funktion, f(x)=1+
sin?x fir 0 <x<m,

D fx)=e® (x| <m), f(x +2nm) = f(x), (n= £1, £2, ..)),

m) f(x) besitzt die Periode 21, f(x) ist gerade beziiglich x =0 und x = /2, f(x) = x? fiir
0 < x < 1/2; speziell: x =0,

n) f(x)=xcos(2x), (|x|<2m), f(x +4nm) = f(x), (n= 11, £2, ...); speziell: x =,

0) f(x) besitzt die Periode 27, f(—x) = f(x), f(x) = (1%/8) — (n/4)x fir 0 < x < m,

p) f(x) besitzt die Periode 2, f(—x) = f(x), f(x) = m(x*— x + (1/6)) fir 0< x < 1.

16.3. a) Durch gliedweise Integration des Ergebnisses von 16.2.0) bestimme man die
Summenfunktion von Y 2m + 1) sin {2m + 1)x}, (m=0,1,2, ...).

b) Durch Integration des Ergebnisses aus a) bestimme man die Summenfunktion von
Y (@2m+1)"*cos{(2m + 1)x} und priife das Resultat, indem man beide Seiten iiber
0 = x =7 bestimmt integriert. J

¢) Man fahre geméB a) und b) fort, indem man das Ergebnis aus b) zweimal inte-
griert.

d) GemiB a) bestimme man aus dem Ergebnis von 16.2.p) die Summenfunktion von
Y k73 sin Qmkx), (k=1,2,...).

e) Analog b) bestimme man Y k~* cos (21rkx) (k=1,2,...) mittels d).

f) Man fahre gemiB d) und e) fort, indem man das Ergebnis aus e) zweimal integriert.

16.4. Die folgenden Funktionen f, die in jeweils einem Intervall (Linge T) angegeben
werden, sind mit der Periode T periodisch fortzusetzen und in (komplexe) Fourierreihen
f(x) =Y ceexp {2mik/T)x}, (k =0, £1, £2, ...) zu entwickeln:

a) f(x)=e*, (x|<mn), b) f(x)=coshx, (|x|<m),
¢) f(x)=1 fir —m<x<0, f(x)=cosx fir 0<x<m,
d) f(x)=x (x|<1), e) f(x)=x% (x|<m),

f) f(x)=sinh(nx/2), (|x]|<2).

g) x=1¢f(1)=0fiir —T+ (7/2) < t< = (/2), f(t) = A4 fiir |t| < /2 (f(¢): Rechteckimpuls-
folge, 7/T: Tastverhiltnis). Man skizziere f(¢) und |c;|. Welche Eigenschaft von f ga-
rantiert das Reellsein von ¢;?

h) (Analog zu g)) f(¢) ist ungerade, f() = A4 fir 0<t< 72, f(t)=0 fur 72<t<T/2.
Kann man ohne Rechnung erkennen, daB ¢, rein imagindr ist?
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16.5. Die (exponentielle) Fouriertransformation und ihre Inverse werden durch das For-
melpaar

F(w)= | f) exp(=iwt) dt, (1) =@m~" [ F(o)exp(ot) do

definiert. Man bestimme F(w) bei gegebenen f(¢):

a) f(H)=A fir a=st=<b f(t)=0 sonst, speziell a=-17/2, b=12,

b) f(t)=1" fir O0st=<a, f(t)=0 sonst, fur die Fille n=1,2,3,

c) f(Hh=4 fir 0<t<m2,f()=0firv2<t<+o, f(—t)=—f(1),

d) f(1)=0 fir —o<t<0,f(1)=¢t fir 0<t<1,f(t)=2-t fir 1<t<2,f()=0

fir 2<t<+o.

16.6. Die Fouriersche Kosinus- (bzw. Sinus-) Transformation und ihre Inverse werden
durch das Formelpaar

Fu(w) = /m)" [ £(t) cos (wt) di, f(1) = /)2 [ F.(w) cos (or) do
0 0

bzw.
F(w) = Q/m)'*? If(t) sin (wt) dt, £(t) = 2/m)? _[ Fy(w) sin (wt) dw
0 0
definiert. ,
a) Man zeige, daB die Funktion

b)

©)
d*

e)

Fxy) = J (A(5) + B(t)y)e™ cos (xt) dt
0

der Bipotentialgleichung A(AF) =0 [A = (3%/3x?) + (3%/3y?)]

genligt.

A(t) und B(t) aus a) sind so zu bestimmen, daB mit ¢, = 3*F/dy?, g, = 3*F/3x?,
Tyy = Ty = —3F/Axdy gilt: 0,(x,0) = p(x)/h, 7,,(x,0) =0, wobei p(x) = p, = const
fr |x| = ¢, p(x) =0 fiir |x| > cist.

Im Ergebnis von b) fiihre man den Grenziibergang p,— +, ¢— +0 derart durch,
daB stets 2p,c = P = const gilt.

Im Fall c¢) berechne man o,0,,7, [F(xy): Airysche Spannungsfunktion;
0y, 0y, Try, T,x:  Koordinaten des Spannungstensors in einer Scheibe |x|< o,
0=y< +o,|z| = W2 (h: ,kleine“ Scheibendicke), die durch eine Einzel-Rand-Nor-
malkraft — Pe, an der Stelle (0,0, 0) belastet wird].

Man fiihre a) bis d) fiir den Fall durch, daB in der Formel fiir F(x,y) aus a) der Fak-
tor cos (xt) durch sin (xt) ersetzt wird und in b) jetzt 0,(x,0) =0, 7,,(x,0) = p(x)/h
vorgeschrieben ist [jetzt liegt in d) eine Einzel-Rand-Schubkraft — Pe, vor].
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1.4:

Losungen und Losungshinweise

Keine Aussagen werden in b), d), f), h) dargestelit.

¢) p: Zwei benachbarte Seiten des Parallelogramms D sind gleichlang, und ein Innenwm-
kel von D ist ein rechter Winkel.

c) pvg d) pAGAT

Fiir komplexe x und y sind a), c), f) falsche Aussagen.

a) n=2z7. by nz3 d n=1n=5 e nz3 f)n=6

Man beachte, daB stets y(x) = 0 gilt.

c) x<£
11

g) (—f»;% u(%;w). h) x>%.

a) x>1." b) x<4. d) x>-2. e H—,%) f) x<3Ax#2.

9) 0sxs5. b) —3<x<2 0 x<%vx>—;—. O -3 ‘2)U(_%;m)_
e) x=1vx>5 f) (-=;-1]u L5
: ’ 2°4]

g) xeRLfallsa+0; x+0,fallsa=0. h) —4<x<-2vx>10.
1 1
a) x=—7vx=3. b) -2<x<10. ¢) x=-Svxz3. d)x=—3vx=~3—.
12 5 518 i
e) xe(—w,—7)_u<—7,w> ) xe(7,2> (2,5) § 0 h)x>-5.
i) xe{~4,~2,0,2,4}. j) x=-3vx=0vxe[-2;,-1. k) —%<x<—%.

a) x<-e—4vx>-e—4.  b) Kein x erfiillt die Ungleichung.
_n n T~ R L W 6 W)
c) 4+kn<x<4+k1'r,ksG. d) xe€ (1074 10%. e)xe( > 7))

g —a§x<%(l+y)1+4a).

b) (x;y) mitx*+1Ay>-=5.

f

12 (6k—1)— <x<12 (6k+1)—— keG.

a) Bild3.1.

<
<
"
ol
)
+
~I

L] Bild 3.1
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c) (x;y)mity= i%. d) Bild 3.2.

Bild 3.2

e) Bild 3.3.

Bild 3.3 Bild 3.4

g) Bild 3.5.

3.8: Fiir a; = a, = ... = a, ergibt sich eine Form der Bernoullischen Ungleichung.

3.9: b) zy+2,=5-2i;z1—2z,=-1+8i;z,-2,=21—1;
Z1 1

g W99 = -9+ 19 £ =34,

310 a) -z bz ¢ -z d)iz e —iz
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3.11:

3.12:

3.13:

3.14:

3.15:

3.16:

3.17:

3.18:

Losungen und Losungshinweise

Richtig: a), ¢), d) f); falsch: b), e).

a)
f)

a

f

a,

C,

€

N

g)

a)

)

a)
©)
d)
e)

g
h
i)
i)l

g T

m)

a)
©)

d

=

€)

f

a)

1 5
2°2 Yo 3

ol

¢ -1 d)%—%i. e) —T2+i43-72.

2% gy 1. h) —243 +2i. i) -3 -3i

™ L3 2 o
V2e . b) 2t cpern dy el o) |zl=45,argz~2434°.

M
[z|=%‘/ﬁ,argzz71,6°. g V2e".

mo..m
8(005-2—-¢—1sm2

>= 8i. b) -1

18,52 (c0s237,32° +5in237,32°) =~ =10 - 9 \/S—L d) e

—128+128y3Q. f) 8§(c0s225°+isin225%) = —442 (1 +1).
3

e h) 27, i) e7(1 +iy3). j) 64G-1).

i2n . 2 3% 2,

z5=16e 6 =83 +8i. b) zs=?ez=?n

1 iLa 12a
Z=5e T ~-0086+i:0322. ) z=2¢" =-1-i43.

Re(z)>0. b) {(x,»)|0<y<|x]}.

Peripherie des Kreises um z, =3 — 4i mit r = 3.

Peripherie und AuBeres des Kreises um zo= —2 + i mit r=2.
Reelle Achse ohne Ursprung. f) Re(z) =0.

Peripherie und AuBeres des Kreises um z, = ol mit r= i,

3 3

Peripherie des Kreises um zy =1 mit r= 1, auBer z=0.
Hyperbeln x2 — y? = ¢ fiir ¢ # 0, Geradenpaar y = +x fiir ¢ = 0.

Parabel y?=1-2x.

Inneres und Peripherie

z =0 fur ¢ =0, Peripherie des Kreises um z, = 0 mit r = %‘J*E fir ¢ <0, fir ¢ >0 von

keinem Punkt erfillt.

wo=3+2i, wy=—wq.

wo=1+1i, w;=—1,366

K {5y >2x2 -1}
'
der Ellipse XT +@+12=1

b) wo=%(5 = 3i), w; = —w,.

+1-0,366, w, = 0,366 —i-1,366.

wo=%(\/3—+i), Wy = —WW, wy = —i.

Wo=1/?+i, Wi = ~Wo,

w2=—1+i1/3_, W3 = —W,.

58° + k-360°
Wi~ 15676 s ), k=01,....4.

Z=e3, k=0,1,..,5.

B a=e(F4) k=0,1,2,3.



3.19:

3.20:

4.1:
4.4:
4.7:
4.9:

4.11:
4.12:

4.20:

5.1:

5.2:

5.3:

5.5:

5.6:

Losungen und Losungshinweise

©)
e)
f)

h
i)

n 2n A n
2=2G") ko012 @ =G k01,23

(2678+an

7 ~1,62¢ ) k=0,1,...,4.

z=0vz=1-i ¢ zk:3i+2ei(7+k7),k=0,1,“.,5.
z=0V|z| =1 (Peripherie des Kreises um z, =1 mit r=1).
z=4ivz=-2i. j)z=lvz=-i

»?

2
Ellipsen: X X -

T

Lemniskate: z(@) = y2cos2¢ €®, g € [—% -}] v [}zr_r_, —5745]

720.

4.2: 48. 4.3: a) 60. b) 125.

59 neue Worter. 4.5: 13860. 4.6: 246820,

a)
a)

a)

512.

1260.  b) 560. 4.8: a) 53130. b) 7980. ) 44289. d) 32781.
495.  b) 369. ¢ 117. 4.10: 231.
14!15!=10461394944000.  b) (6!2!4!5!)5! = 497664 000.

4.13: a) 256. b) 28. 4.14: a) 56. b) 336.

59049. 4.16: 2. 4.17: 54.

a)

a

C

a

e

a
b

a)
8)

a,

b)

a)

10000.  b) 6760000. c¢) 17576000.

w0 v () (")

No=64446024, N, = 10394520, N, = 442320, N; = 4656, N,= N5 =0,
M, =10841496.

1625702400. b) ~52Jahre. c¢) ~1,7846...-10". d) ~9,109:10°C.

AnB=0, A={ii=2(2)14}, Bn C=1{2,3,5,13}.
CN\A4={212}, M\NC)nC=C B\(AuC) ={12}.

[=7:2). b)) (=1;5). o (-L®). d {5 ¢ [-7;0. f)80.
[-7;-1. b)) RL i) (=L 5)u ().

ANB=4=(-1;3),AnC=(-1;1,BnC=C=(-8;1),
AUB=B=(-8;x), AuC=(-8;3),BUC=B,
A=(-»,-1]U[3,®), B=(-%, -8, AU C=(-=; ~1JU[l, @),
ANnC=(—; -8]u[3; »).

ANB=0, B\ 4=(-8; -1]U[3; @), B\C=[1; »),
C\B=0,AN\C=[1;3),C\4=(-8 —1].

ANnB. b) AnB c¢) AnB d) (AuB)n(Bud). e (AnB)u(BnA).

‘Wahre Aussagen: b), d), f), g), h), i),
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5.7:

5.8:

5.9:

5.10:

Losungen und Losungshinweise

falsche Aussagen: a), c), €).

Wahr sind: a), b), e), f), h), falsch sind: c), d), g).

a) AnB. b) 8. o AUB d) AUB. ¢ AUB.
g) AnBnC

a) P(4) = {8, {1}, {2}, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, 43}
b) 2"Elemente.
) P[P®)] =18, 0)}, P[P(4)] = {6, (0}, {{1}}, (0, {1}}}.

f) AnBnC.

a) Bild 5.1. b) Bild 5.2.
¥ y
5 5F e e
4 ° 4
3 El
2 2r
1 Un
! 1 1 1 S O ] e e
7 2 3 + x Bilds1 1 2
¢) Bild5.3. d) Ja.

N

12 3 4 5x Bilds3

Bild 5.2



5.1

A

Losungen und Losungshinweise

a) (—w; ——;—] ] [—1,%) U (1, «).

b) Bild 5.4. ¢) Bild5.5.

6.1:

6.2:

Qo

7 A

R

53

Bild 5.4

i

b
Wz

dl

&£
Y Bild 5.5
{n+1, n+2, .., m} fuir n<m,
€) A,A4, = [} fir n=m,
{m+1, m+2, .., n} fuir n>m
a) Ja. b) Nein. «¢) Nein. d) Ja. e) Nein. f) Nein. g) Ja.
2x fir x=0, -2+ x+3x? fir x=2,
a) y= ) b} y= .
0 fir x<0. 2-x+3x? fir x<2.
) Bild 6.1. d) Bild 6.2. :
A
5t (I
4 | I
3 4
2 | |
[
- |
! 3 -2 -1 ;
’ e
| |
yARY
¢) Bild 6.3. : :
. ot
¥
I | Bild 6.2
\’ M f) Bild 6.4.
| ]
-1 5 y
2345« A
-1 1
gf1l 3%y
Bild 6.3 K| Bild 6.4
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g) Periodische Funktion mit Grundperiode 27, 47 bzw. 67.

2
h) Periodische Funktion mit Grundperiode 27, 7 bzw. T"'

2+ x fii =
p y=q Tt froxz0, K Bild 6.5.
-x*—x fir x<0.

¥
745 y=bsin(2x=7)
2+
1 1 1 L 1
EEE Y / 1 3/x
-2
-4
Bild 6.5
1) Bild 6.6. n) Bild 6.7.
¥
1
y
1
05
1 1 1 1 1 1 o L 0 T n
-2 -1 $1o2 3 4 x 3241123456789 x
y=sinfx-1|
-1
Bild 6.6 Bild 6.7

a, sing; + a, sin @,
6.3: a=ya}+a}+2a,a, cos (g~ =arctan——————————.
1 2 14 (@19, @ 4, COS @y + @, COS 0,

6.4: Q) fx=D=(x-Dyx, f)-1=xyx+1 -1, —fx) = —xyx+1,
f(=x)=—xy1—x, 2f(x) =2xyx+ 1, f2x) =2xy2x + 1.

b) fIf(x)]=x°-3x7+3x5-2x>+ x, g[f(2)] =sin12,
flg(x)] = —sin2x - cos?2x, f[g(%)] = —%, g[g(x)] = sin(2sin2x),
g[nf(32815)] = 0.

6.5: Sinnvoll sind: b), d), g) fiir sinx =0,
nicht erklért sind: a), c), e), f).



6.6:

6.7:

6.8:

6.9:

6.10:

Losungen und Lsungshinweise

a) 1. b) 0. c) Nichterklart. d) 0. ) 0. f) Nicht erklart. g) 2.

i) Nicht erkldrt.

1

& ) = ) = % S = &, o) =, 00T =62, £{ ) = €%, Tz =
O J6) =Inx, (> 0), 1G] = lin x|, f(x) = e, (x +0),

1) = 21nlx), G+ 0, T = a0, () = s

1 1

m e’ (x>0, x*1).
9 )= 9] = in ), ) = sl ) = o,

U =sin’x, f( 1 ) = sm L (x*0), 7 f(x) oy Ekm ke 6).

1
a) -1=x=1,0sy=s1 b)y=m,x<0,y>0. c) D;=0.
23

d) xeR‘,yglgﬁ e) xeR!, Wy={n|nganz}. f) xeR', ysd—4/—.

1
g xsavxzby=0. h -2=sxs2,-2=sy=s2. i) x>1,y<0.

8

) x<Ovx>1,y=0. k) x*#2Ax+-3,yeR. 1) xeR,0=y=42.

1

m) 2km<x<Qk+Dm keGys0. n) osxse -3 SysT

PR
0 x*1,y>0Ay=*1.

a) x*¥-1ax*-2,y*0Ay*1. b) -1<x<1, W;=R.

¢ x=12vx>25y20Ay+y5S. d) —<x<%,.V§0-

o —%+kn<x<%—+kﬂ,keG,y§1n24 f) ~7=x<2,ysh3.

g —3<x=-2vx>2,y20. h lsxs40sy g1llg%,

i) 1sx<a’+1,ysha )x<—%vx>1 —75y§%/\y*%,

%(1—»/F)§x§0v1§x§ (1+417),3-2 =y=3.

2
) 0§x§"7v§(4k—1)1§x§"7(4k+1)2,0§y§1.

k

z

a) xz2,yz0; Halbgerade y =f(x) =x—2, (x22).
16 — x
5

b) x=1, y=3, Halbgerade y = f(x) = ,(x=1).

c) -1sx=1,0=sy=1; Streckey=f(x)=%(1‘x), (-l=sx=1).

h) 1.

55
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6.11:

6.12:

6.13:

6.14:

6.15:

6.16:

Losungen und Losungshinweise

d) Bild 6.8. e) Bild 6.9.

j 2
Y1y v}, Yyt
ohne P(-2,0)

-1 /1 M ) 7 ¥
/ 2% x-1=0
b -2
i Bild 6.3 Bild 6.9
f) Bild 6.10.
y
2 fix)=Ve-x?
—2<x=<?
Bild 6.10
1 1
g —l=xs1, —7§y§7;y2+(x2—1)x2=0.
a) Ellipse mit M(xy; yo). b) Parabel mit Scheitel S(xy; yo).
c) Rechter Hyperbelast mit Zentrum (xg; yo).
d) Hyperbel mit Zentrum (0; 0).
a) Kreis um M(0; 0) mit r=5. b) Archimedische Spirale.
c) Logarithmische Spirale. d) Kreis um M(1;0) mit r=1.

e) Kardioide.

a) x;=1,x=-1. b) x;,=0,x,=2. ¢)x=2. d) x=1,x=3.
2n

Q) M=tk keG ) xy=—+kmkeG. g xp=tin(y2 +1).

6 3 4

h) x=-34—2=. 1§ y=0 fir T ExE g

e

Gerade Funktionen: ¢), e), j), 1), 0);
ungerade Funktionen: b), d), g), h), k), m), n);
weder gerade noch ungerade Funktionen: a), f), i).

a) g(x)=2x2+1,u(x)=x> b) g(x)=coshx, u(x)=sinh x.
50 =0,u@ =f@). & 500 =T, w17

C, =
g(x) = f(x), u(x) =0.

€

a,

W y*0.

1
b) y=——————
) V= Al
also ist die Funktion beschriinkt.
¢) Fiir x <4 und fiir x > 4 streng monoton fallend, Wy y + 1.

In den Intervallen x < 0 und x > 0 fiir a > 0 (a < 0) streng monoton fallend (wachsend),

fiir x <3 (x = 3) streng monoton wachsend (fallend), W:0<y=1,



6.17:

6.18:
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d) Streng monoton wachsend, W;= R'.

e) y=(x - 2)’ streng monoton wachsend, W;=R".

f) Streng monoton fallend, W;=(—1; 1], (beschrinkt).

Ity
7

c

1
g) y=arctan (2 + % + 7), streng monoton fallend, W}: arctan2 <y <

h) Firkn<x< % + km streng monoton wachsend,

ﬁir%‘—%— km < x <m+ kmn streng monoton fallend, k€ G, W y 0.
® p=im -Tsyst. b p=F, —esys-L.
¢) p=2,-1sy=s1 d) Nicht periodisch, unbeschriankt.
e) p=2n,—;—§y§1. f) p=m 0=<y=In3.
8 P=%,1§y§2- 'h)p=%rr,0§y§4.

i) Nicht periodisch, z.B. K,= —y2, K,=y2. j) p=m,0=y=1.
k) y =1, periodisch (primitive Periode existiert nicht), beschrénkt.

1) p=12m, beschrinkt. m) Nicht periodisch, beschrinkt.

n) p=2m, K, =0, nicht beschrinkt.

3 .
) W=R\ p(x)= \/; fir xz20,
_3" —-x fir x<0.
Yyx-1-2 fir 1=sx=10,
b) W=[1;14], p(x)=1 (Bild 6.11).
7—4 fir 10<x=14,
c) W=R! Umkehrfunktion existiert nicht (Bild 6.12).
P
[
: L : y-tn{xu)
1 l/ I 1
- = a4 x
b
Bild 6.11 Bild 6.12
[
Lol

x*+4
4x?
11 3x

P - _3x+5 .
T3 == Du@E=), ex)= =2 (x*2), (Bild 6.14).

, (xz42), (Bild 6.13).

@) W=[y2;%), p(x)=

e) flx)=2+




58

6.19:

6.20:

6.21:

Losungen und Losungshinweise

Bild 6.13

Bild 6.14
f) W=[e; ®), p(x) existiert nicht.

g) W=(,®), p(x)= ——log2(x 1), (x>1).

h) @(x)=f(x)=x xe[-1,1], (Bild 6.15).

D W=(-=-1u(01] p(x)=x+ % x € (—%; =1]u (0; 1], (Bild 6.16).

L 1 L 1 1 | 1 ! —

-1 1 x =10 -8 -6 -4 -2 4 2 4 6 8 10 x

y=sin (arc sin x)
-1 -bt y= % =

Bild 6.15 e

Bild 6.16

B )= (x+4) —4=x<1. b h*l(z)zélnat-&l),te(—%;m),

4x+2 L 2+4r
Tl D=

o fx0)= 0st<l

e) gi(s)= 3eh+i :>—%'1n—;-. f) f~)(x)=3n—arcsinx, xe[—1;1].

g) fix)=-2m+arccosx, ~1=x=s1.

a) y=f(x)=2xyl1-x2. b) y=f(x)=

a) P(1)=P(=1)=P(-2)=0, P(2) =72, P(x) =2(x = 1)*(x + 1)*(x +2).
b) P(-3)=-2142, P(-2)= P(%) =0, P(x) =2x2(x +2) (x - %) (x2 - 4x +13).
¢) P(=2)=P@2)=0, P(3) =100, P(x)=(x +2)? (x + 1) (x - 2).
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@) P(Y3)=P(={3) =52, P() =0, P(x) = (x =) (x + D) (x = 4) (x + 4) (x* + 1).
e) P@)=16, P3+1i)=0, P(x)=x(x2—6x+ 10)%

6.22:  a) Bild 6.17. b) Bild 6.18.

2,

|
|
|
l 2
| o x%x=2 L X
I I e Frore—
| =
|
[ F

L é\k |

-2 -7: 1 X

I
| Bild 6.17 Bild 6.18

©) Xm = —3, X, =2 (jeweils einfach), x,; =3, x;; =1, y,s=x + 4.

d) Bild 6.19. e) Bild 6.20.

v |
|
(R
ol !

| Y= x+3
-l
-3 4 |
X :

N7 P
|
|
|
|
|
1

Bild 6.19 ; Bild 6.20

f) xu =1 (einfach), x,; = 0 (einfach), x,, =3 (doppelt), x;; = —1, y;, =0.
g) Keine Nullstelle, x,; = —1 (einfach), x;; =1, y,, = x°.
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h) Bild 6.21. i) Bild 6.22.
o
| | i
1oy
| I
o 8
I I
| I
! 1 LA\ Bis=1
}2:5 X -3-2:—1: 12 3 x
I | I |
1 | |
| | |
| o
| |k
.\
: s
I |
i Bild 6.21 Bild 6.22
) 2 3 N
D Xu=-3 = I mT G X = =2, x, =1 (jeweils einfach), y,, =1,2x +0,7.

(x=27(x+3)

623 y=r(x)= =17
S 1 _1 (31 4 %0
624 & Y=t 3= D D7 25(x—3 PES) (x+2)2)‘
1 x4 4 1 2 3
O V=T e Tt ORI Tt er e T e
1/ 1 25-x
e y‘ﬁ(x—ﬁxusﬁzs)‘
el 2 3 . ax+4
YR |G+ T D) (P—xt 1P (P-x+ D]
1 1-x x+1
Dy =

x+1 (x+1)2* Xtx+1 (Pt x+DR

625 Pyx)=1 +—2~(x- D(x-2) +-S—(x~ D (x-2)(x—4), Ps3) =%,

: “1-B 5 e
6.26: Py(x)=1 nx+ﬂ2xA

627:  a) Pyx)= 1,2+%’2‘x+%’)—2—x2_

b) Pi(x)=2-x+2x3 ) Pyx)=3,6—12x+6x2

d) Ps(x)=-8-T(x-1)~-(x-Dx+2(x—-Dx(x+D+2x-Dx(x+1D(x+2)

+x—Dx(x+Dx+2)(x+3)=x7+Tx*+11x> - 8x2 - 18x— 1.
e) Py(x)=—4(1+ x?), mit dem Punkt Ps(—1|104) erhilt man:
Pi(x)=—4(1+x)+ (x+3)x(x—1)(x—3)(x—6)=x°—Tx*—3x3+ 59x% - 54x — 4.

6.28:  n*=5(L*)* —30(L*)*+ 61L*, L=2,5PS = n = 43,125 Umdr./min,

L =5PS =>n =180 Umdr./min.
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a)
d)

A=1,N=Q/e)-1 b N=(1+e"-1)"" ¢ N=4e2
A4=0, N={ln(e/po)} {ln[V(V + AV)1]} ' = (In20)(In 19 - In17)"! = 26,9338...

N=(V/AV)[(M/p) — a] =27.6.

a)

i)
k)
D
n)
p)
Q

a)
a)
b)

a,

£

b)

<)
d)
e)

f)
g)

a
b)
€
h
k

a

C

o

10 b) 0. c¢) Wenn n=2m, dann lima,=2; wenn n=2m+ 1,

dann lima,=0. d) 0. e) 2/3. f) +x. h) =5/2.

n=2m:lima,=1/5, n=2m+1: lima,= -1/5. j) 1/2.

a, in Schranken einschlieBen, die konvergieren.

Unbestimmt divergent. m) Bestimmt divergent.

n=2m:lima,=+; n=2m+1:lima,=7n.  0) 2/3.

g(x), falls 0 < x < 1; (1/2) (f(x) + g(x)), falls x = 1; f(x), falls x > 1.
Unbestimmt divergent; —; —sin (27/5); —sin(n/5); 0; sin(n/5); sin(2m/5); + .

e, b)el ¢ (7/2e*. d) el

Bis n =3 steigend, fiir n > 3 fallend; 4 =0; maxa, = a;=9/8.
Bis n =190 steigend, fiir n > 190 fallend; 4 = 0; max a, = a;90 = 190'9%/(190!) = ¢- 10"
mit m=1926 und 5,857 < ¢ <5,861.

{x,} mindestens von x, ab monoton fallend; eine untere Schranke ist 0. Also existiert
lim x, = A. Es ist A die positive Losung von 4 = (1/2)(4 + (a/4)),d.h. 4 = ~/a_.

Alle x, sind <0. Falls limx,= A existiert, muB 4 <0 und 42+ 4—k=0, d.h.
A=—(1/2) - [(1/4) + k]2, sein. x,.; — 4 und x, — A haben verschiedene Vorzeichen.
Die Teilfolgen xy, x;, X4, Xg, ... und x;, X3, Xs, ... sind monoton und beschrinkt. Also
streben sie und damit {x,} zum obigen 4.

Analog zu b) beweist man lim x, = —(1/2) + [(1/4) + k]2

y = x ist Tangente von y = f(x) an der Stelle x =1, limx, = 1.

Falls lim x, = 4 existiert, muB 4 = 4 + (a/A) sein. Diese Gleichung hat keine Losung,
also ist {x,} divergent.

{x,} monoton wachsend und beschrankt, lim x, = 1/c.

{x»} monoton wachsend und beschrénkt, falls 0 <a = 1/4;

dann lim x, = (1/2) - [(1/4) - a]"*. {x,} divergent, falls a > 1/4.

Zihler und Nenner durch x* dividieren.

101.  c¢) Polynomdivision. d) lim (x™!sinx) =1 fiir x— 0 beachten, ab/c.

3/2. f) 0. g Mit[...]"> + x erweitern, (1/2)(a + b).

4 0. i) w0 B j) «1/2; p)O.

»ABC“= (s/2) R(1 —cos(«/2)) [s: Sehnenldnge, R: Radius]; ,ABD“=(s/2)H mit
HR cos (a/2) = (s/2)* (Hohensatz); s/2 = R sin (e/2) ; Ergebnis: 1/2.

fx)=2[W22 - x4 b) 4=1
6 =1[(1/2)e, ~ (1/4)e2]" = 4,472 em.

A=-1,B=1.

f(x)=1 fir —o<x=s-1,f(x)=x+2 fir -1=sx=0,...

a)

c)
d)
€)

Fiir alle x stetig. b) Stetigin2=x<4,4<x<9,

9<x<;limf(x)=+o fir x—=>4-0, limf(x)=-co fir x—>4+0,...
x = 0: Unendlichkeitsstelle, x = —2: hebbare Unstetigkeitsstelle.

Sprungstelle, falls x ganz.

x = 0: hebbare Unstetigkeit.

6 Wenzel, Ueb. Analysis 1
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9.2:
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und L& hi

=

-

T
s)
u)

v)

£

a
b

2

[9
f

= 2

h)

a
b)

d

g &

=

e)

c
€
g
)

cese

a)

a)
c
d)
f)
h;

e e

Unstetigkeitsstellen: x = (1 +2k)™ £ [1+(1+2k)"2]"? (k=0, £1, +2,...). Es gibt
keine punktierten Umgebungen von x =1 und x = —1, wo f(x) iiberall definiert ist.

—(2/3)ax>*", falls x > 0, (2/3) a(—x)~%3, falls x < 0.

(7/8)x™ Y8, d) x"'a*(n+ xIna).

[(173)x723 + (1/2)x7 V6] exp (x1?) = x13 [(1/3)x™1 + (1/2)x™ 2] exp (x1).
30x*+32x3 - 24x2+ 12x + 12. @) 2x, (x| = 1).

(ad—be)(ex+d)™2 i) x " Q2 —-n)x*+(a+b)(1—n)x— nab).

(2x cos x — x sin x — 4 sin x — 2 cos x)x 3.

x%(x cos x — sinx)”, (x # tan x).

3(x +2) (x? + 4x)"2, (einseitige Differenzierbarkeit fiir x = —4 und x = 0).
(sin x cos x)~1 = 2[sin(2x)] . :

3[x2exp(x®) —exp(3x)]. p) —6x[sin (3x1)]‘2.

[arctan (x’)]-Uz x(1+ x*~1, nicht differenzierbar an der Stelle x = 0, denn die einseiti-

gen Ableitungen sind dort voneinander verschieden.

2[exp (2x) + exp (—2x)] ' = (cosh 2x)) .

=x2(1-x)"2. t) (x—1)"'(—x)"2 (differenzierbar fiir x < 0).
0 (Funktion identisch gleich einer Konstanten).

0 (Funktion stiickweise konstant).

exp {—(In x)} {1 - (1/3) (In x) 2"}

xB(1=x) A+ x)2{1/3)x 1= 2/3) 1= %) + (1/12) (1 + x)7Y}

=x23(1 = x)3 (1 + x) V2 (1/6) (~=9x2 — x + 2).

(xInjx]}"".  d) {cosx} . € xe¥(x+a)2{l1+[2+x+(1/2) x(x+a)!]Inx}.
—a/b.  g) +2e?xf{exp(x)}{exp[exp(x?)]}, oberes bzw. unteres Vorzeichen, falls
2+ f>0bzw. <0.

1. i) 1/3, -1/6, —1/6.

a'm(m—1)-...-(m—n+1)(ax + b)"" "

x(FGN® + n(f))" V. ©) (=1)"*nlab"1(a + bx)~" L.
Ly(x)=n! ¥ (~1)’ ()} (:)x =0,..,n).

—4e~*cosx. f) —{4f(L+In)’} = —22(x+207. ) (1/2)a’.

@2x)sn*{cosxIn(2x) + x"'sinx}. d) x*x7?(1 - Inx).

x%a*{(a/x) +1na}. f) u'(v'lnu+ (Wu)u').

siehe f) mit ¥ = ax™, v=1In(x?), v'=2/x, Inu=Ina + minx, (Wu)u'=2mx'lnx.
1/2)(Yx)* {(cos x)? In x + x~* tan x}. ~

c=1 b)) n=3.

(1/72) + (n/180)3V2 = 0,5302...  b) 2,00434...
Ax=0,0016, «) 0,010048; $)19...-107% y)509...-10°%

5-107. ) (3/8)bfdL.
(1/3)%. ' g) dV/V=3a
1,83cm, 4-1073%. i) o= arctan (x/s), 0,4 %.

0,7 cm?, 0,2%; 1,6 cm? 0,3%. k) 0,08 m/s, 1%.
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d) Die Ableitung von #" nach ¢ ist in 0 < y < ¢ = x monoton wachsend.

e) Fallunterscheidung x <y und y < x.

g f)=f(Ox mit {=9x 0=9=1).

hy f'(a) =lim {h~* (f(a + h) — f(a))} fir h—>0=>|f"(a) = f(a + Oh)| <& 0= J(h) = 1) fiir
|h| <0, h="9h, ...

a) Obere Schranke, da cos x monoton fillt; obere Schranke.
b) «) Nein, da Ableitung von x* monoton wichst; ) nein; y)ja.

)1l be o0 del el f)+o gd h1l io
) =2 1 D1 m -3 n) -o. o) exp(3b).

a) 0= Ry(x)=3/128=0,0234...
b) Ry(x)=2"[(n+ 1)!] " cosh (9x)x"*! (n ungerade), n = 1.
©) Ry(x)=—(1/48) [1 —sin(8x)]"* x% = 0,005< Ry(x) =0, falls 0 = x < 71/6;

0 = Ry(x) <0,0037, falls —m/6 = x=<0.
Ry(x) = —(5/128) (1 + 9x) "2 x* —0,0025 < R3(x) = 0, falls 0 = x = 1/2;
0 = Ry(x) <0,0277, falls ~1/2=x=<0.

dj

a) =0,002. b) u(x)=(1/3)(1+9x)>, M=1/3.
a) 25,63...km.
b) nrt+anrP—Vr—aV=0,r=—a, rnp=r=V/mn"

M=a{4,3937...- V?* + 6,4350...- aV'? + a’n}.
sin?¢+sint—1=0, sint=0,618033989..., t=0,6662394... + 2k und
t=m-0,6662394... + 2km (k=0, £1, £2,...); exp(0,618033989...) = 1,85527...

C

2

a) —©<a<-4, 0<a<+oo, \

b) x;<x< x5, X< X< X3, X3< X<+,

c) o) Der beliebige Wert 4 wird in —® < x < cund in ¢ < x < + jeweils genau einmal
angenommen; f) Linge: 4[(c — a) (¢ — b)]mA

a) o= —arctan (v, (2gh)"?) = =35,49...°.

b) M(Xpy¥m)y, Xm=xo+g(t)cose, O0<|a|<m/2,. tana=a, y,=..; PX;0),
X = hxp(h = ym)™', X= (4 + x,B) (1 - Bg(1)) > ¢(t) mit A=(1+a®"V2, B=(a/h)A.
Spezialfali: 4 =0, B=(1/4)m™!, X(¢) fiir t=0s bzw. 25, bzw. 35 bzw. (7/2)s bzw.
3,99 s ist gleich (3/4)(m/s) bzw. 3 m/s bzw. 12 m/s bzw. 48 m/s bzw. 12-10*m/s.

O v=v+ (xo+ Doy {(H— kP2 + (xo+ 1)) =0,86499... m/s.

a,

Def.bereich: — < ¥ <2, 2<x<+, Nullst.: x =0,Unendlst.:x =2, rel. Min.: x=3,
f(3)=2,7, Wendepunkt: x =0, f(0) =0, Tangente: y =0, asymp. Verh.: f(x) = (x?/10)
+(1/5)x + (2/5) + R(x) mit lim R (x) =0 fir x— 4+ und x— — .

b) Rel.Min.: x =3, f(3) = 6,75, Wendepunkt: x =0,
asymp. Verh.: f(x)=x+2+3/x)+ ...

c) Hebbare Unstetigkeitsstelle: x = —1; Wendepunkt: x=1, f(1)=0, Tangente:

y=(1/4) (x — 1), asymp. Verh.: f(x) =x"2+ ...

Hebbare Unst.: x =2, Unendlst.: x=3, rel. Min.: x=35, f(5) =9, rel. Max.: x=1,

f(1) =1, asymp, Verh.: f(x)=x+2+ (4/x) + ...

e) Hebbare Unst.: x =2, f(x) = x(x?+ 1)~! fiir x # 2, rel. und abs. Max.: x =1, f(1) =1/2,
rel. und abs.Min.: x=—1, f(—1) = —1/2, Wendepunkte: x = —32, x=0, x=3"2
zugehdrige  Tangenten:  y= —(1/4)3V2 - (1/8)(x +3V?), y=x, y=(1/4)3"
— (1/8) (x — 3"2), asymp. Verh.: f(x) =x"1+ ...

f) Rel. und abs. Max.: x =1,4574..., f(1,4574...) = 0,03566..., rel. Max.: x = —0,4574...,

d

=



64

10.5:

10.6:

10.7:

Losungen und Losungshinweise

f(=0,4574...) = —23,6606..., Wendepunkt: x =1,917987..., Tangente:
y=,0,0293...) = (0,0187...) (x — 1,9179...), asymp. Verh.: f(x) = x73...

g) Wendepunkte: x = £(0,57735...) a, asymp. Verh.: f(x) =a — (a*/x%) + ...

h) Rel. und abs.Min.: x=0,1771..., rel. und abs. Max.: x =2,8228..., Wendepunkte:
x=-0,3256025..., x=0,7543738..., x=4,0712287..., zugehorige Tangenten: y =
—(0,5504...) — (1,5445...) (x + 0,3256...), y=(0,1695...) + (3,5978...) (x — 0,754 3...),
y=1(2,3808...) = (0,05331...) (x — 4,0712...), asymp. Verh.: f(x) =2+ 2/x) + ...

i) Abs.Min.: x = —1, rel. und abs. Max.: x = 0,4142..., Wendepunkt: x =?0,267 9...

j) Periodische Funktion, Periode: 2m, rel. und abs.Max.: x=(1,5707...)+ 2km,

(k=0, £1,...), rel. und abs. Min.: x=—(1,5707...) + 2km, (k=0, +1,...), Wende-

punkte: x =aresin [(1/2) (=1 + 5V%)] + 2kn = (0,666 2...) + 2km, k=0,%1,...),
=(m—0,6662...) +2km, (k=0, £1,...).

Rel und abs. Min.: x =0, rel. und abs. Max.: x = £1, Wendepunkte: x = +1,5102..

x=10,4682...; limf(x) =0 fir x— + und x— —.

1) Rel. Min.: x —0 rel. und abs. Max.: x =4,4721..., f(4,4721...) = 3696,88..., rel. Max.:
x=-44721..., f(—4,4721...) = 8,6559..., Wendepunkte: x = —6,650712...,
x=—2,289576..., x=3,940288..., asymp.Verh.: limf(x)=—-o fir x=—+ow,
limf(x) = 0 fiir x— —c.

m) Hebbare Unst.: x = =2, f(x) = x(x — 1) (x = 3)"! fiir x # -2, rel. Max.: x=0,5505...,
rel. Min.: x = 5,4494..., asymp. Verh.: y = x + 2+ (6/x) + ...

n) Rel.Max.: x = =7, rel. Min.: x = 1, asymp. Verh.: f(x)=x -7+ (16/x) + ...

0) limf(x)=0 fiir x— +0; rel. Max.: x =0,135335..., rel. und abs. Min.: x =1, Wende-

punkt: x =0,367879..., limf(x) = + fir x— +o.

lim f(x) = + o fiir x— +0, rel. und abs. Min.: x = 1/3, rel. Max.: x =2,463018..., Wen-

depunkte bei x = 0,488387... und x = 4,569 581..., lim f(x) = 0 fiir x— + .

@) Rel.Min.: x = (—n/4) +2kn (k=0, £1,...), rel. Max.: x = (3n/4) + 2kn

(k=0, £1,...), Wendepunkte: x = (7/2) + kn (k=0, £1,...), limf(x) = 0 fir x— —,

lim f(x) fir x— + existiert nicht.

Rel. und abs. Min.: x = 10/9, keine Wendepunkte, Ableitung auch fir x = 0 und x = 5/4

stetig, asymp. Verh.: y = 65x% + ... (x> +®), y= <65x> + ... (x— — ).

Rel. und abs. Max.: x = 1, rel. Min.: x = 2, rel. Max.: x = 3, Wendepunkte:

x=126975..., x=2,44829..., limf(x) = — fiir x— +0 und x— + .

t) Rel.Max.: x= -2, rel. Min.: x =1, Wendepunkte: x = —1,76502..., x=—2,23507...,
limf(x) = + o fiir x— 4+, limf(x) =0 fir x— —o.

k

p

by

S,

u) Funktion ist gerade, rel. und abs. Min.: x =0, Wendepunkte: x = 2kn
(k==%1, £2,...), Tangenten: y = 2k>m? + 2kn (x — 2km) (k= %1, £2, ..),
limf(x) = + o fiir x— 4+ und x— —.

a) Quadrat. b) Q\P=ahy(hy+ hy) L

o (172; £1/2)y5). d) Rechteckseitenlingen: a2, by2.

e) 18 km/h.

f) V=(1/3)M**n""2(sin &) cos &, & = arctan (272) = (35,264...)°.

g) Oberfliche: 27 {r? + rh}, r=r(h), Fal H>2R:r=(1/2)HR(H-R)™,
h=(1/2)H(H-2R)(H—-R)™',Fall H=2R:r=R, h =0 (,plattgedriickter Zylinder®).

h) b=(1,1547...)R, h = (1,6329...) R, Oberfliche: 27t{r* + rh}.

i) h=(0,7071..)R.

i) x=1U2, (AR/R) = (4/1)Ax, R =R,.

k) |dH|= (I/4m) A(A* + B?)~¥2|dl|, wobei B = (r — I) (dV/|dI|) (skalare Projektion von r —1I
auf die Tangente) ist. Ay = (0,7071...)|B|.

b
c

—(8/m?) x + (4/m) — cos x = 0.
x=—(n?/8)cosx + (m/2). d) x=0,47197..., x =2,66962...

NARCA

a) 4x$+x{—-1=0, (x;; ) =(£0,746118...; 1,556 693...).
b) e —sina— (4/5)m=0, «=2,824797..., h=(1,157736...)R.
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)

a)
d)
g

a)

a)
)

a)

a)
b

C

N2

€

N

g

k)

n,

Q

a,

C

x—(1—-sinx)cosx =0, (0,478722...; 0,460 645...).

x=0,787237... b) x=0,724491... ) 2,028757...
0,860333... e) 0,321651... f) 0,184137...
1,192685... h) 34.

1,400.... b) 3,550...

y=2+2(x-1),y=2-(1/2)(x-1). b) y=(3/2)aF (x—(3/2)a).
y=0,x=2ma. d) y=3-(5/6)(x+1),y=3+(6/5)(x+1).

0,027. b) 187,0614... ) 2,795084... d) 12,503456... ¢) 20,712 560...
6(x—2) {1+9[(x - (x -}

(x,) = (0,707 106...; —0,346 573...), ¢ = 2,598076...,
(x - 2,828427...)2 + (y + 1,846 573...)2 = 6,75.
x=+0,881373..., o= 5,196 152...

e*”—i{z—nx b) x2yx —3Yx7 +7lax|.
41ntx}—L—l. d) 3—+Ssinx+2arctanx
x In3

—%—2m|x§+x+5x§/F f) —2& _ygx2 Y57,

(Ina)+1
2(x+1)¥2—2x3*+ x —arctanx.  h) arcsin x + arsinh x.
Lo, X 1 . : x
278t~ b + - =
7R > x-3- j) —sinx(1+cosx). k) x—cothx+tan 7

3x*+4x*+6x2+ 13x+ 12 1In|x — 1|+ cosx. -

—2Inf1-3x|+ C b) %(8x—4)3’2+c
13—0~§/(?;——7)2+ (#) d) yx?+8 +C
In(x2+4x+7)+ C. f) %ln|x3~7|+c

2 f5Temx +C ) m(§+%xz—g)+a
GBxt+x)2 4+ C. ) InG2-5x+8)+C

3¢ *x*54+ C. 1) Inflnx|+C.  m) 2y(e*+ 1) +C

%(2 —cosx)”?+C. o) sin*x+C p) —%cos%c +C.

22 . 3
S +C. 1) (arctanx?)?+ C. s) y[arsinh(6x)]” + C.

sinyx2+1 + C.
1, , 2 .
—z—(smx —cosx?)+C b) 76""”(0ﬁ—1)+c

3x
eT(ax— D+C d) (24+x+ l)arctanx—x~‘;-ln(x2+ D+C
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2xsinx— (x2—2)cosx+C. f) %xzsin2x—%sin2x+%xc052x+ C:

h) arctan <smTht> + C.

) xIn(x*+a?)+2a arctan(%) —2x+C.

—;—oos’x—costrC.
1 2
TIH(X +4)+C.
3 A xJ XI
(x3+2x ‘l)ln(x+l)—-T—T+x+C.
e
m(a cos bx + bsin bx) + C.
t ]
7[cos(lnt)+sin(lnt)]+c. n) —xcotx +In|sinx|+ C.

p) 241+ x-arcsinx +441—x +C

-;—hlcosh (Tx) + C.
1
—F(21n1+1)+c

1
5 e 2*(sinx — 2cos x) — e"* + C (man vergleiche mit der Losung von 11.3.1)). |

, .
%(’.“ Dln(r2+1) —'7+ c o %(ln|tanx|+tanx)+ c

X" n eox
In=‘a“"‘_a (RIS ISt ) Io='_a +C;

[ X 2x 2
I =e* x__a2)+C;11=e ( ——a2+—a3)+C;

3x2 . 6x 6
R R R
X n "
IA=T(1nx)n 7],,,1(,,:1,2,“‘);10:7*»(:;
x?

2
L= Qinx=1+C; b= [20nxY - 2nx+1]+ G

o 5 A 3
I,=T[2(lnx) —3(nx)*+ 3lnx—7] +C.

I,,=%cos""xsinx+ (1 —%)I,,_,,(n =2,3,..); [h=x+C;

I, =sinx+C; Iz=%cosxsinx+%x+ (e

13=%cos7xsinx+%sinx+c
I,=x"coshx —nx""!'sinhx+n(n—11,_,(n=2,3,...); [y=coshx + C;
I, = xcoshx —sinhx + C; I, = (x?+ 2) cosh x — 2xsinh x + C;
I; = (x* + 6x) cosh x — (3x2 + 6) sinh x + C.

1 x 2n-3
== + 3
h= {2(n—1)(x7+a2)"" 2n—1) B

I =%arctan (%) +C; L= # [ + arctan (%)] +C;

=1 2a%x
P 8a% [(x?+a?d?

] n=2,3,..
ax
x2+a?

3ax x
+ oy + 3arctan (7>] +C.



Losungen und Losungshinweise

3
Seol!

=1 (-4
(x+3)

a) In +C

X
+C b 2m}ﬁ‘—

) 2x—%ln(x2+6x+10)+arctan(x+3)+C
d) x+2In|x+1/+3In|x+2|—In|x-2[+C.

=

€) +C. f)%ln(x2+9)+c.

—
(x*=1y

3
- — 4 nx- 1|+ C
® 3o -1 w1 mkolrC

h)

x
3x+arctanx — 8 arctan7 +C.

(1-1)? 1 2t1+1 1 1 t—1

b 6 2+l ﬁmm I 37-1 3@+1+D)

(xt2x-D) | L= 3yt g 4 16
a) 31 <+ 1 b) 75 Inj(x —3)3 (x +2) |+S(x+2)'
i x-1 _ Sx+1 (x—-1)*
c) 3 +x+ln—m arctanx.  d) 1% +1n TSR
o Lamn(x_”)+Lmili_
32 4 327 Jx2rex+25
1, (-x+D) 243 2x-1\ __ x?
f) 9ln——*——(x+l)2 + 9 arctan(—ﬁ ) —3(x3+1)'

1 1-x x+1] 2x+1
T +1n +—arct 5
TS W NS ) VxP+x+1 343 ( 3 )

a,

£

arcsin%Jr C b arsinh§+ C=ln(x+{9+x)+C
In|x+yx2-9|+C d)§m+81n(x+\/m)+c.
%m—smtwmhc f)-;-m+8arcsin%+c
;5)+C. h) arsinh(x\/;_1>+c.
tnfGe= 3+ YxP - 6x 75|+ € §) 232 K H6x 10 + T armsinh(x+3)+ C
k.) (%+1>m+%arcsin(x;2>+€. '

(233) Ve =105 =11 - 181alGx =9+ YxT=Tox - 11+ C.
m) 3yYx2—10x +29 +17Ia|x - S+ yx? - 10x + 29|+ C.
n) —SW—%arcsin<2x;7>+C.
0) VAxT+4x+3 +5Inf2x+1+ydx?+4x+3|+C
a) Yx(6x?+20x+30)+C. b) 2arctanyx + C

o VYix- 1)2( )+c d) (x+D)+3Yx+1 —2Inx+1]+C

C,

€

= X
g) arcsin (

i
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11.9:

Losungen und Losungshinweise

3
e) 3mn|Yx|-3m|¥x + 1|+ Cc=31 i ¥
Ril=3 3 + 11+ €= 31 o2
f) 2yx+1-2In(1+yx+1)+C g 2x-In@Ee+1)+C
h) @arctane—\/;_+c i) 2e"+1n’ 1|+C ) In

k) (x=1)+4yx-1 +2ln1x—\/x—1!—%arctan<w

A

1
1) Tsin2x+%sin4x+c m) In|e’* + 2e? —e*| + C.

tan—‘+ (e

)+c

n) —%cotZ%Jr%ln tan%‘+ C o) (12e5-16)Ye+1) +C
tan> + 42 tan>
p) L111—2———-—+C' q)JZ_arctan—2+C
2 tan~§~\/2— 2

3
1 4e*+ ) In(e?* + 1) — 4 arctane* + C.

s) —(cotx+-§—cot3x>+c. t) arctan(tagx)-#c
u) Larctzm(i tant>+C. V) n|-—m—"—— it xdl=2u=
b VaxZ+x+1-2x+1
Yxl+x+1 - (x+ + ,/ 2+ x+1
W 1 i x (x+1) [+C |x PAS37) X |

[Wxr+x+1+1-x]]

a,

3 3
1
=- 2x _ -
) F(x) xJ+1n le 1]. d) F(x)= Sinx sk
e) F(x)=4y1+4x? (12 214> f) F(x)=In(e*+ e —1).
g) F(x)=——1——x. h) F(x)= —x+%ln(4cosx+3smx)
2 -tan—-
2
i) F(x)=2arctanyx —1 +41In|yx—1 —2|.
) F(x)=4x*+2x+ —3arsinh<x—‘/z_l>A
[x2 4 -
k) F(x)=arcmn(w>
; 1= x2
N F(x)=_arcsmx_ln1+ 1y )
x x
_x
m) F(x)=-2 ln(e T4+ 41+ e”‘).
cos? x 1
n) F(x)= —In|cosx|. o) F(x)‘— In |tan x| + Toostx

2
P F(x)=(x3+xZAx~3)arctan(XA2)-—x2——5x—7ln(x1—

F(x)=42x+1 +31n|3—\/2x+1|. b) F(x)= +iarctan—.

4x +5).
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)

bl

<

a)

a

b)

a,

=2

b)

©)

C

N2

a)

]

f

1 x+2
- + —
F(x)= arctan(x 1) - 221 2x 7 2)
1+sin2x
F(x)= sm2x+§1n Tsinox |
XA
1+ tan 2

F(x)= o

4 3
b tan - 2) (tan X+ 1 s
an2 an2 2

F(x):21n|x+Vx2+x+1‘v%ln12x+l+2¢x2+x+1|+ 3

dx+2+44x2Fx+1

Lontwean o e,

2 3 . In5

Durch x;, i=0(1)n, xo =0, x, =, werde der Stab in n Teile zerlegt. Die Masse eines
Stabelementes wird

mi=0(&) (Xis1— %), Xi S &= Xpa1.

Weiter sei

AX;= X1 — X, [, = max Ax;.
Osisn-1

Die Gesamtmasse ergibt sich zu

m = lim Z m; —hm Z 0(&) Ax; = IQ(X)dX

L0 i=

m :%alz\ﬁ,

3
V= I Qu(t)dt (Uberlegung analog zur Losung von Aufgabe 12.2.a)).
&

7 <
Mit —” =:hund t= ih, i=0(1)n wird

Z h(1— ki)
——1 —khi , h 1 phints. AN S £
,,Té F= 0de 04 ;,T}, —ek
B . h QA(1 —e k)
= — ek xAldze )
041 -e) %1_{141) 1—e k .
04

.
[ 7G)dx =2 [ f(x)dx fiir gerade Funktion f,
-a 0

If(x)dx = 0 fiir ungerade Funktion f.

n 23 \

s LS 2 2 D Ak

R b) 3 3e?2 —2cos2 13,67.

T ﬁir gerades n, 0 fiir n ungerade. d) p=e. e) —:—
2 3 L1

ln3 ~029. g 7+ln7~0,38. h) 1. i) 6"
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i) %ﬂ_ﬂ/_;:m 123. k) %(|b|3 ~laP). 1) 0 (Aufgabe 12.4.c) beachten).
1 s s .
m) 4n.  n) T In2 - 5 ~-022. o) 5 p) 0 (siehe Aufgabe 12.4.c)).

4 e
Q 3 1 7-4In2=423. s —2-—1.

bd 8 T 1 s
) 5 +2lg=134 u In(1+43). Vg W2mg
4 1 1 (n 2
X) 5 ——In7+—=|——arctan—=} = 0,055.
gt (e )
126 @) =i-<I<—i—. b) 0,009 <I<0,010
8 00 100 ° 2 o

1 1 1 1 1
12.7: a) Wegen 1 s—F=——==s—F—= fiir xe [0, —] wird — < I<arcsin+ <0,524.
e 2] 2 2
2 1 32

c)—%<1<—-. d) 0<I< e) 1<I<—+

S
: 3 30° 231

1
b)7<1<6
12.8: .a) 8. b)-—;;(nlAs). c)zJ3—+—731. d) 9.

7 dx 31 fodx
12.9: =2 oIw—_—i)?t4(\/——2:—-‘7_2—)+‘/j;:w
=51/—~31/2—‘%+1n[('/2—+1)(3—t/6_)]~7,62‘

£

1210: 4 =%\/3_. 12.11: 4 =—§—m’. 1212: Nein.
1203 m=—1, Apa= > 1214 x=2,y=%
30 m=—1, min = 3" 40 X 2,}’; 3"

12.15: a) A=2(1-e3+1n2)~3,29,
x=2+2e’3+ln2z170 b= 2ISIERS =
* 1-e?+In2 YT 2(1-e?+1n2)
b) V=2my,- 4~12,55.

0,61.

12.16: F(a)=1-ae?—-e*—>1 fir a— +o,

_2-(a*+2a+2e"

X = —2 fir a— +o;

F(a)
_1-Qa*+2a+De 1
y,——-—————”(a) —>8 fir a— +oo.
1207 ) G2y -40)~220. b 0B o T 2 o8
17 a) 5 ,20. 3 2 3 ,84.
40 T X LI
d) 3 e) 2 (1+x§)—)2 fiir xo— +oo.

f) V=2ax,A=n(m-2).
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12.19:
12.20:
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12.22:

12.23:
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12.25:

12.26:
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35 o
a) T b) 4nr? (Kugeloberfliche).
o 2a[y2 +In(y2 +1)] ~ 14,42.

3
a) m-2. b -’g——%

2.0 A
a) 57 b) 1570

.= 32r __20r
T30 -m Y T 32—

a) 2 +In(1+y2)~230. b) 2sinha. ¢ 5—54. d) 6+%ln2<

e) %(e”—l) f) 24>

T g (oG ay -3).

h) %ﬂ? 6 j —6-3‘1. K) 445 +2In(2++5) ~11,83.
D3 m 2D,

19 11 s V3
) . b5 c)AA—-_[ dr="gn
I SR
A= -1

X(0) = %0 c0s (1), y(0) = e#9sin §(0) mit $() =+ In(41-+1), 05 15+ (e~ 1),

A |1 |10 |100 | 1000 | 10000
® | 46,1° | 106,4° | 171,7° | 237,6° | 303,6°

r(w)=av20052w,—%§w§%V%n§¢§%
w4

1
4 =4-7J' () do =2a%

V= ﬂa’[ln(~/_+ 1) —L] ~1,294% (Bild 12.1).

Bild 12.1

a) s=16q, S(%a, o)A b) 4 =6ma?, S(%a, 0).

a) I=8a. b) x0=a(%ﬂ-§). ¢) V=>5n%a’, 0=%4—1m1.
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12.28:

12.29:

12.30:

12.31:

12.32:

13.1:

13.2:

13.3:

13.4:

13.5:

13.6:

Losungen und Losungshinweise

4 2% ,
d) S(an, 3a>. e) 15 9"

a) I=2. b) §=2,000863. «¢) |R|=0,001312.
a) Ty=0,7850, S;0=0,7854, exakt: % ~0,785398.
b) T,=0,8617, S,=0,8671, exakt: 0,8670.

¢) Tip=0,7761, S,=0,7818, exakt: %, (siehe a)).
d) T,y=0.2697, Ss=02722.

Ty = 0,746 21, §;p=0,74683.

1
Q) s=J {1+4x? dx=%[2\/5_+ln(2+ V5)] ~1,47894..., S, =1,47898.
0

/2
b) s=] y1+cos?x dx, Sg=1,9101.
0

S3=0,7650, |R| <2,6-10%.

1 1
a) 2. b) 7 c) =. d) Divergent. e) Divergent. f) l.

2

g) i, h) 2e3. i) m-2. j) —-1. k) Divergent. 1) 2. m) %e

3
2
n) Divergent. 0) %+lnﬁ. p) -;— ) HT 1) 2a%

2 1 4 I CSEE (2 nil3)
t) 2+31I. u)21n3. v)J,,——————2n.("_1)!

. 1 .
i fur <1 b) G-Dinia fur ¢>1.

a) 11_
I'n)=(n-1),n=1,2;...
J—l' =0,1,2
h=7nhn=012 ..

a) o) existiert nicht; B) —In2. b) «), B) existieren nicht.

o ), B)2+2y2. d) o existiert nicht; p) %

€

N

«), B) 3. h) ) existiert nicht; B) -%m

g

a) Konvergent. b) Konvergent.

C

Konvergent (z. B.e ¥ < % fir x=1 beachten).

d

Konvergent fir p > 1, divergent fir p< 1.

€

. 1 X ;
S >
Divergent, ( 755 I fir x2 1)A

o) existiert nicht; B) —In2. f) «) existiert nicht; f) 0.

3

s) m.

o=




14.1:

14.2:

14.3:

14.4:

14.5:
14.6:

14.7:
14.8:

15.1:

15.2:

15.3:

15.4:
15.5:

15.6:

15.7:

15.8:

15.9:

Lésungen und Losungshinweise

)
a),
a)

a),
b),

a)
b)

b),

a),
b),

a)

a,

a)
)
e)
8
i)

a)

Konvergent. g) Konvergent fiir p < 1, divergent fiir p = 1.

b), d), e) Ja. ¢) Nein.

Partialbruchzerlegung, |s, —s| = (n + 1)< 10™* fir n>99. b) n=2500.

©), €), ), g, h), i), ), ), n), 0), @), 1), ), 1), W), v), x) Konvergenz.
d), k), m), p), w) Divergenz.

Falls k hinreichend groB ist, gilt |a;| < (4 + €)|bx| und |ai| > (4 — €)|by|.
lael < elbel.  ©) lax| > M|by.

¢), d), h), i), j), k) Konvergenz. a), e), ), g) Divergenz.

c), e), f) imFall0<g<lund 1<¢g<+. g), h), i) Konvergenz.
d), f) im Fall g=1. j) Divergenz.

-l1<x<1l b) -3<x<-1. c¢) Kein x.

m-1D2sxs(m+1)/2. b) 0sx<+® c)-o©o<x<+ow,

x0=0,r=1/3. b) xo=1/2, r=(1/2)31#=0,7211...
xo=2,r=0. d) x9=0, r=oo.

Xo=0, r=co. f) xo=—m/e, r=e"2=0,1353...
Xp=0, r=o, h) x=0,r=1.

Xo=1/3, r=(2/27)3"22"#=0,1616... j) xo=n"2 r=0.

-1<x=1l. b) -1/2=x<1/2. ¢ -1sx<3. d) -1=x<0.

Konvergenz gesichert fiir:

a)
d)
a)

a)

-7=sx<-3. b) -7=sx<-3. ¢ 0<x=sLl
-nm—1<x<-mund - < x< -7+ 1; Divergenz gesichert fiir:

73

x<—=10und x=0. b) x<-7und x>-3. ¢) x<Ound x>1. d) Nirgends.

x(I=x)2 B) x(x+1)(l=x)7" ¢ (x3tdxd+ )l = x)t

R(x)=-1/x, a=0. Integral an der Stelle x=0 nicht uneigentlich wegen
lim{-(1/x)In(1-x)} =1%o fir x— +0.

a,

b

2

a)
b)

sin(3x) =sin (3[x + (0/3)] = m) = —sinBx + M) = ¥ (=¥ {2k + 1)!]71 (Bx + m2k+1

wobei k von 0 bis ® lduft, —o < x < + o,

x¥=[1+(x— 1)]3/2 =y (322) (x — 1)k, wobei k von 0 bis « liuft,
32\ _ 1 (32\ _ 2. (372\ _ iynes i
( A ) 1 ( . ) 3/2; ( ) ) @)1 3/2)(1/2);
32\ _ k(K1) -19-k _ =
P =3(-DkkH127%k1-3-...-2k—5), (k=3,4,...),0=x=2.

Cot Lo = e x (K= 1,2,..).
Yaxk(k=0,1,...) mit g=Y¢ (=01,..,k).

a) 2+ x— (1/6) x2+ (1/12) x* = (19/360) x* + ...

b)

a)

1/2) + (172) x + (1/2) x2 + (1/2) x> + (1/3)x* + ...

172 b) a¥/b® ¢ 1/3. d) 0. e 1/2. ) 2. g 1/2
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15.10:

15.11:

15.12:

15.13:

16.1:

16.2:

Losungen und Losungshinweise

a)

f)
a)

c)

2,18253968...-104x7+ ... b) 55:167x°+ ..

fx)=0 fir 0sx<1, f(x)=1 fir x=1. N(gx)=(ne)(lnx)"! fir 0sx<1,
N(e, x) =0 fiir x=1; N= N(¢) unmdglich.

Nein.

g.(x)=x"(n=0,1, ...), keine gleichmidBige Konvergenz.

Gleichheitszeichen bleibt erhalten. GleichméBige Konvergenz ist fiir ghedwexse Integra-
tion hinreichend, aber nicht notwendig.

hy(x) = x"/n, h(x)=0 (0 = x = 1). Gleichm#Bige Konvergenz liegt vor. Der Satz iiber
gliedweise Differentiation ist nicht anwendbar, da die durch gliedweise Differentiation
entstehende Reihe nicht gleichmdBig konvergent ist.

Nein.

o) D(x)=(1/2) + @m) 2 F (- 1)*2-k(k!)"1 2k + 1)~ x?**1, wobei k von 0 bis  liuft,
r=co, alternierend wegen (—1)* und den ungeraden Potenzen von x;
ko> —1+(1/2) x%

Si(x) =Y (=D¥Qk+ 1)1 {2k + 1)!}"l x2k*1 wobei k von 0 bis o lduft,

ko> —(3/2) + (1/2) x|

&(1)=0,8413535... + R, —9,4447-10 <R <0;

@(3)=2,000575... + R, —1,6731 < R < 0; (unbrauchbar!);

Si(1) = 0,946083072... + R, —2,28-10° <R <0;

Si(10) = 143,85... + R, —227,75 < R <0 (unbrauchbar!).

D(3) =1+ @2m)Yexp(-9/2) {—(1/3) + (1/27)} + R = 0,998 6868... + R,

3

o

B

o

& 2 2

R=-302m2 [ r*exp{~(1/2)1)ds,
3

IR| <3@m) 2 exp{~(1/2)-3% [ r*ds —1,65-107* <R < 0;
3
B

Si(10) = (n/2) + {—(1/10) + (2/1000)} cos (10) + {—(1/100) + (6/10000)}
sin(10) + R =1,658139... + R, R = — [ 241 ¥sin¢ds,
10

4n
0<R<24 [ rsdi<36-10*.
10 ‘

=y ('(}c/z))(ak +1)712227% = 1,40158... + R, 0< R < 6,4-10-*.
k=0

b)
c)

d)
e)
f)

g

a)

b)

F(T12) + (x = (T72))) = f(T12) = (x = (T12))) = f(x) = f(=x + T) = f(x) = f(=x).

cos: kleinste Periode 77k, x, = (T/2k)m (m =0, +1,..),

x, = (T/4k) + (T/12k)ym (m =0, £ 1,..), sin: ...

Gerade: cos 2mkx/T), falls k gerade, und sin (2rkx/T), falls k ungerade. Ungerade: ...
f gerade =b,=0 (k=1,2,...), f ungerade =a; =0 (k=0,1,2,...).

f gerade beziiglich x=0und x =T/4=ay,+,=0(m=0,1,2,...), =0 (k=1,2, ...);
f ungerade beziiglich x =0 und x=7/4=a,=0 (k=0,1,2,...), byp+1=0
(m=0,1,2,...).

f ungerade fir x=0 und gerade fir x=T/4=a=0 (k=0,1,2,...), by=0
(m=1,2,...); f gerade fiir x =0 und ungerade fir x=T7/4=a,, =0, (m=0,1,2,...);
by=0(k=1,2,..).

f(0)=h, f(a)=0, f(T/2) =0, ay=2ha/T,

ay = hT(am?) 'k 2(1 = cos 2nka/T)), (k=1,2,...), b=0 (k=1,2,...),
speziell a— 7/2 und x=0:Y 2m+1)"2=n%8, (m=0, 1,2, ...).

ay=4/T, @1 =0(m=0,1,2,..), ayn=—@4/m)(dm* - 1), (m=1,2, ...).



16.3:

16.4:
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C,

a2

d

e)

®

D

m) g =1%/6, ayp.1=0,(m=0,1,2,..), &p = (D" (Hm) m™2, (m=1,2,.

n

0)

P

a,

©)
d)

a)
b)
©)

d)
e)

h)

B=0(k=1,2,...), speziell x=0: Y (4m> = 1)~ = (1/2) (m=1,2, ...).
Kurve y = f(x) (0 = x = 7/2) ist Parabelbogen [Scheitel: ((174); (T%/16))],
a=0(k=0,1,2,..), byn=0(m=1,2,..),

b1 =2T32m+1)3(m=0,1,2,..),

speziell x=T/4: 3 (-1)"2m+ 1) =7n%/32, (m=0,1,2, ..).
a=0(k=0,1,2,..), b =0(m=1,2,...),

byms1=2hT(an?) ' 2m+ 1) 2sin2naT *2m + 1)), (m=0,1,2, ...);
speziell a— +0: by = @GH/M2m + 1)71

T=2, ay=1/2, @y =0 (m=1,2,...), Gymsr = —2/m) @m + 1),
(m=0,1,...), b= (=D 1(1/k), (k=1,2,...),

speziell x=7/2: ¥ (=)™ 2m + 1) ' =n/4, (m=0, 1,2, ...).
a=0(k=0,1,2,..), by =(m),(m=1,2,..),

bim+1=QM2m+ 1)1+ @/m)(-D)"2m+1)7%, (m=0,1,2,...).
ay=(2/3)Am +2C, gy =4(- 1)k 4k%, (k=1,2,..),

by =2(=1)**1B(1/k), (k=1,2,...).

a=0,(k=0,1,2,...), by 1=0,(m=0,1,2, %), by = @/m)m(@dm? - 1)~
ay = (ma) ! sin 2na), a; = (4a/m) (—1)*(4a® — k»)'sin2ma), (k=1,2,...),
be=0,(k=1,2,..),cotz=(1/2)+ Y {(z—mk) '+ (z+mk)"}, (k=1,2,...).
ay = (2/7a) sinh (ma), @ = Qa/n) (—1)*(a* + k») 'sinh(am), (k=1,2,...),
by=0(k=1,2,..),cothz=(1/z) + ¥ 2z(z2 + (kﬂ')z)'l, (k=1,2,..).
a=1,8,=0,(k=1,2,...), byn=0 (m=1,2, ...);

(cos u) (sinv) = (1/2) {sin (u + v) — sin (u — v)},

bome1 = Q/m) {@m + 12 - 8} Zm 41} {@m + 12— 4} 7

ay = (2/am)sinh (am), a; = 2a/m) (—1)*(a* + k?)~! sinh (am),
by=—(kla)ay, (k=1,2,...).

b=0,(k=1,2,..), speziell x=0:3 (-1)"*1m2=n%/12, (m=1,2,...).
(cosu)(sinv) = (1/2) {sin(u + v) —sin(u — v)}, ¢, =0, (k=0,1,2, ...),
be=4(-1 1 k(k*-16)7", (k=1,2, .., jedoch k = 4), b, = —(1/4),

speziell x =m: Y (~1)"*12m + 1) {2m + 1) - 16}‘l =mn/4,(m=0,1,2,..).
@Gn=0,(m=0,1,2,..); ayms1=Q2m+1)"2, (m=0,1,2,...);
b=0,(k=1,2,...).

Die Kurve y = x2 — x + (1/6) (0 < x < 1) ist ein Parabelbogen

[Scheitel: ((1/2); — (1/12))],

4=0, a3, 1=0,(m=0,1,2,..), ayp=m%, (m=1,2,...), =0, (k=1,2, ...).

(n/8) x(m £ x), oberes Zeichen, falls —m < x < O,V

unteres, falls 0 = x <m.  b) (71/96) (F4x° — 6mx? + 7).

(11/96) (F x* = 2nx? + wx), (1/960) (£2x° + Smx* — Sn’x? + ).

m/3)2x* £ 3x2+x). e) (@/3){—x*F2x>— x2+ (1/30)}.

(15/45) (—6x5 F 15x* — 10x3 + x), (m%/45) {2x® + 6x5 + S5x* — x2 + (1/21)} .

= (=D*n (4 + k»)~1 (2 + ik) sinh 2m).

a=(—1*n1(1 + k?'sinhm.

c=1/2, ¢; = (1/4) + (i/m), c_; = (1/4) = (i/m), 2y = Qi/M) m(1 = 4m?)~1,
(m==%1, £2,..), g+ =(/mQm+1)", (m=1und m=+2, £3,...).
=0, 6= (=D¥(i/mk), (k= %1, £2,...).

=13, ¢ = (~D¥Q/k?), (k= %1, £2,...).

& = (= 1)¥(ik/m) (1 + k?)~' sinh .

¢ = A(nk) ! sin {nk(v/T)}, f ist eine gerade Funktion.

o =iA (k)™ ' {—=1 + cos[nk(z/T)]}, f ist ungerade.
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16.5:

16.6:

Losungen und Losungshinweise

a)
b)
©)
d)

b)
c
d

e g

€

F(w) = Aiw™" (exp (—iwb) — exp(—iwa)), (w # 0), F(0) = A(b - a)
speziell: 24w sin (w7/2).

n=1: F(w) = -0+ {exp(—iaw)} {2 + (id/w)},

n=2: F(w) =20~ + {exp (—iaw)} {-2iw + 2aw™? + (/w)a?},

n=3: F(w) = 6w*+ {exp (—iaw)} {—6w™* — 6iaw™> + 3a’w™? + (i/w)a®}.
F(w)=24iw ' {~1+ cos (w7/2)}.

F(w) = 2/whe v — (1/whe % — (1/w?).

A(t) = —Q2/m) (po/h) t3sin(ct), B(t) =tA(1).

A(t)=—(P/mh) %, B(t) = tA(1).

Integraltafel benutzen oder mit Eulerscher Formel e'? = cos @ + i sin ¢ die Integration
J e (cos (bx) + i sin (bx)) dx = [ e@*D*dx = (a + ib)le@*ibx

= (a —ib) (a* + b?)~'e*(cos (bx) + i sin (bx))

nachrechnen und danach in Real- und Imaginirteil zerlegen.

I xe@+iD*dx durch partielle Integration auswerten.

0, = (2P/mh) x%y(x* + y2) 72, 0, = QP/mh) y3 (x> + y?) 72, 1,/ = QP/mh) xyX(x* + y?) 2.
0, = (QP/mh) x}(x2 + y») 2, g, = QP/mh) xy*(x? + y?) 72, 1, = QP/mh) x?y(x? + y») 2.



