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Vorwort

Die Erfahrungen an Universitäten und Hochschulen zeigen, daß die neuimmatriku-
lierten Studenten häufig im Fach Mathematik gewisse Schwierigkeiten beim Über-
gang von der allgemeinbildenden Schule zur Hochschule haben. Diese Schwierig-
keiten beziehen sich nicht in erster Linie auf die theoretischen Kenntnisse, sondern
auf die Fertigkeiten bei der Anwendung elementarer mathematischer Gesetze.

Diese elementaren Schwierigkeiten im Fach Mathematik wirken sich auch negativ
auf eine Reihe anderer Fächer aus, die die Anwendung der Mathematik erfordern.

Die Erfahrungen zeigen aber auch, daß bei einer zielgerichteten Vorbereitung auf
das Hochschulstudium diese Schwierigkeiten weitgehend überwunden werden können.

Diejenigen Studenten, die sich mit Hilfe eines ähnlichen Vorbereitungsmaterials,
wie es hier vorliegt, auf das Studium vorbereiteten, hatten einen wesentlich höheren
Leistungsdurchschnitt als die übrigen Studenten, und das nicht nur im Fach Mathe-
matik. Von den Studenten selbst wurde wiederholt auf den Wert einer solchen
Studienvorbereitung hingewiesen. .

Aus all diesen Gründen erfolgte die Erarbeitung des vorliegenden Vorbereitungs-
bandes. Er ist kein Lehrbuch der Elementarmathematik, sondern in erster Linie eine
Zusammenstellung von Übungsaufgaben, durch deren selbständige Lösung der Stu-
dienbewerber sich zielgerichtet die o. g. notwendigen Fertigkeiten aneignen kann.

Die Lösungen sind für die Selbstkontrolle am Schluß zusammengestellt.
Die Übungsaufgaben sind in neun aus dem Inhaltsverzeichnis zu entnehmende

Abschnitte eingeteilt. Es erschien den Verfassern sinnvoll, jedem dieser Abschnitte
eine kurze Zielstellung, eine Zusammenstellung grundlegender Begriffe und Gesetze
und einige Lehrbeispiele voranzustellen, um die Studenten‘ auf das Wesentliche hin-
zuweisen. Die Zusammenstellung der grundlegenden Begriffe und Gesetze ist dem
Anliegen dieses Übungsrnaterials gemäß weder eine umfangreiche theoretische Ab-
handlung noch erhebt sie Anspruch auf Vollständigkeit. Es wird in diesem Zu-
sammenhang auf die Lehrbücher und Tafelwerke für alle allgemeinbildenden Schulen
hingewiesen ([1] bis [5]).

Zur Vertiefung einiger hier behandelter Gebiete sei aber auch auf andere Bände
dieser Reihe ([6], [7]) hingewiesen. [6] ist bezüglich der Abschnitte l, 3 und 9 zu
empfehlen. Er führt insbesondere die komplexen Zahlen ein, während im vorliegen-
den Vorbereitungsband grundsätzlich mit reellen Zahlen gearbeitet wird. Ferner
enthält er einen Abschnitt über Ungleichungen und Beträge, worauf hier verzichtet
werden muß. [7] bezieht sich auf die Abschnitte 2 und 8.

Abschließend sollen noch einige Hinweise für das Arbeiten mit dem Vorbereitungs-
band gegeben werden. Zunächst sollte man anhand der den Aufgaben voreingestellten
Zielstellung, grundlegenden Begriffe und Gesetze sowie Lehrbeispiele die theoretischen
Grundlagen der einzelnen Abschnitte wiederholen. Dann sollte man rund 30% der
Aufgaben jeder Aufgabengruppe vollständig lösen und anschließend diejenigen Ab-
schnitte weiterbearbeiten, bei denen die größten Schwierigkeiten auftraten.

Wir möchten nicht versäumen, an dieser Stelle den Herren Prof. Dr. Manteuffel,
Prof. Dr. Kadner, Prof. Dr. Bausch und Prof. Dr. Wenzel für die vielen wertvollen
Hinweise und Anregungen zu danken.

Leipzig, I-Erbst 1975 V Die Autoren



Vorwort zur 4. Auflage

Die ständig steigende Nachfrage dürfte darauf zurückzuführen sein, daß sich dieser
Band nicht nur bei der individuellen Vorbereitung auf das Studium, sondern auch
als Ergänzungs- und Übungsmaterial bei organisierten Formen der Vorbereitung
(Vorbereitung von NVA-Angehörigen, Vorkurse usw.) bewährt hat.

In dieser Auflage wurden vor allem eine stärkere Angleichung an die übrigen
Bände der MINÖL-Reihe hergestellt sowie Anderungen des Lehrplanes der Erwei-
terten Oberschule berücksichtigt. Das betrifft insbesondere die Bezeichnungen des
8. Kapitels, Vektorrechnung, sowie die Definition und Anwendung des Begriffes
„Funktion“ im 9. Kapitel. Mit *) werden Stoffgebiete gekennzeichnet, die nicht an
den Oberschulen behandelt werden. Weiter wurden einige Bemerkungen über Kegel-
schnitte eingefügt, da diese nicht mehr im Lehrplan der Erweiterten Oberschule ent-
halten sind.

Leipzig, Juni 198l Die Autoren

Vorwort zur 5. Auflage

Den Anregungen von Studenten, Lehrkräften und vor allem den Herausgebern
folgend, haben wir — wiederum mit freundlicher Unterstützung des Verlages — die
bisherigen Kapitel um ein weiteres, nämlich „l0. Ungleichungen und Beträge“,
ergänzen können. Wir hoffen, daß dadurch die mit diesem Buch verbundene Ziel-
stellung zukünftig noch besser realisiert werden kann.

Leipzig, Februar 1984 Die Autoren
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1. Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten

1.1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient nicht nur der Lösung linearer Gleichungen mit
einer Unbekannten, sondern auch der Übung elementarer mathematischer Umfor-
mungen.

Schwerpunkte dabei sind \

— die Vier Grundrechenarten mit reellen Zahlen (Multiplikation und Division von
Klammerausdrücken, das Ausklammern gemeinsamer Faktoren aus Summen, die
binomischen Formeln);

— die Bruchrechnung (Kürzen, Erweitern, Bestimmen von Hauptnenner, kleinstem
gemeinsamen Vielfachen und größtem gemeinsamen Teiler);

— Formelumstellungen;

'— Unmöglichkeit der Division durch null;
— Lösung von Sachaufgaben (s. [1] und [2]).

1.2. Grundlegende Begriffe und Gesetze

1.2.1. Grundgesetze des Rechnens mit reellen Zahlen

Die Grundgesetze des Rechnens mit reellen Zahlen wie Reflexivität, Symmetrie und
Transitivität der‘ Gleichheit sowie die Eindeutigkeits—, Kommutativ- und Assoziativ-
gesetze der Addition und Multiplikation werden hier als bekannt vorausgesetzt. Wir
geben nur einige wichtige abgeleitete Gesetze an:

a+(bic)=a+l7ic,
a—(bic)=a—bZ;c,
a(b + c)‘ = ab + ac (Distributivgesetz), (1.1)

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd.

1.2.2. Binomische Formeln

(a+ b)’ = a’ + 2ab + b2,

(a — b)’ = a’ — 2ab + b’, (1.2)

(a +b)(a—b)=a’ -172.

Die allgemeine binomische Formel für (a + b)" soll hier nicht behandelt werden.

1.2.3. Bruchrechnung

% hat nur einen Sinn für b + O.

="Cb, n+0. 1 (1.3)

1+in[
a

n[
a-



6 I. Lineare Gleichungen

(Vor Addition und Subtraktion müssen ungleichnamige Brüche durch Erweitern bzw.
Kürzen erst auf den gleichen Nenner gebracht werden.)

c
'b"—d-='fi: b*0, d4=‘0,

d d (H)a c a aT.?=—E-?—W‚ b=l=0‚ c4=0, d=i=0.

1.2.4. Lineare f" ' hungen

Zunächst wird jede lineare Gleichung durch elementare Umformunvgen auf die
Normalform

ax = b (1.5)

gebracht. Für a =(= 0 ist die einzige Lösung dann i

x = ä. V (1.6)

Für a = 0 und b # 0 existiert keine Lösung. Für a = 0 und b = 0 ist wegen

0 ° x = O

jede reelle Zahl x Lösung.
Eine Kontrolle des Ergebnisses sollte durch Einsetzen der Lösung in die Ausgangs

gleichung vorgenommen werden. Das ist aber hier im Gegensatz zu Wurzelgleichungen
(Abschnitt 4), logarithmischen Gleichungen (Abschnitt 5) und goniometrischcn
Gleichungen (Abschnitt 6) nicht logisch notwendig, \

1.3. Lch. beispiele

Da gerade bei den elementaren mathematischen Umformungen häufig Fehler ge-
macht werden bzw. Unsicherheiten auftreten, sollen hier auch einige sehr einfache
Lehrbeispiele angegeben werden.

Beispiel 1.1: Die binomisohen Formeln sollte man nicht nur in ihrer einfachsten
Gestalt l.2.2. beherrschen, sondern man hat auch sofort zu erkennen:

4:22 + l2ab +‘9b2 = (2a + 3b)2,

azxz — 2abxy + Izzy’ f (ax —— by)‘:
16142 — 21:2 = (4u + \/21;) (4u — J2»).

Beispiel 1.2: Bei Brüchen hat man zu beachten, daß nur Faktoren, nicht aber
Summanden gekürzt werden dürfen:

ab+ac x 4z(b+c) _ a

z+cd—72(z7;7)“—7’ "*0, ”+C*°‘
Beispiel 1.3: Bei der Vereinfachung von

a + b + Zab _ a +‘ b + 2gb

a+b a——b a2-—b2 a+b a—-b (a+b)(a—b)
ist zunächst festzustellen, daß dieser Ausdruck nur sinnvoll ist für

a+b=t=0unda—b+0bzw.a¢ ib (|al=i=]b|).
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Dann werden die Brüche auf den gemeinsamen Nenner (a + b) (d — b) = a2 —— I72

gebracht:

a(a—b) b(a+b)+ Zab =a(a—b)+b(a+b)+2ab
a2_b2 a2_b2 a2_bz a2_b2

_a2—aI7+ab+b2+2ab_a2+2ab+b2_ (a+b)2
_ 112-112 _ 112-122 — (a+b)(a—b)
_a+b ' i

a-b"

Beispiel 1.4: Zur Lösung der Gleichung.x_a—x+a—x_1
7 2bc 3c _

hat man zunächst festzustellen, daß diese Gleichung nur sinnvoll ist für
a=i=0,b#0, c=l=0 bzw. abc={=0.

Dann multipliziert man beide Seiten der vorliegenden Gleichung mit dem Haupt-
nenner der drei Brüche der linken Seite, 6abc, und erhält

6bcx — 3a(a — x) + 2ab(a — x) = Gabe,

6bcx —— 3:12 + 3ax + Zuzb — 2abx = öabc,

6bcx + 341x —— Zabx = 6abc + 3112 — Zazb,

(6bc + 3a — 2ab) x = a(6bc + 3a — 2ab).

Für 6bc + 3a — 2ab + 0 ist die einzige Lösung der Gleichung x = a. Für 6bc +
+ 3a —- 2ab = 0 ist die Gleichung wegen 0 - x = O für jedes reelle x erfüllt.

Beispiel 1.5: Zur Lösung von

azx — b’ a(b — ax) bl
a i—r“+7="

hat man zunächst festzustellen, daß diese Gleichung nur sinnvoll ist für
a='‚=0‚b#0 bzw. ab#0.

Durch Multiplikation beider Seiten mit ab und nach einigen elementaren Umformun-
gen gemäß Beispiel 1.4 erhält man dann die Normalform

a2(a+b)x = 21121:.

Wegen der Voraussetzung a =i= 0 folgt weiter

(a + b) x = 2b.

Füra+b+0 bzw. a# —b ist

_ 2b

x — a + b

die einzige Lösung dieser Gleichung. Für a + b.= 0 bzw. a = —b existiert wegen
b 4: 0 keine Lösung.
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1.4.

1. Lineare Gleichungen

Übungsaufgaben

Lösen Sie die folgenden Gleichungen und überprüfen Sie die Ergebnisse! Schließen
Sie bei den Aufgaben mit unbestimmten Koeffizienten diejenigen Werte von a, b
usw. aus, die diese nicht annehmen dürfen! Geben Sie Wertebereiche von a, b usw.
an, für die die Gleichungen genau eine oder keine Lösung bzw. unendlich viele
Lösungen haben!

1.1:

1.1.1:

1.1.2:

1.1.3:

1.1.4:

1.1.5:

1.2.‘

1.2.3:

1.2.4:

1.3:

1.4.‘

1.4.1:

Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten ohne Brüche

(x +1)(x + a) + b = 2a‘+ (x + 2)(x + b).

a(2x — b) + bc = 12(2): — a) — bc.

3b2x — ax + 4b3 — 3bc = 7b2x — 4cx — ab + bc.

b(2b — 7a) + 6a’ = (a + x) (b — 2a).

2[x(2x + a) — a2] = (2x — 1) (2x — a).

Bruehgleiclzungen mit bestimmten Koeffizienten und Faktoren im Nenner

4x —_~3“i—1=4—"63+3":8—4,25.

10_(5+T2Jc+3_4*;77_x)=11_(2%+3»%M),

2x+1 3x+l 5x+1=1_7x+1
2 4 8 8 '

4x—7 6x—5 8—14x 1—18x
4 " 8 ' 5 + 1o =2""6'

Bruchgleichungen mit unbestimmten Koeffizienten und Faktoren im Nenner

i+a=i+i 1.3.2: bTx——Z—(x—a)=b.

2—ax_bx—2_aVz+bZ
bx ax ab

4ab+1 1_a—x 5a‚—2x
4ab 3a’): 12ubx'

bTx—%(a——bx)——:—(bx—a)=l.

4ax+5bx 3 3 7ax+a_ 4 3a-Sb
Wbtr“ ?E+‘5F 12a‘x "m- 15ab

x bx-ac cx—ab ax—c2 x—b
—«+ — = +1
b bc a2 ac _ a

Bruchgleichungen mit bestimmten Koeffizienten und Summen im Nenner

l3+x 10—x_7x+26 17+4x
7 3 x+2l 21 '



1.4.2:

1.4.3:

1.4.11:

1.4.12:

1.4.13:

1.4.14:

1.4.16:

1.4.18:

1. Lineare Gleichungen

1 + 7 _ _ 1

4x-—l0 6x—15 ‘ 12x—3o‘

4x+1 4x+4+4x—9_4—16x
2x—1 1——2x 4x2—1‘1—4x2'

1 3x+5 3x 1

s—12x"'16—36x2 +24x+16=?'
x+99 7x 1- 10 3x—5_

1.

74W ü? fir-1“
2x—7 _ 5 _

9x2—49“9x+21 —

x—6 + x—4 x——l0 _3_

fit 4"? 2'

10x—1_ 6x+2 4x’—60x+2
6x+3 2(2x—1)_ 24x2—6

4 + 12 _ l2(4x+1)
2x+3 2x+4_4x2+l4x+12'
21x—3_3(27x—l) 39x+99_1sx—9_
6x——6 10(3x—3) 18x—18 3(x-1)”
3x—10 x—8_ __ 5x—2
5x—10 x—2_ 7x—14‘

48x+2+l__5x—2_12x+8
x2—l6 _ x—4 3x+12'

3(5x2+1)_ =4"““_ 6x+1
gs(x2—1) 5(x—1) 5(1+x)‘

1 1

3 1 1 ?"2x—2——?=2+1. 1.4.15 1+2);
F 7 7

:(2x_4, ä 1+;
3 5 6 15

=——. 1.4.17:
5(5 +5) 2 Ä..i
T x 13 6 5

x_1 x_L 6x_7
"6" ?_‘4” 6 H” T
x_1‘x_3' “'_8:_:
3 T F 3 3 2



1.5.2:

1.5.3:

1.5.4: ‘

1.5.6:

1.5.7:

1.5.9:

1.5.10:

1.5.11:

1.5.12:

1.5.13:

1.5.14:

1.6:

1.6.1:

1.6.2:

1. Lineare Gleichungen

Bruchgleichungen mit uube simmten Koeffizienten und Summen im Nenner

112x abx
a+b a b=a2+b2

abx _ bzx __I:=l
b(a —— bx) a(a —— bx) a '

a(x-— a) b(x— b) __£
a+2b 2a+b 2'

abx — 2a _ abx —— 2b

abx— 2b abx- 2a‘
2ax+l7_2ax—b a_b '

4x—2 8x—4 2 4

a——x c—x_ab—2bx
b—x b+x /22—x2'
2ax+b 2(2ax—_1— b) a— 2bx
WJT"T—T‘=T+F'
ax+1
ax—1=l.
a+b
a—b

a b _ 2a’
x+b x+a"x2+(a+_b)x+ab'

3b+zzx abx
m=1+7_*z.2-
a+l7 abx a—b abx
a—b+a2—b2=a—b+(a—1;)2‘
bx—a__3b+bx_3ab——b’
a+bx bx—a a’—b2A2

a2(2bx— 1) b = azbx b2(2ax— 3) _1
a“b’x’ — b’ azbx + b azbx — b a“l12x2 — 172 '

Lösen Sie folgende Formeln nach den angegebenen Größen auf(Aussagen über
ihre Gültigkeit werden nicht getroffen):

1 2 w

s= vor-gar; a)vo. b)g-

52 “ 51 .

v=t2—t1’ a) 5„ b) t1.



1.6.4:

1.6.5:

1.6.6:

1.6.9:

1.6.10:

1.6.11:

1.6.12:

1.6.13:

1.7:

1.7.1:

1.7.2:

1.7.3:

l. Lineare Gleichungen 11

%. ‚ä _ %. ‚l2

u=fi; a) a, b) t‚.

Epen = mg(h2 '“ h1)S a) h2: b) h1-
3 .

Zlmivt = k; 10171: b) ma-

J= Znfimirfi; a) m1, b) m„.
i=l

1 + Atm2=m1 ; a)At, b)y2. .

_ mw(t — tw). . .

c — 7W, a) t2, b) t.

ul = ”1(m1 27712112 . a) m“ b) v2_

RIR
C—4n:K Rl_R, a)R, b)R1.

1 nl yB=7 Re+Rl, a)Re, b)I.

nU‘
b R,..

nR, + R, a)“ )

2

E‘ zIiRis a)R1: b)I2v
1:1

Lösen Sie nachstehende Aufgaben unter den üblichen Voraussetzungen

(Vernachlässigung von Luftwiderstand, Widerstandsveränderung durch
Temperaturerhöhung usw.)! Gleiches gilt auch für die Saehaufgaben des
Abschnittes 2. -

2 . . .

Welche Zahl muß man um % vermindern, damit man den reziproken

Wert von ä- erhält?

4 . .

Addiert man zum Zähler des Bruches ä? eine Zahl, und subtrahiert die

Hälfte dieser gesuchten Zahl vom Nenner, so erhält man 1—72- .

Wie heißt die Zahl? ‘

Wieviel Batterien mit einer Klemmenspannung von je 2 V und einem inne-
ren Widerstand Von je 0,250 muß man beim Anschluß eines elektrischen Lei-
ters von 1,75 Q Widerstand hintereinanderschalten, wenn ein Strom von
4 A fließen soll? ’ y
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I

Nachdem er 5

1. Lineare Gleichungen

Von drei parallelgeschalteten elektrischen Leitern, an denen eine Spannung
von 25 V anliegt, hat jeder einen elektrischen Widerstand, der doppelt so

groß wie der vorhergehende ist. Der Gesamtwiderstand betrage 100 Q. Wie
groß sind bei unveränderten Bedingungen die
a) Einzelwiderstände b) Zweigstromstärken?

Ein 309 N schweres Kind, dessen Wichte mit 72K = 10,3 dis
) erhalten, so daß es im

angenommen

wird, soll einen Schwimmgürtel (ya = 2,45 dis
(1:13) schwimmen kann.

Welches Volumen muß das verwendete Material mindestens haben?

Wasser yw = 9,8l

Zwei Freunde unternehmen mit einem Motorrad eine Auslandsfahrt, wobei
sie gezwungen sind, an einer Tankstelle zu tanken, die keine Mischsäulen hat.
Der Tank des Motorrads faßt noch 12 Liter, das Mischungsverhältnis muß
l :25 sein.
Wieviel Liter Benzin und wieviel Liter Öl sind zu tanken, wenn der Tank
voll werden soll?

Im Rahmen des Studentensommers haben ll Studenten unterschiedlicher
Leistungsfähigkeit Ausschachtungsarbeiten übertragen bekommen. Für eine
bestimmte Arbeit würden zwei Studenten je 12 Stunden, sechs Studenten
je 15 Stunden ‘und drei Studenten je 18 Stunden benötigen. In welcher Zeit
könnte die Arbeit von der gesamten Gruppe fertiggestellt werden?

Durch Hochwasser wurde ein Keller überflutet; er wird von den Genossen
der NVA mittels dreier gleichmäßig und gleichzeitig arbeitender Motor-
pumpen leergepumpt. Wieviel Minuten werden dazu benötigt, wenn durch
die erste Pumpe allein 6 Stunden, durch die zweite 4 Stunden und durch die
dritte 2 Stunden benötigt würden?

Ein Schwimmbad hat zwei Zuflüsse undeinen Abfluß. Durch den ersten Zu-
fluß allein könnte das Becken in 5 Stunden, durch den zweiten allein in
4 Stunden gefüllt und durch den Abfluß in 3 Stunden geleert werden.
In welcher Zeit wird das Schwimmbecken gefüllt, wenn beide Zuflüsse und
der Abfluß zugleich geöflnet sind?

Welche Zeit benötigt ein mit einer konstanten Geschwindigkeit von 48 -1?‘-

fahrender und l0 m langer Omnibus, um beim Überholen einer Zugmaschine
mit zwei Hängern von insgesamt 15 m Länge an dieser vorbeizufahren, wenn

deren konstante Geschwindigkeit 36% beträgt? Welche Strecke hat der
Omnibus dabei zurückzulegen?

Während des 5000-Meter-Laufes im Rahmen eines Hochschulsportfestes
tritt der Studentenmeister nach anfänglicher Zurückhaltung an und läuft

dann mit einer konstanten Geschwindigkeit von 5,5l:- den Lauf zu Ende.
1

7
holt er den Studenten A zum ersten Male. Er überrundet ihn nach wei-
teren 8 Minuten Laufzeit.

Minuten mit dieser Geschwindigkeit gelaufen ist, über-
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Wie groß war der ursprüngliche Abstand der beiden Läufer, wenn A mit

einer konstanten Geschwindigkeit von 4,5% lief‘.7 Welchen Umfang hat die

Stadionbahn, auf der sich die Läufer bewegten?

Die Gleichung x + 9 — 3 = L30 behandelt jemand folgendermaßen:
x — 7 23 -— x ~

x+9—3(x—7 25:-30
Er rechnetT)=T:

—2x + 30 2x — 30

Ü? = T?
2x — 30 _ 2x — 30

7 — x 23 —- x

I l
i =ä
7 — x = 23 — x

7 ? 23

Worin besteht der Fehler? . .

Welcher Unterschied besteht zwischen den gegebenen Gleichungen?

a) x——5= 2+x und x(x—5) =(2+x)x;
b) x+4=lO—x und (x—l)(x+4) =(10—x)(x«—1);

2 +6
°)2"+6="‘ “d {+7 “#52
(entnommen aus [8]).



2. Lineare Gleichungssysteme

2. 1. Zielstellung

Im vorliegenden Abschnitt werden Systeme von zwei linearen Gleichungen mit
zwei Unbekannten x1 und x2 — ‚

a11x1 + 912952 = b1 . i (2-1)
az1x1 + azzxz = b2 .

und Systeme von drei linearen Gleichungen mit drci Unbekannten x, , x2 und x3

4111351 ‘i’ 012952 + 413-793 [71

az1x1 + aux; + azgxg b, (2.2)
4131351 + 1132752 + assxs = b3

behandelt. Dabei werden wie im l. Abschnitt gleichzeitig elementare mathematische
Umformungen geübt. Es ist wiederum auf die Unmöglichkeit der Division durch
null zu achten. Wie bei Gleichungen mit einer Unbekannten ist auch hier zu unter-
suchen, welcher der folgenden Fälle eintritt:

lI
lI

l. Es existiert genau eine Lösung.
2. Es existieren unendlich viele Lösungen.
3. Es existiert keine Lösung.

Wir betrachten nur Fälle, wo so viele Gleichungen vorhanden sind wie Unbekannte.
Es wird also z. B. beim System (2.1) ausgeschlossen, daß a, 1 = 0 und 11,, = O (i =' 1 , 2)
gleichzeitig gilt. Denn wäre dann bi =i= 0, so existierte wegen des Widerspruchs
O A x1 + 0 - x2 = b’, =|= O keine Lösung, und für b, = 0 wäre die i-te Gleichung wegen
0 - x1 + 0 - x2 = 0 ohne Aussage (s. [2]). '

2.2. Grundlegende liegriffe und Gesetze

Zur Lösung von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten (System (2.1)) unter»
scheidet man drei Lösungsverfahren, die logisch gleichwertig sind.’
Diese drei Verfahren sind das Additions-‚ das Einsetz- und das Gleichsetzverfahren.

Obwohl diese Verfahren im wesentlichen als bekannt vorausgesetzt werden können,
soll hier das Additionsverfahren als Spezialfall des Gaußschen Algorithmus [7] für
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten angegeben werden. Das geschieht vor allem
zur Herausarbeitung der drei Lösungsfälle (Abschnitt 2.1.).

Durch Multiplikation der ersten Gleichung von (2.1) mit an und der zweiten mit
(-1112) und anschließende Addition dieser Gleichungen erhält man die folgende
Gleichung für die Unbekannte x1

(“11a22 _ 11211112) x1 = 1715122 "‘ b2‘l12- (213)

Durch Multiplikation der ersten Gleichung von (2.1) mit (—a21) und der zweiten mit
an und anschließende Addition erhält man entsprechend für die Unbekannte x2.

(411522 “ (1211112) x2 = 1111172 — a21b1- i (24)
Fur

011022 "‘ 921312 ‘F 0 (2-5)
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erhält man aus (2.3) und (2.4) als einzige mögliche Lösung von (2.1)

. 1711122 — bzarzx, =e,

43114122 — 021412

911172 " 1121171 (2.6)x2 = .

9111122 — 4211112

Durch Einsetzen kann bestätigt werden, daß das tatsächlich die Lösung von (2.1) ist.
l_st dagegen .

0115422 ‘ 4215112 = 0 (2-7)
und

1714122 —- blau 4= 0 (2.8)
oder

011172 “ 021131 ‘F Ü, (2-9)

so existiert wegen des Widerspruchs (s. (2.3) oder (2.4))

'0'x1 +0 oder 0-5:2 =1: 0

keine Lösung von (2.1). Gilt neben (2.7) noch

1715122 ‘ b2a12 = 0 (2-10)
und

1111172 — 52151 = 0; (2-11)

"so muß hier (vgl. Abschnitt 2.1.) an =l= 0 oder an =1= 0 gelten. Im ersten Falle erhält
man aus der ersten Gleichung von (2.1)

b1 " 1112752 ‘
‚ x1 = —Tu—_. ~ (2.12)

Damit ist die zweite Gleichung bei beliebigem x2 auch erfüllt. Im zweiten Falle
erhält man

x‚=j_ — e _ (m)
912

Auch hier wird die zweite Gleichung bei beliebigem x1 erfüllt.

Zusammenfassend gilt also; ‚

l. ‚Unter der Voraussetzung (2.5) ist (2.6) die einzige Lösung von (2.1).
2. Unter den Voraussetzungen (2.7) und (2.8) oder (2.9) hat (2.1) keine Lösung.
3. Unter den Voraussetzungen (2.7) und (2.10) und (2.11) existieren unendlich viele

\ Lösungen von (2.1), nämlich

(2.12), und x2 ist beliebig wählbar für an =i= 0
oder

(2.13), und x1 ist beliebig wählbar für a1; =l= 0.

Ein System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten (2.2) löst man grundsätz-
lich, indem man es auf eine Gleichung mit drei Unbekannten und zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten zurückführt [7]. Das kann für an + 0 z. B. auf folgendem
Wege geschehen (durch Umordnung der Gleichungen und Umnumerierung der Un-
bekannten ist an # 0 immer zu erreichen): Multiplikation der ersten Gleichung mit

% und Subtraktion von der zweiten. Multiplikation der ersten Gleichung mit
l 1
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[E und Subtraktion von der dritten. Dadurch entstehen zwei Gleichungen für x2
l 1

und x3. Setzt man deren Lösung in die erste Gleichung ein, so erhält man x1, Auch
hier sind drei wesentliche Fälle möglich:
1. Es existiert genau eine Lösung.
2. Es existiert keine Lösung.
3. Es existieren unendlich viele Lösungen.
Es sei noch bemerkt, daß man unter Umständen auch nichtlineare Gleichungssysteme
durch einfache Substitutionen auf lineare zurückführen kann. So erhält man z. B. aus

ll ü.L+_£=b1,
x yv

a“ + Ei _—. bl
x y

durch die Substitution

1 1
u = _. , p = __

x y
ein lineares Gleichungssystem für u und v.

2.3. Lehrbeispiele

Beispiel 2.1: Bei der Lösung des Systems

13 (I)
9 (n)

nach dem Additionsverfahren erhält man durch Multiplikation von (I) mit 2 und
Addition der beiden Gleichungen

7x1 = 35

und durch Multiplikation von (I) mit 3 und von (II) mit (—2) und Addition
7x2 = 21 ,

also genau eine Lösung 1

2x1 + x2
3x1 — 2x2 Il

ll

x1 = 5, x2 = 3.

Beim Einsetzverfahren löst man die erste Gleichung nach x2 auf:

x2 = 13 — 2x1

und setzt in die zweite ein

3x1 — 2(l3 — 2x1) = 9,
7x1 = 35,

x1 = 5,
x2=13—2x1=3.

Beim Gleichsetzverfahren erhält man '

3x1 —— 9x2=l3—2x1, x2= 2 ‚ ‘
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also
3 -—9

13 —2x1 =—"—‘2——,

26 —- 4x1 = 3x1 -9‚
—7x1 = -35,

x1 = y

3 —9 l5—9x2 =_x;2_._=.T=3,

Beispiel 2.2: Bei der Lösung des Systems V z

x, — x2 = a (I)
ax, + x2 = b (II)

erhält man durch Addition beider Gleichungen

(1+ a) xi = a + b. (2.14)

Für a + -1 gilt
x1 = a + b

11 + l’
und aus der ersten Gleichung erhält man

x2=x1_a=a+b _a= a+b—a‘—a = b—a2.
a + 1 ‚ a + 1 a + l

Für a = —1 und a + b = b — 1 =4: 0 bzw. b ,=9= l existiert wegen des in (2.14) ent-
stehenden Widerspruchs 0 - x, 4: 0 keine Lösung. Für a = -1 und a + b = 0 bzw.
b = 1 kann x, nach (2.14) beliebig gewählt werden. Aus der ersten Gleichung des
Systems folgt dann

x2=x‚—a=x1+l.
Auch die zweite Gleichung des Systems könnte man heranziehen

x2=b—ax,=1+x1.
Die vollständige Lösung der vorliegenden Aufgabe lautet also: Für a =i= -1 hat das
System die einzige Lösung

a + b b — a’
x1 = ä= *2 = 737T"

Für a = —-l und b =l= 1 existiert keine Lösung.
Für a‚= —-1 und b = 1 erhält man unendlich viele Lösungen, da x, beliebig ge-
wählt werden kann; dann ist

x, = x, + l. g

(Eswären also x, = 0,x2 =1;x1 =1,x2 = 2;x1 = —3,x2 = -2 usw. in diesem
Falle alles Lösungen.)

Beispiel 2.3: Das System

x1+x2+xg=6 (I)
2x1—xz+x3=3 (II)
x, + 2x2 — x3 =_ 2 (III)

2 Schiifexyvorbereltnng
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kann man auf ein System mit zwei Unbekannten zurückführen, indem man zunächst
die G1. (I) von der G1. (II) subtrahiert

x, — 2x2 = -3 (I’)

und dann (I) und (III) addiert

2x, s. ax, = 8. (11')

subtrahiert man das Doppelte von (I’) von (II')‚ so erhält man weiter

7x2 = 14, -

x, = 2.

Aus (I’) folgt
x1=—3+2x‚=—3+4=1

und aus (I)

x3=6—x‚—x;=6—-1——2=3.
Die einzige Lösung ist also

x1=l‚ x‚=2, x3=3.

2.4. Übungsaufgaben

Im folgenden werden die Unbekannten —- wie von der Schule her bekannt —

mit x, y, z bezeichnet. 4

2.1: Gleichungssysteme mit bestimmten Koqffizienten

3 2 ‚ 3 l
2.1.1: ?x+-?y = I7, 2.1.2: E-x— ~2~(3y + 1) = 1,

2 3 1 3 '

~:7x+—4—y=19. -§(2x+1)+—z(3y—1)=9.

_ x—2_y—2__x—2y . 5 _ 7
2.1.3. —3 l2 _— 5 , 2.1.4. —-—-—6_ x ————3y__ 2 ,

x—y+3y+2_x—2(y—1) 5 _ 7

6 4 — 3 ' 2x + y _ x + 2y'

_ 3x — 5y — 4 _ 3 _ 11 18 __

2.1.5. —:‚ 2.1.6.. 57:3;W—13‚

2x + 4y — 2 _1 27 _ 2 _1
2x+3y+11_ 3x—2y 2x—3y_

2.1.7: 6x+6y+5z= 1, 2.1.8: 2x+2y+2z= -3,
——3x+4y— z=3, 2x+2y+ z=—l‚

6x+2y+3z=—1. 2x+y+ z=—2.
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G ' ' ' yotcluc mit unbeu ' Kauf

3x — 2y = a’ +10ab + b’, 2.2.2 ax + by = 1,

3y—2x=a2—lOab+b2. ;=%.

x+y =2a, 2.2.4: %-—%=-—2a,

x2—y2=4b’. —a:‘b gib =a+b‚'

ay+bx=2a, 2.2.6: -2,

a‘y—b2x=a2+b’. %=%.

a—fF+a:b=1, _ 2.2.8: :b+%=2a—b,

a:b+a;y-b=::Ell:: ä b)—’a=a'

3"b—+bfa=3a+b, 2.2.10: ü a+b=1,

2a(x+y)+4a(a+b)=2(x+y)+4a2(a+b),
(x+y+2u)(x—y—2b)=(x+y—-2a)(x—y+2b).

(a—b)x+(a+b)y= a+b’

b(x—y)+a(x+y) =a:b.
2 2ax+by= ,

2 2 b b’2u+3by= . -

Sachaufgaben

In einem verzweigten Stromkreis verhält sich der Widerstand des ersten
Zweiges zum Widerstand des zweiten Zweiges wie 1 z 8, der sich verzwei-
gende Strom hat eine Stärke von 9 A.
Wie groß sind die Stromstärken in jedem Zweig?

Vor zwei Jahren war ein Vater dreimal so alt wie sein Sohn; in 15 Jahren
wird er nur noch doppelt so alt sein. Wie alt sind gegenwärtig Vater und
Sohn? ‘
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Wie groß ist der Abstand zweier konzentrischer Kreise, die man dadurch
erhält, daß der Umfang des einen Kreises mit beliebigem Radius um einen
Meter vergrößert wird?

N
dm’

wobei sich das Volumen des Sportlers

Die Wichte eines Schwimmspqrtlers betrage nach dem Ausatmen 10,1

und nach dem Einatmen 9,6l d 3 ‚

um 3 dm’ vergrößert hat. m
Wieviel Newton wiegt der Schwimmsportler?

Ein Flugzeug braucht für eine Strecke von 10km in Windrichtung 36 s,
entgegen der Windrichtung 37,8 s. Wie groß ist die Eigengeschwindigkeit
des Flugzeuges, und wie groß ist die Windgeschwindigkeit?

Zwei Massenpunkte bewegen sich auf einer Kreisbahn in entgegengesetzter
Richtung auf dem kleineren Bogen, der zwischen ihnen liegt, aufeinander
zu. Sie treffen sich nach 3 s. Den Umfang des Kreises durchlaufen sie in
12 s bzw. 15 s. Wie groß ist der Umfang des Kreises?
Welche Länge hat der kleinere Kreisbogen, der 6 cm kleiner ist als der halbe
Kreisumfang?

Zwei Radsportler trainieren auf einer 420m langen Radrennbahn, wobei
der eine den anderen aller 105 s überholt. Würden beide in entgegengesetzte
Richtungen fahren, träfen sie sich ‘aller 21 s.

Welche konstant angenommene Geschwindigkeiten haben die beiden Rad-
sportler?

Zwei Freunde, die in Leipzig bzw. Dresden wohnen, vereinbaren ein Tref-
fen mit Fahrrädern zwischen den 120 km entfernten Wohnsitzen.
Wann und Wieviel Kilometer von Leipzig entfernt treffen sie sich, wenn
der Dresdener um 6.00 Uhr startet und mit einer Durchschnittsgeschwindig-

keit von 20 % fährt, während der Leipziger um 6.30 Uhr startet und

durchschnittlich 22 % erreicht?



3. Quadratische Gleichungen

3. 1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient vorwiegend der Lösung quadratischer Gleichungen
mit einer Unbekannten im Beräch der reellen Zahlen. Es sind bei der Anwendung
der Lösungsformel fölgende Fälle zu unterscheiden:

— zwei reelle Lösungen,
— eine reelle Doppellösung,
— keine reellen Lösungen.

Ferner sollen das Zerlegen von quadratischen Ausdrücken in Linearfaktoren und
der Wurzelsatz von Vieta geübt werden. Auch hier sollen die Fertigkeiten bei elemen-
taren mathematischen Umformungen weiter vertieft werden (s. [2]).

3.2. Grundlegende Begrifle und Gesetze

Die quadratische Gleichung

ax2+bx+c=0, a=i=0, (3.1)

kann wegen

ax2+bx+c=a(x2+px+q)=0 i (3.2)

mit
b c

- Z a q - ‘g (3.3)

immer auf die Normalform
x‘+px+q=0 ' (3.4)

zurückgeführtwerden. Durch die Anwendung der Lösungsformel
2——'

x1 = _ g + /PT _ q, e

—— (3.5)
x, = _L _ /.1: _ q

2 4 ..

erhält man für
2 -

‘DT—q>O bzw.p2—4q>0 (3_6)

zwei verschiedene reelle Lösungen (Wurzeln) xx und xz. Für
2

£4——q=0 bzw. p2—4q=O (3.7)

fallen diese beiden Lösungen zu der reellen Lösung

xx = x2 (3.8)
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zusammen. Man spricht dann von einer reellen Doppelwurzel. Für
2 .

fl4——q<o bzw. p2—4q<o (3.9)

existiert keine reelle Lösung von (3.4) bzw. von (3.1). Durch Einsetzen von (3.3)
kann (3.5) auch in der Form

lx,=$(—b +\/b’ — 4ac),

I
x, =E(—b —‚/b’ — 4ac)

angegeben werden. Je nachdem, ob

b’ — 4ac > 0

oder b’ —— 4m: = 0

oder b’ — 4ac < 0

gilt, erhält man durch (3.10) zwei verschiedene reelle Wurzeln oder eine reelle Doppel-
Wurzel von (3.1), oder es existiert keine reelle Lösung von (3.1).

Existieren zwei reelle Wurzeln x, und x2 bzw. existiert eine reelle Doppelwurzel
x, = x, von (3.1) bzw. (3.4) gemäß (3.5) oder (3.10), so können die quadratischen
Ausdrücke in (3.1) und (3.4) in zwei reelle lineare Faktoren aufgespalten werden:

x’ + px + q = (x — x,) (x — xz), (3.11)

ax’ + bx + c = a(x — x‚) (x — xz). (3.12)

(3.10)

Falls keine reellen Lösungen existieren, ist auf reellem Wege eine solche Aufspaltung
nicht möglich. Ferner besteht zwischen den Lösungen x1 und x2 und den Koeffizien-
ten p und q bzw. a, b und c der folgende Zusammenhang (Wurzelsatz von Vieta), der
zur Kontrolle des Ergebnisses verwendet werden kann:

b
x1+x2= ‘I’: -71‘,

4 c (3.13)
x,-x,=q=;.

Es sei noch bemerkt, daß man unter Umständen auch nichtquadratische Gleichungen
durch eine einfache Substitution auf eine quadratische Gleichung zurückführen kann.

So erhält man z. B. aus der Gleichung

sin’x+psinx+q=0
durch die Substitution y = sin x eine quadratische Gleichung in y. Die biquadra-
tische Gleichung

x‘ + px’ + q = 0

wird durch die Substitution y = x’ in die quadratische Gleichung

y’ + py + q = 0
umgewandelt. Zu jeder nichtnegativen Lösung yo dieser Gleichung erhält man die
Lösungen

x01 =x/)_’—o— und x02 = ‘x/J:
der Ausgangsgleichung.
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3.3. Lehrbeispiele

Beispiel 3.1: Die quadratische Gleichung

x’ — x —— 2 = 0

hat wegen

2 1 9ä- — q = Z + 2 = z > 0

zwei verschiedene reelle Wurzeln, nämlich nach (3.5)

x, = 2, x2 = —l.
Es gilt dann nach (3.11)

x’—x—2=(x—2)(x+1)‚
und man bestätigt (3.13)

x1 + x2 = 1 = —p,

x1 - xi = -2 = q.

Beispiel 3.2: Die quadratische Gleichung

4x2 — 4x + 1 = O

hat wegen

b’—4ac=16—4-4-1=0
eine reelle Doppelwurze1‚ nämlich nach (3.10)

I
x, = x2 = E.

Es gilt dann nach (3.12)
2

4x’ —4x+ 1 =4(x—%) = (2x— 1)1,

und man bestätigt (3.13)

al
u-x,+x2=1=— s

A
lt- c

x1 ~ x2 = 7.

Beispiel 3.3: Die quadratische Gleichung

2x’ + 2x + 1 = 0

hat wegen

b’ —4ac=4—'4-2-l
keine reelle Lösung.

—4<O

Beispiel 3.4: Die Gleichung

a’(1—x)’+(ax—b)2 __ a‘+b’ (314)
a’(1 — x)’ — (ax — b)’ _ a2 — b’ '
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hat nur dann einen Sinn, wenn die Nenner auf beiden Seiten nicht null sind. Für die
rechte Seite bedeutet das wegen a’ — b2 = (a + b) (a — b)

a # b, a + —b‚ (lal 4: |b|). (3.15)

Für die linke Seite hat man zu fordern

a2(1 — x)2 — (ax —— b)’
= {a(1 — x) + (ax —— b)} {a(l ——— x) —— (ax — b)}

={a—b}{a+b—2ax}=I=0.

Da wegen der Voraussetzung (3.15) sowohl a — b =1: 0 als auch (a + b) ¢ 0 gilt, ist
diese Bedingung für a = O immer erfüllt. Zur Voraussetzung (3.15) kommt also nur
noch hinzu a + b f 211x * 0 für a + 0, also

a+b
2a

Aus (3.14) erhält man „

„ (a2 —— b’) {a2(l — x)Z + (ax — b)2} = (a2 + b’) {a’(l — x)’ — (ax — b)2}

und daraus weiter die quadratische Gleichung

(2a“ — 2a’b2) x2 — (4a3b — 4a2b2) x = o i

bzw. 2a’(a2 — b2) x2 — 4a’b(a — b) x = 0

bzw. 2a2(a — b) {(a + b) x — 2b} x = 0. ’ (3.17)

x=l= für a # 0. ’ (3.16)

Bei dieser speziellen Form der quadratischen Gleichung erübrigt sich die Anwendung
der Formel (3.5) bzw. (3.10). Man erkennt sofort, dal3 für a = 0 jedes reelle x Lösung
ist:

x beliebig für a = 0. (3.18)

Man hat also nur noch den Fall a ¢ 0 zu untersuchen. -

Dann ist, da wegen (3.15) (a — b) # 0 und (a + b) =1: 0 gilt, die G1.(3.17) nur
erfüllt, wenn ‘ ”

x=0 oder (a+b)x——2b=0
gilt. Es sind also für a + O

2b
x1 = O und x2 = m

die einzigen Lösungen von (3.17). Da x1 = 0 auch (3.16) erfüllt, ist xi Lösung von
(3.14). Die zweite Lösung von (3.17) ist genau dann auch Lösung von (3.14), wenn
(3.16), also ‚

2b a + b

m *T
erfüllt ist, also

(a + b)’ # 4ab
bzw. i

a’+2ab+b'—4ab=a2—2ab+b2=(a—b)2=i=0.
Das gilt aber wegen (3.15) immer.
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Zusammenfassend kann also gesagt werden: Unter der notwendigen Voraussetzung
(3.15) erhält man alle Lösungen von (3.14) in der Form

und

3.4.

3.1:

3.2:

3.2.1 :

3.2.3:

3.2.4:

3.2.6:

3.2.7:

3.2.8:

3.2.10:

3.2.11:

x beliebig für a = 0

x, = 0,
2b für a + O.

*2 = m
\

Übungsaufgaben

Lösen Sie folgende quadratische Gleichungen mit bestimmten Koeffizienten
undführen Sie die Kontrollreclznung mittels Vietaschem Wurzelsatz durch!

x’+5x—I4=O. 3.1.2: 16x’+120x+22l'=0.
’ 3 1 5
<x+E)(x—-4—)=—1—6-. 3.1.4: (8+x)(8—x)

. +(6—x)(l0+x)=76.
x’+3x+3=0. 3.1.6: %x2+%=2?3

24x’ +27= 54x.

(x—5)(x—4)+(x—6)(x—3)=10.
(2x—3)2—(x—5)2=8o.

_l9x.';1_.+6x—1=L+2x_1_
9 ‚ 3 x

2x+l 6 _x—2+x——1
9 x+2‘ 2 3

8x3—40x‘+l ‘ _5+2x 4—3x . 2x
4x’—12x+9 ‘Zx-‘S’ slls" 3—2x_ x _x-I
20+x_9x2+x+2_5—~3x__lQ-—4x
2x—2 6x’—6 nx+l 3x+3

Quadratische Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten

ax’—b=1. 3.2.2: ax’—bv=x’+l.
(a + Zbx)’ + (2ax — b)’ = 2(4a’x’ + b’).
(ax + b) (ax — b): 0. 3.2.5: x’ + (a’ — x)’ = (a’ — 2x)’.
(1 —— ax)’ = (1 — bx)’. ‚

a’(1 — bx)’ + b’(ax — l)’ = a’ + b’.
a’ —— x’ = (a — x) (l7 —— x). 3.2.9:

(a ab)’ — x’ = (x — a)(x — a + b).

(a — x)’ +.(x — b)’ _ a’ + b’
(a—x)’——(x—b)’ a’—b”

(a—x)(b—x)=x(a—x).
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3.2.12:

3.2.13:

3.2.14:

3.3:

3.3.1:

3.3.3:

3.3.5:

3.4:

3.4.1:

3.4.3:

3.4.5:

3. Quadratische Gleichungen

i _ 1 + b _ 2

a bx-ax a’x—abx_a—b'
x——a+ 3a‘ _ x1 _3a—x_C

x x(a+x) x’+ax x+a_ '

a2_ a2—-b2 =b2(x+2)
2x — x’ x — 2 '

Biquadratische G’ ' hungen

x‘ + 3x’ — 4 = 0. 3.3.2: (x2 — 10) (x2 - 3) = 78.

x‘ + 29x’ + 100 = 0. 3.3.4: x‘ - 41x2 + 400 = 0.

16x‘ — Sazxz -— 8b2x2 = 2a’b’ — a‘ — b‘.

Gleichungssysteme, die auf quadratische Gleichungen führen

5c + 7y = 10, 3.4.2: x’ + y’ = 25,

3
= 3. Ä=_.xy y 4

3x—y= 1, 3.4.4: x + y= 4,
1 1 4

2 z: T T2:x +y 73. x+y 3.

3x — 2y = 0, 3.4.6: 2x —— 3y —i,
x2——xy+y2=7. 2x’—xy——3y2=2.
x + y = 12, 3.4.8: 7(x + 6)’ — 9(y + 5)‘ = 118,

(x—1)(y—l)=24. x—y=l.



4. Potenzen, Wurzeln und Wurzelgleichungen

4.1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient dem Erwerb von Fertigkeiten bei der Anwendung
der Potenz— und Wurzelgesetze. Das Rechnen mit Wurzeln wird mit Hilfe der Er-
weiterung der Potenzgesetze auf rationale Exponenten durchgeführt. Dabei ist beson-
ders darauf zu achten, daß Wurzeln nur für nichtnegative Radikanden sinnvoll und
selbst nichtnegativ sind. Wurzeln und Potenzen von gegebenen reellen Zahlen sollen
grundsätzlich mit Hilfe von Tafeln, Taschenrechnern und dem Rechenstab ermittelt
werden.

Bei den Wurzelgleichungen ist zu beachten, daß eine Probe durch Einsetzen der aus
der umgeformten Gleichung gewonnenen „Lösungen“ in die Ausgangsgleichung im
Gegensatz zu den linearen Gleichungen nicht nur eine Rechenkontrolle darstellt,
sondern logisch notwendig ist (s, [2]).

4.2. Grundlegende Begriffe und Gesetze

4.2.1. Potenzgesetze für natürliche Exponenten

Für natürliche Exponenten m, n = 1, 2, 3, und beliebige reelle Basen a, b_ gilt

a"-b" =(a-b)"; i;;=(%), b+o; (4.1)

a" - a"' f a"+"'; (4.2)

(a")"' = (a"')" = a""".' (4.3)

Für n > m und a =1: 0 gilt ferner _

a": am = a"‘"‘. (4.4)

4.2.2. Potenzgesetze für ganze Exponenten

Setzt man für a =l= 0

a° = I, (4.5)

1 —nF — ‚ \ (4-6)

so gelten die Potenzgesetze (4.1), (4.2), (4.3) unter der Voraussetzung

a * 0, b =# O (4:7)

auch, wenn m, n negative ganze Zahlen oder 0 sind.

4.2.3. Wurzelgesetze bzw. Potenzgesetze für rationale Exponenten

Ist a __>= 0 reell und n g 1, ganzzahlig, dann versteht man unter

b = (/2 (a — Radikafnd, n — Wurzelexponent) (4.8)

diejenige nichtnegative Zahl b (b g 0), für die gilt
b" = a. l . . (4.9)
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Setzt man ferner für a > 0

_ L
2/a = a" , (4.10)

so gelten die Formeln (4.1), (4.2), (4.3) unter der Bedingung (4.7) auch für rational
Exponenten m, n. Insbesondere ist

1/7z7"=((/Z)” = a7. (4.11)

(Es sei hier bemerkt, daß die Potenzgesetze (4.1), (4.2), (4.3) sogar auf beliebige reelle
Exponenten m, n ausgedehnt werden können.) ~

Durch (4.10) erhält man dann mit (4.1), (4.2) und (4.3) entsprechende Wurzel-
gesetze

v;.vz=W; =1/lb <I»>o>; (4.12)

1/Z:-WZ="""W; . (4.13)

0% = "‘2/Z. (4.14)

Es empfiehlt sich jedoch im allgemeinen, mit (4.1), (4.2) und (4.3) bei Beachtung von
(4.10) zu arbeiten. Dann erhält man an Stelle von (4.12) bis (4.14)

l l
1 1 1 „ g- . ‘

a" -b" = (a-b)”, "1 = (b > o), (4.12)

L b?
l I n+m

aT.a—m—=an'm, (413!)

l I l \ i

(a7)? = 11$. » V ' (4.l4’)

4.2.4. Rationalmachen des Nenners

Treten Brüche mit irrationalen Nennern i/Z’ (a > 0, r < s, s = 1, 2, 3, ...) auf,
verfährt man wie folgt:

112a _za= z-‘as-r
N L L 1-: _+1-„’ aa. a. a . as

(z. B. _‘_ — W2. —ifi)-
Bei Ausdrüeken der Gestalt

E=—L— a=t=b\r N b J

können die Wurzeln aus dem Nenner beseitigt werden, indem man mit \/E ¥ J1;
erweitert:
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4. 2. 5. Wurzelgleichungen

Von Wurzelgleichungen spricht man, wenn die Unbekannte x in rationalen Aus-
drücken unter Wurzeln auftritt. So ist z. B. bei rationalen Ausdrücken R 1 ‚ R2 , R3 die
Gleichung

\/R1(x) — Jux) — JR3(x> = 0 (4.15)
eine Wurzelgleichung. Durch wiederholtes Auflösen solcher Gleichungen nach einer
Wurzel und anschließendes Potenzieren können die Wurzeln unter Umständen be-
seitigt werden (auch bei höheren Wurzeln). So erhält man aus (4.15)

fit? = ß? + JE,
R1 +R2 + R, + 2\/R,R3,

2x/R2R, R, — R2 — R3,

4R2R3 = (R1 ‘ -R2 "' R3):-
Diese Gleichung ist dann eine rationale Gleichung für x:

R(x) = 0. (4.16)

Nicht alle Lösungen von (4.16) sind aber notwendig Lösungen von (4.15), wie das
Lehrbeispiel 4.9 zeigt. Jedoch kann es außer den Lösungen von (4.16) keine weiteren
Lösungen von (4.15) geben. Man hat also (4.16) zu lösen und durch Einsetzen in (4.15)
zu überprüfen, welche dieser Lösungen auch Lösungen von (4.15) sind. Diese Probe
ist logisch notwendig und nicht nur eine Rechcnkontrollc.

II

4.3. Lebt-beispiele

Beispiel 4.1: Die Schlußweise

1 1 —— i _‘. — ‚

\/—a .=‘<—a>2 = <—a)4 = 1/(~a)* = 1/a2 = a4 = a2 = Ja
ist für a =l= O falsch, denn die Potenzgesetze sind bei rationalen Exponenten nur für
eine positive Basis uneingeschränkt gültig. Es kann aber nur a oder —a positiv sein.

Beispiel 4.2:

JE = a

ist nicht korrekt, denn nach Definition ist die Wurzel aus einer Zahl immer derjenige
positive Wert, der potenziert die ursprüngliche Zahl ergibt.

Es gilt daher

a für a g O,\/;=|a{ mit lal ={
—-a für a < O.

Beispiel 4.3: Für a > 0 und beliebiges \n und x gilt

L2: ; ü = a(1n-x)—(n—l>—(n+x>+2>= = „l = a,anvl a2x

Beispiel 4.4: Es gilt für a - b ~ x - y + 0

‚ <‘::12_y3_l7l°)‘2 = 4-2asbox+4y-2 :

a6x4

T67‘
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Beispiel 4.5: Es gilt für positive a, b, e, d

azx/Zc" „fix/Z = a(2— %— 5)b(% + 3)c(—2—%)d(— 2+—;—)

7‘—3ma ‘s za-s

Beispiel 4.6: Es gilt
1 1 1 _

„SA/m: (125)6 = (53)6 = 52 =\/5 =2,2361.

3 =3„/E=1 _.

2 3 6 E 3’
1 __ '2+\/3 _2+\/§_ —_

2—\/?_(2—„5)(2+\/5)" 4-3 "2+‘/3’
1 _ J5 — \/3 „ = J5 \/E

x/5+\/3 (x/§+\/§)(\/§“\/3) _ '

Beispiel 4.8: Die Wurzelgleichung

7 + 3\/2x + 4 = I6 1

wird auf folgendem Wege auf eine lineare Gleichung zurückgeführt:

3../2x + 4 = 9,

„/2x + 4 = 3,

2x + 4 = 9,

2x = 5.

Die Lösung dieser Gleichung

x =2
2

ist auch die Lösung der Ausgangsgleichung

7+3„/5+4=7+9=16.

Beispiel 4.9: Die Wurzelgleichung

g 2x + 19 + 5 = o

wird auf folgendem Wege auf eine lineare Gleichung zurückgeführt:

x/EE = —5,

2x + l9 = 25,

2x = 6.
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Die Lösung-dieser Gleichung

x = 3

befriedigt die Ausgangsgleichung nicht:

„#54.319 + 5 = 5 + 5 =l= 0.

Die Ausgangsgleichung hat also keine Lösung. Das hätte man sofort erkennen kön-
nen, denn eine Wurzel ist immer nichtnegativ, daher ist die Ausgangsgleichung nicht
erfüllbar.

Beispiel 4.10: Aus der Wurzelgleichnng

JE — J: = 5:71
erhält man durch Quadrieren der Seiten

x+x——l—2\/x(—x———l5=2x——l
und daher

x(x -— 1) = 0

mit den Lösungen

x, = 0, x2 = I.

Für x = xi = 0 ist die Ausgangsgleichung nicht definiert. Für x = x2 = 1 ist sie
erfüllt. Die Ausgangsgleichung hat also nur die Lösung

x = 1.

4.4. Übungsaufgaben

Wenden Sie bei den folgenden Aufgaben 4.1 bis 4.7 die Definitionen und Gesetze
der Potenz- und Wurzelrechnung an! Geben Sie dabei den Gültigkeitsbereich der
Zahlen a, b, c, ...‚ x, y, z an bzw. schließen Sie diejenigen Werte aus, die diese nicht
annehmen dürfen!

4.1: Addition und Subtraktion von Potenzen

4.1.1: (+2)3 — (—2)3 — (—2)‘ + (—2)3.

4.1.2: (—x)“ + (—2a)“ — 2a‘ + (—-3x)". _

4.1.3: 18(a — 1)3 — 3(1 — a)3 — 16(a — I)‘ — 4(l — a)“ + 3(l — a)’.

4.1.4: (x — 4) a3 + (x — 2) a3 —- (_2x e 3) a3 — (2x — 4) a’ + x113.

4.2: Multiplikation und Division von Potenzen mit gleicher Basis
ax+3 . bx+l . a3+X . b3x~1

4-2-1? ?TjT
a2n+x . b3ll-3: x2n—l .y3n+2

433- :Wrjry
21a3b2 . xn+1 35a2b3 . xII+2

4.2.3: '

- {nflyhznz -



32 4. Potenzen und Wurzeln

l5ax3-3b"(x — 1)2 _ 3b""(l — x)3
2by3~10a"(x + I)? ’ 8a"“(I + x)’ '

4.2.5: (a"“b"“ + a"b" + a"+’b"") : a""‘b"‘2.
4.2.6: (x2" — y‘f"‘):(x" + y“). ‚ 4.2.7: (a‘"' — b4"):(a2" — b2").

4.2.8: (64015 + 27b5):(4a5 + 3172).

4.2.9: (10115 + 23a‘ + 18a3 + 9a’) : (202 + 3a).

4.2.10: (4x5 — 6x“y + 2x332’ —— xzy’ — 12xy“ + 15y’) : (2x’ -— 3y’).
4.2.11: (9.14 — azb‘ + 16b“) : (3a2 — 5ab=‚+ 4b‘). .

4.2.4:

4.3: Potenzieren van Potenzen, Multiplikation und Division von Potenzen mit
gleichem Exponenten

431. . (4_”’fi>“ . (&'_’zi)2
' ' ' 3b2y2 3a3y3 8b3x3

432_ 4112 -2512’ "*1. x2 —-4xy+4y2 "*1

<x2—4y2) ( 4a2+l0ab )
433 4a2 __9b2 z. 4x2_9y2 2

<2x2+3xy) (2ab-3b‘)
434_ (15a2x3)2.(2ay3)°_<25a3y3)2

' ' ' 8b3y 3bx3 ' 12b4x
4 3 5 [(11 + b)3x—4 . b2x»5 J ‘a4-3: .—b3x—6 »

' ' ax-l .b2 ' a4x—3(a + b)3—2x (a + b)x—2 '

_ (9a —— 3b)’ _ (6a + 3b)’ - (12a — 6b)’
4.3.6. . 4.3.7..

‘ (ax + ay)"+1 - b" . (Zax + 2ay)"‘ - (bx — by)”
4.3.8. mC—_*:1bJT . 4.3.9..

4.4: Begrifl der Wurzel. Geben Siean, ob bzw. unter welchen Bedingungenfolgende
Zahlen Radikand einer Quadratwurzel sein können!

4.4.1: 2. 4.4.2: —3; ' 4.4.3: a.

4.4.4: —a. 4.4.5: —a2. 4.4.6: -—a3.

4.4.7: a + b. 4.4.8: a — b. 4.4.9: a’ + b’. 4.4.10: a2 — b2.

4.5; Addition und Subtraktion von Wurzeln

4.5.1: si/%—4{/fi+5i/§—5i/E.
4.5.2; 3i/E—4\/E—7i/fi+2i/5E.
4.5.3; 1/3733473.
4.5.4: 5\/6-3-2./R —\/fi+3./2'8.



4.6.‘

4.6.1:

4.6.2:

4.8.4:

4.8.7.

4.8.10:

4.9:

4.9.1 :

4.9.3:

4.9.5:

4.9.6:

4.9.7:

4.9.8 :_

4.9.9:

4.9.10:
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Multiplikation und Division van Wurzeln

(2./5 — 5./%)(2\/57 + 5./E).
(3./E2 — 2./Eh./E)(3\/E+ 2\/E: —\/E).

(J; + 9(a2 — 2ab + b2)
4.6.4: _______.

. 2s(a2 + 2ab + b’)

Ja—./a7'—-b2\/a+\/a’—b’. 4.6.6: „/a2—b2. Zig-

Radizieren von Potenzen und Wurzeln

T. 3 3 73 ——;

2'”:/a4" ~1. 4.7.2: 7?‘/63 . 4.7.3: ‘i/i/a".

i/f/aöb”. 4.7.5: i/azw. 4.7.6: a\/a:7a.
3/ a2 „/a 2/612 .

Machen Sie die Nenner folgender Brüche rational!

4 . x . _1._T2 . 4.8.2. Tx . 4.8.3. 13/)7 .

1 T ab
5 a7. 4.8.5: 3;. 4.8.6: c E.

ii/2. 4.8.8: 4.8.9: 1 _ .

3 — zfl 2 5 — 3J? 2 + 3

3V/E+2‘/5. 4.8.11: i.6° -.4.8.12: 1+‘/5+‘/3.
3 2—2fi \/2+./7-./3 2—I72+I76

Wurzelgleichungen mit bestimmten Koeffizienten

\/x+6+\/;'+1=0. 4.9.2: x+\/x2—25=25.
9\/5x+2=25+4\/5x+2.4.9.4: \/x—1+\/x+8=9.

x+1+ x-6= x+10+ x—11.

(7—\/§)(8—\/J_c)=x+I1.
(3 \/3? — 1)2 + (4./E — 7): = (5\/;c— 6)‘.

' _: j 2(x—3)
3,/2x—1—\/8x+17 =\/2x—_1.

\/16+3\/7x—5=2\/7.
4\/2x—1—\/5x+1+\/5x+1=8.

3 Schäfer, Vorbereitung
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4.9.11:

4.9.12:

4.9.14:

4.9.16:

4.9.17:

4.10:

4.10.1 :

4:10,2:

4.10.3:

4.10.4:

4.10.5:

4.10.6:

4.10.7:

4.10.8:

4.10.10:

4. Potenzen und Wurzeln

i/17—3./5x—6=2.
_ ___ ___ /'\/x+\,-/x+3=\/x+8. 4.9.13:1‘L—"’_‘=3.

1—\/x
T‘ 1— 3 T.

\/1::j://1~:=T 4945? \/x+2+\/2x+7'=4.
\/x+3+ 2(x—4)= 757%‘
\/2(x—3)+ x—l=\/x—4+ 2x——1.

Wurzelgleichungen mit unbestimmten Koeffizientenb

3 a—x+4 x—b=4\/a—x+3 x—b.

\/;+3a=\/x+4a2.
x/x—a+\/x+b=\/4x—a+b.
\/x+a=\/)_c+\/3.
a x—5—b 5—x=c x-S-d S-x.

\/2x+3a—\/2x—a=\/E:
T T —b

\/a—x—\/bv—x=7‘1'[:.

a+x 7 _ a—x_ TA/Hfj? 4.10.9. jb_x_j7.
*/’_‘+1=l. 4.10.11: ‘L+x+‘/b__..+"=.3.
:;x—1 b \/a+x— b+x



5. Logarithmen‚ logarithmische Gleichungen und
Exponentialgleichungen

5. 1. Zielstellung

iDer vorliegende Abschnitt dient der Erfassung des Begriffs des Logarithmus und
dem Erwerb von Fertigkeiten bei der Anwendung der Logarithmengesetze. Ferner
soll die Verwendung der Logarithmentafel, des Taschenrechners und des Rechen-
stabes geübt werden. Bei der Lösung von logarithmischen Gleichungen und Expo-
nentialgleichungen ist zu beachten, daß eine Probe durch Einsetzen der gewonnenen
„Lösungen“ in die Ausgangsgleichung wie bei Wurzelgleichungen logisch notwendig
ist (s. [2]).

5.2. Grundlegende Begrifie und Gesetze

5.2.1. Begrifl‘ des Logarithmus

Unter dem Logarithmus c einer positiven reellen Zahl a zur positiven reellen Basis
b + 1

c=log„a, a>0‚ b>O, b$l, i (5.1)

versteht man diejenige reelle Zahl c, mit der die Basis b zu potenzieren ist, um a zu er-
halten. Es ist also

b°=a,a>0,b>0,b=J=1, (5.2)

mit (5.1) gleichwertig. Man schreibt einen Logarithmus, wenn man die Basis b nicht
konkret festlegen will, in der Form

c = log a. (5.3)

Für die Basis l0 und die Basis e = 2,71828... verwendet man die Symbole

log“, a = lg a, log, a = ln a. (5.4)

Wegen (5.1) und (5.2) gilt insbesondere i

a = b‘°¥»“. (5,5)

Es gilt immer

logb 1 = O, logb b = 1. (5.6)

5.2.2 . Iogzirithmengesetze

log (x ' y) = Iogx + logy, x > O, y > O; (5.7)

log; = logx — logy, x > 0, y > 0; (5.8)

log (x?) = y - log x, x > 0; (5.9)

y " 1 ~ Ilog \/x = }—1ogx, x > 0, y g1, ganz. (5.10)

3x



36 5. Logarithmen und Exponentialgleichungen

5.2. 3. Unu echnungsformeln

Man kann einen Logarithmus zur Basis b in einen Logarithmus zu einer beliebigen
zulässigen anderen Basis d nach folgender Formel umrechnen

1
logb a = 12:: = (log, d) - (log, a). (5.11)

Es gilt speziell

lga = (lg e) - (ln a) = 0,43429 - In a, -(5.12)

111a = (In 1o) - (lg a) = 2,30259 -1ga. (5.13)

5.3. Lahr beispiele

Beispiel 5.1: Zur Festigung des Logarithmus-Begriffs wird eine Reihe sehr einfacher
Exponentialgleichungen und logarithmischer Gleichungen gelöst.

a) 2‘ = 16, x = 4, denn 16 = 24;

b)3"—1, x=—2, denn i=9’1=3“2;
‘ 3 9

c) logx 36 = 2 ist gleichwertig mit x2 = 36 = 6’, x = 6;

d) lcgxä- = —6 ist gleichwertig mit x" = -61? = % = 2". x = 2;

e) log5'l25 = x ist gleichwertig mit 5’ = 125 = 53, x = 3;

l . , . . 1 x 1 1 “f) log_21_-1—6— = x 1st gleichwertig mit = = ‚ x = 4;

g) loga x = 5 ist gleichwertig mit 35 = x, x = 243;

h) log; x = —5 ist gleichwertig mit 2"5 = x, x = -53.

Beispiel 5.2: Der Logarithmus eines komplizierten Ausdruckes kann auf Log-
arithmen einfacherer Ausdrücke zurückgeführt werden und umgekehrt.

i? 3 Z

1og2\/a+bab =1og2+i1og(a+b)+31oga
:3;c(a+c)2 2 A

1+ Zlogb —%1ogc— 2log(a + c);

log(a + b) + 2log(a — b) —%log(a2 —— b’)

+b)(a—b)2 =1oo(a2—-b2)(a—b)
Ja‘: _ b2 ° a2 _ b2

= log [Jaz —- b’(a — b)].

= 1c5(a



5. Logarithmen und Exponentialgleichungen 37

Beispiel 5.3: Die Gleichung

log, (2x + 3) = log. (x — 1) + 1

ist gleichwertig mit
log, (2x + 3) —— log, (x — l) = 1,

2x + 3 _Iog,,fi— l =Iog„a‚

2x+3 _

x-l _ ’

2x+3=ax—‚a,
(a—2)x=a+3‚

a+3x=a_2. (5.14)

Für a = 2 existiert keine Lösung. Es ist nun zu überprüfen, ob die angegebene „Lö-
sung“ tatsächlich die Ausgangsgleichung befriedigt. Für O < a < 2, a =l= l ist

x: a+3 <1
a——2

und die Gleichung sinnlos. Füra > Zist
x: a+3 >1

a-2

und damit die Gleichung sinnvoll. Es existiert also keine Lösung für a g 2. Für a > 2
ist die Lösung durch (5.14) eindeutig bestimmt, wie man durch Einsetzen leicht be-
stätigen kann,
Bei den folgenden Beispielen können die gewonnenen Ergebnisse ausnahmslos durch
die Probe als Lösungen bestätigt werden.

Beispiel 5.4: Aus der Gleichung
3 3X-i4 4 2X+l

(z) e (z)
erhält man durch Logarithmieren

(3x + 4)1g%=(2x+1)1g%,

4 ' 3
1g?—— 41g?

xTr= —1,4823.
31g§— 21g? .

Beispiel 5 .5 : Aus der Gleichung

:/72'_15
25’ 7
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erhält man wegen

(22)':_1
25 ’ 7 ’

1_12_2_;E
x 325 “ g 7’

also

lgg
_ 25 _1g22—1g25 _

9°" 15 ‘ 1g15—lg7 ‘M6774’lg7

Beispiel 5.6: Aus de; Gleichung
2x _ 3x+1 = 2x+2 _ 3x+2

erhält man wegen
2x _ 2x+2 = 3x+1 __ 3::-+2

2"—21-2"=3~3"——32-3‘,
(1 — 4)2" = (3 — 9)3",
2x
_ =2‚

‚ (s)
x(lg2—-lg3)=lg2‚

lg2 \

x _Ti _ —1,7o95.

Beispiel 5.7: Aus der Gleichung

3 + 254" — 56*‘ = 0 ‘

erhält man durch die Substitution e"‘ = y die quadratische Gleichung

2y2 — 5y + 3 = 0
mit den Lösungen '

1

3
y1=1‚ y2=7-

Ause X1 = y1=1unde‘*2 =y2 = -3-erhéilt manx, = Ound x2 = —1n% = —O,40556.

5.4. Übungsaufgaben —

5.1: Wenden Sie die Definition des Logarithmus an und ermitteln Sie die unbe-
kannte Zahl x!

5.1.1: a) 2‘ = 64. b) 64* = 64. c) 3”‘ = 81. d) 2” =

e) 3"=%. f) 10"=0,01. g) 5"=0,008. h) 8"=4.

i) 100” = 0,01. j) 25‘ = 0,008.

5.1.2: a) 1og,9 = 2. b)1og, 243 = 5.



5.1.4:

5.2:

5.2.1 :

5.2.2:
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c)1og, 1024 = 10. d) 1og,,% = 4.

e)1og,,4=%; f) 1og,,?12—= -5.

g)1og,,—;—= -1. h)1og,0,1= -1.

i) 1og,,1= 0. j)1og,,\/1(')=—1f.

a) log, 49 = x. b) logs 1 = x. c) log7 E/E = x.

d) lolgl-1! = x. e)1g105 = x. f) 1g1 = x.
2

g)1g{/16(1=x. h)1g 1—10=x.

a)1og3x=4. b)Igx=-3. c)1gx=0.

d)1og1_x= -5. e) 1og3x=-é-. fi)1og5x= -2.
2

Wenden Sie die Logarithmengesetze an und legen Sie den Gültigkeitsbereich
von a, b, c, „fest!

azbs 2 2 2 2a)1g c . b)1g(a —b). c)1g(a +b).

ab
d) 1g (a + b)’. e) 1g 012b’). f) lgm.

a2 + b’ 112b’ . aÄ/E
g)1g72_j1,2‘- h)lgW- 013‘/E5 -

. a3 i b a
1) 1g(T)4. k)1g~a——— Ig—b—.

a)1g2a+2Igb+21g2c. b)21ga—41gb.

1 1 3 3
c)—i-lga+21gc-—3—(1gb +lga2).

d);-(Iga+ 31gb) —%(41gc— 21gd).

e) %1g(a2 - ab + I12)+%1g(a + b).

f) —31ga—%lgb. g)lg%+1g(ab)—21g(a—b).
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5.3:

5.3.1:

5.3.3:

5.3.7:

5.4:

5.4.1:

5.4.3:

5.4.5:

5.4.7:

5.4.9:

5.4.11:

5.4.13:

5.4.15:

5.4.16:

5.4.17:

5.4.18:

5.5:

5.5.1:

5.5.3:

5.5.5:
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1 1
h)—3-lga + —3—lg (ab) —— 1gb.

. I 2 2 1 11)§1g(a +b)——3-1g(a—b)—§-lg(a+b).

Berechnen Sie x logarithmisch und überprüfen Sie die Ergebnisse mit dem
Rechenstab oder Taschenrechner! '

0,3085 6 ‚ 3 5
_(0,1668> . 5.3.2. x _ (29—1).

_ 9807 _ 0,7873)‘ 534, _:/( 0,27 3

‘ 4875 10,9175 ‘ ' ‘ ' x" 3,054) '

x: 352,8 ~\/0,2755 . 536. _i/ 16,82.95’42

§7o,425 -0,086 ' ' ‘ x‘ 256,8-0,324’ '

_ 67,32 189,5 _ _ J0,613'23,61’
x-—3 äölsu/W. 5.3.8. x——4 3 952,4 .

Lösen Sie folgende logarithmische Gleichungen!

21gx = lg 4. 5.4.2: lg (3x — 1) = 0,301.

ln(2x—-3)=—:—. 5.4.4; 1+31gx=2,2.

3 — 21g 3x = 10,4. 5.4.6: 3 +1gi/2(x + 1) = 3,876.

12 — 21g 4x =16. 5.4.8: 1g 8x3 + 21g 4x2 = 26ll,2.
lgx‘ = lgx3 + 6. 5.4.10: 4 +1g{/E =1gi/E-

1Elgx’ +%Igx’ = 0,0234. 5.4.12: 21g (x + 3) = lg (x + 1) + 1.

lg5"+lg2"—1=0. - 5.4.14: 2lgx=3lg4.
1 ._ _.

—Zlgx5 + 3lg\/x— 3lg4\/x= 2(lg2 +1g3).

2Is== = 2- 31v.

1g(\/;c+1)+Ig(\/;c—1)—2lg(ax— 1)— 1 =0.
ln(a2+ab+b’)+ln(a—b)—11'1(a3—b3)+lnx=0.

Lösen Sie folgende Exponentialgleichungen!

l —1)
x

l

5.5.2: 7 = 343?“
/a6(2—x) = a2(2x+3)_

"_'Uc—z7' = Wax” .

23(x—1)= 31—x_

a10.a3(x—1)= a . a2(x+1). a4(x—2)_ 5_5_4:

"1/a”‘+1 = Ha/a"; . 5.5.6:



5.5.7:

5.5.10:

5.5.12:

5.5.14:

5.5.16:
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x/tfi..g/„T+z‘.g/aTz.g/a‘s-zx= L
X l 3

+ = . 5.5.9:

(ä); = 10000. 55.11:

36-”. 1512== = 54m. 5.5.13;

a3“ = 2b’ 5.5.15:

41

2”‘ = 100.

x“ ä = 100.

3 —(x+4) 4 7‚5x
3700 (.5) -4 (T) .

a""b" = c.



6. Trigonometrie und goniometrische Gleichungen

6.1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient dem Erwerb von Fertigkeiten beim Umgang mit
Winkeln im Grad— und Bogenmaß, bei der Anwendung der Winkelfunktionen für
Berechnungen an rechtwinkligen und allgemeinen Dreiecken und bei der Anwendung
der trigonometrischen Formeln, vor allem zur Lösung von goniometrischen Glei-
chungen.

Selbstverständlich soll dabei auch der Gebrauch von Rechenstab, Taschenrechner
und Tafelwerken geübt werden. Bei den goniometrischen Gleichungen ist wiederum
die Probe logisch notwendig. Es ist ferner streng auf die Angabe aller Lösungen zu
achten (s. [3]).

6.2.) Grundlegende Begriffe und Gesetze

6.2.1. Gradmaß und Bogenmaß

Ein Winkel x kann sowohl im Gradmaß

x = a° (6.1)

als auch im Bogenmaß

x = b . (6.2)

angegeben werden. Zwischen a und b bestehen die Beziehungen

a = %b = 57‚296b; b = 118%.: = 0,017453a.y _ (6.3)

6.2.2. Die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Es gilt mit den Bezeichnungen von Bild 6.1

. a b i a b
s1noc=———, coso:=—, tanoc=—, cotrx=—,

c c b a

sin oz cos ac 1
tan ac = , cot a: = ‚ = . (6.4)

cos o: sin o: tan ac

Bild 6.1 Bild 6.2
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6.2.3. Die Winkelfunktionen am Einheitskrei:

Die Werte der Winkelfunktionen sind im Bild 6.2 durch vorzeichenbehaftete
Strecken (s. auch Tafel 6.1) dargestellt (mit x2 = 71: — x1 ‚ x3 = ‘n: + x, , x4 = 2-n:——x1).

Daraus gewinnt man die Funktionsverläufe in Bild 6.3 und 6.4. Es ergeben sich
unmittelbar die Perioden 27-: für sin x und cos x und 7: für tan x und cot x.

sin x = sin (x + 2km), cos x = cos (x + Zkrr),

tan x = tan (x + kn), cotx = cot (x + krc), (6.5)

k = —‘3, -2, -1, o, 1,2, 3,

Bild 6.4

Die Vorzeichen der Winkelfunktionen und ihre Werte für einige ausgewählte Winkel
entnehme man den folgenden Tafeln:

Tafel 6.1: Vorzeichen der Winkelfunktion

Quadrant 1. 2. 3. 4.

sin x + + —- —

cos x + — — +

tan x + — —

cot x + — + —
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6.2.4.

6. Trigonometrie

Tafel 6.2: Werte der Winkelfunktionen für einige ausgewählte Winkel r

x l sinx l cosx | tanx | cotx

0° é ‘/6 ä JE 0 nicht def.

30° 31,3/T éx/3 éfi \/5

45° g \/E ä J5 1 1 e fl

60° gfi g): J3 5/3

90° ä- \/Z ä \/6 nicht def. 0

Sinus- und Kosinussatl.

Mit den Bezeichnungen von Bild 6.5 gilt

6.2.5.

(6.6)
(6.7)

a : b : c = sin o: : sinß z siny (Sinussatz),

c2 = a2 + b’ — 2ab cosy (Kosinussatz).
\

Bild 6.5

Trigonometrische Formeln

Es werden nur einige wichtige Formeln für die Sinusfunktion und die Kosinus-
funktion angegeben. Die Tangens— und Kotangensfunktion sind auf diese beiden
Funktionen leicht zurückführbar. Für weitere Formeln wird auf Tafelwerke ver-
wiesen.

sin’ x + cos‘ x = l, (6.8)

sin (x i y) = sin x cos y i cos x sin y, (6.9) ‘

cos (x i y) = cos xcosy Ty sinx sin y,

sin 2x = 2 sin x cos x, cos 2x = cos’ x — 3in2 x, (6.10)

sin 3x = 3 sinx —— 4 sin’ x, cos 3x = 4cos3 x — 3 cos x, (6.11)

sinx + siny = 2sin———x42_ycos:~x_y2 ‚
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sinx—siny=2cosx+y ' x_y (6.12)
2 2 ’

cosx+cosy=2cosx+ycosx—y‚
2 2

cosx——cosy= —2sinx:J/sinxgy.

6.2.6. Goniometrische Gleichungen

Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen zwischen verschiedenen Winkel-
funktionen unterschiedlicher Argumente: ~

f(sin 411x, sin 412x, ..., cos blx, cos 172x, ...‚

tan 61x, tan c2x, ...‚ ‚cot 011x, cot dzx, ...) = O. (6.13)

ZurdLösung einer solchen Gleichung kann folgender Weg oft erfolgreich beschritten
wer en:

1. Man drückt die in (6.13) auftretenden Winkelfunktionen mit Hilfe der trigono-
metrischen Formeln durch eine einzige Winkelfunktion eines einzigen Argumentes ax,
also durch sin ax oder cos ax oder tan ax oder cot ax aus.

2. Man setzt die unter 1. festgelegte Winkelfunktion gleich y, also z. B.

y = sin ax (6.14)

und erhält durch Einsetzen in (6.13) eine Gleichung für die eine Veränderliche y

g(y) = 0- (6.15)

3. Man ermittelt alle Lösungen yl , yz, von (6.15).
4. Man macht die Substitution unter 2. rückgängig und ermittelt alle Lösungen x

der Gleichungen, die im Falle (6.14) folgende Gestalt haben: .

sinax = y„

sin ax = y, ‚

5. Man überprüft sämtliche Lösungen durch Einsetzen in (6213).

6.3. Lehrbeispiele

Es werden hier nur Lehrbeispiele für goniornetrische Gleichungen angegeben. Für
die übrigen Gebiete der Trigonometrie wird auf die Lehrbücher verwiesen.

Beispiel 6.]: Die Gleichung

. x 1
sin 7 = —2— ß

hat im Bereich 0 g —2x- < 27: (a 360°) die beiden Lösungen

x1_ o__f_ fl_ o__E7--60—,3, 2-—120—3.
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Wegen der Periode 27: der Sinusfunktion erhält man alle Lösungen in der Form

x1_ o ‚ o_:
—2———60 +k 360 -3 +2kr:,

‚ ‚ (k ganz)
fl=120°+k-3s0°=2—”+2/ac
2 3

bzw.

x1 = 120° + k ~ 720°‘: 2T" + 4k7c,

(k ganz)
x2 = 240° + k-720° = 4775+ 4km

Beispiel 6.2: In der Gleichung

sinx + cosx = l

wird cos x nach (6.8) durch sin x ersetzt:

cosx = i„ ,
sin x i = 1.

Mit y = sin x erhält man weiter ‘

y iW = 1,

i \/1 — yz = I — y,

I-y’=1-2y+y”.
2y‘ —2y = 2y(y - 1) = 0,

‚V1 = 0a yz = 1,

sinxl = 0, sinxz =1,

x1=O+k7t,x2=g—+2k7c,kganz.

Es ist nun zu überprüfen, ob alle diese Werte die Ausgangsgleichung befriedigen.

_ 1 für k gerade,
sm xi + cos x1 = sin km + cos kn- = 0 + { _1 ffirkungerade

(Die Gleichung ist also nur für gerade k erfüllt.)

sin x; + cos x2 = sin + 2km) + cos + 2k7c)

= sin%\+ 005% = 1 + 0.

Daher erhält man alle Lösungen in der Form

x1 = 2k-rc, x2 = g + 2k-n:, k ganz,

bzw.
x, = k - 360°, x2 = 90° + k - 360°, k ganz.
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Beispiel 6.3: Die Gleichung

cosx + cos2x = O

wird mit (6.10) und (6.8) umgeformt.

cos x + (coszx — sin’ x) = 0,

cosx + cos’ x — (1 — cos‘ x) = 0,

Zcoszx + cosx —— 1 = 0.
Mit ‚

y :cosx ‚

wird daraus

1 1
2 — —T:y + 2y 2 0,

1

yl =7: cosxl, y; = -1 = cosxz,

x. = i60° + k~360° = i g +'2k7:, kganz,

x2 = 180° + k - 360° = 7: + 2k7:, k ganz.

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung werden diese Lösungen bestätigt.

6.4. Übungsaufgaben

6.1: Folgende Winkel sind im Bogenmaß bzw. Gradmaß anzugeben.’

6.1.1: 435°. 6.1.2: :11.

6.1.3: 33'. 6.1.4: 0,02.

6.2: Berechnen Sie jeweils die Werte der drei anderen Winkelfunktionen, wenn
sin oz, cos on, tan o: oder cot ac gegeben ist!

6.2.1: sin o: = 6.2.2: sin o: = i i
5 2n

623 cotoc—1~2~. 624 cosoc—1+n2

6 2 5 tan a: = J3

6.3: Formen Sie mittels Additionstheoremen um:

6.3.1: y= sin 6.3.2: ‚y: cos(;1:-—%).

6.3.3: y = — cot(7c — x). 6.3.4: V y = -— tan(11:_— x).
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6.4:

6.4.1:

6.4.3:

6.5:

6.5.1:

6.5.2:

6.5.5:

6.5.7:

6. Trigonometrie

Vereinfachen Sie folgende Ausdrücke mittels Additionstheoremen!

sin (o: — + sin (o: + . 6.4.2: sin (:+ ac) + cos (i + oz).
6 3

cos (o: — + cos (ac + . 6.4.4: cos + oz) + cos — a).

Sachaufgaben

Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel 30° befindet sich ein 70 N
schwerer Körper. -

Wie groß sind Hangabtriebskraft und Normalkraft?

Um die Breite eines Flusses zu bestimmen, wird auf einem der beiden par-
allel verlaufenden Ufer eine Strecke von 38,35 m abgemessen und von deren
Endpunkten aus ein an dem gegenüberliegenden Ufer befindlicher Pfeiler
unter einem Winkel von 22°50’ bzw. 3l°lO’ angepeilt.
Berechnen Sie die Breite des Flusses!

Wie groß sind der Flächeninhalt und die Basis c eines gleichschenkligen Drei-
ecks (a = b, o; = ß), von dem h„ und y bekannt sind?
Zwei Kräfte von 11,2 N und 15,7 N, die einen gemeinsamen Angriffspunkt
haben, schließen einen Winkel von 105° ein.
Wie groß ist die Resultierende und welchen Winkel bildet sie mit der ersten
Kraft? '

Wie groß sind die Entfernungen der Punkte A und B von dem unzugäng-
lichen Punkt C, wenn AB = 777,5 m, «a: CAB = 48°35’, a: ABC = 63°28’
ist? (s. Bild 6.6.)

’ g
A s \

Bild 6.6 Bild 6.7

Eine Straße führt in gerader Linie zu einem Turm. Von der Plattform des
Turmes aus erblickt man die Kilometersteine 3,2 und 3,3 unter den Tiefen-
winkeln von o: = 22,5l° und ß = 39,l4°.
Wie hoch ist der Turm und wie weit ist er von dem ihm näher gelegenen
Kilometerstein 3,2 entfernt?

Die Spitze C eines Berges erscheint von zwei in derselben Vertikalebene ge-

legenen Punkten A und B (H! < If‘) eines Bergsees unter den Höhen-
winkeln o: = 15°38’18” und ß = 7°25’l8".
Wie hoch liegt C über dem Wasserspiegel des Sees, wenn die Entfernung
A-1} = 5,38 km und die Augenhöhe 1,55 m beträgt?
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Ein auf eine Glasplatte fallender Lichtstrahl wird z. T. durch diese gebrochen
und dadurch von seiner ursprünglichen Richtung um ö = 15° abgelenkt.
Wie groß ist sein Einfallswinkel oz, wenn der Brechungsindex des Glases
1,52 ist? (s. Bild 6.7.)

Lösen Sie folgende goniametrische Gleichungen!

sing = é‘/3. 6.6.2: sinx = —o,9s4s. x

cotx = —1l‚4. 6.6.4: sin (2x + =

tanx=l—\/2. 6.6.6: cos(3x+112)=%\/2.

1 — . 17x/3cosx=s1nx. 6.6.8: tanxcosx=~f 2.

cos (3x — = cos (x + .. 6.6.10:

2sinx = cotx.

Ssinz x = 3 sinx + cos‘ x.

6.6.12: 10 sinx + 4cosx — 9 = 0.

tanZx+cos2x—sin2x=1. l

coszx + 2cosx — sinzx +1.: 0.

6.6.16: 4sin x + 2 cos’ x =‘_3.

10sin2x — 15sinxcosx — Scoszx = 7.

1o sin(108° — x) + 10 sin (x + 12°) — 15 = 0.

sinx+ cosx= ~l.

sin (x — cos (x + = 0,1830.

3 cos 3x = 4 sin x cos x. 6.6.21:

2\/2sin‘xcosx = sinx — cosx.
l

sinxcosx= 3 —7cos‘x.

sinx—'3cosx= 6.6.24: 3sinx—\/4+3cos2x=-4..

t\>
[

»—
-



7. Ebene Geometrie

7.1. Zielstellung

Im vorliegenden Abschnitt soll der Umgang mit den elementaren Begriffen der
analytischen Geometrie der Ebene geübt werden, wie der Abstand zweier Punkte,
die verschiedenen Formen der Geradengleichung und der Gleichungen der Kegel-
schnitte, der Schnittwinkel zweier Geraden usw. (s. [4] u. [5]).

7.2. Grundlegende Begriffe und Gesetze

7.2.1. Abstand zweier Punkte

Die Punkte P1(x1 , yl) und P2(x2, yz) haben den Abstand

s =\/(x. — xm + (y. — m2. (7.1)

7.2.2. Die Geradengleichung

Im folgenden werden die verschiedenen Formen der Geradengleichung zusammen-
gestellt. Die Bedeutung der darin auftretenden Größen ist in den Bildern 7.1 und 7.2
dargestellt.

Bild 7.1 Bild 7.2

Normalform:

y = mx + n, (7.2)

m = tan y; (7.3)

Punktrichtungsgleichung: \

y _3%? = m = tany; (7.4)

Zweipunktegleichung:

_y__l_L = Z131; ; (7_5)
x—x, x2—x1

ist im besonderen P1(0, b), Pz(a, 0) (vgl. Bild 7.2), dann folgt durch Einsetzen in (7.5)
I
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y ; b = _Tb und damit die Achsenabschnittsgleichung:

x y __

-11*‘ + ~b— — 1.

Allgemeine Form der Geradengleichung:

Ax + By + C = 0. (7.7)

Aus dieser läßt sich jede andere Form der Gleichung ableiten, z. B. gilt für die
Achsenabschnittsgleichung

a=”TC, b=’TC; A,B,C=}=0.

v - - - = .1: = L - 2 P = PEs gilt (vgl. Bild 7.2) sinq) b ‚ cos q) a , woraus sich b Sing) , a cos?

ergeben. Einsetzen in (7.6) führt zur Hesseschen Normalform*)

xcos(p+ysin¢p—p=0; (7.8)

dabei wird festgelegt, daß immer p > 0 gilt. Wegen

—A . —B ' .

coscp= p‚sin<p= p und COS2(p+SIn2§0=1
_ C C

gilt

p= ‚ A2+B2+0,
iJAz + B’

wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu wählen ist, daß p > 0 wird. In (7.8)
eingesetzt, ergibt sich

Ax+By+C_
. . 7.9

ZFÜA’ + B’ ( )

Abstand d des Punktes Po(x,,, yo) von einer Geraden g:

Da die Gleichung der Geraden go-dureh den Punkt Po in der Hesseschen Normal-
form ; '

xocostp +yosin<p — (p + d): 0

lautet (vgl. Bild 7.2), gilt
d=xocos<p+y„sin<p——p‚ p>0‚ (7.10)

bzw.
d=Axo+By„+C’ y C <0; (7.11)

:Ä7A2 + B2 IJAZ + B’
es ist d 2 0 je nachdem, ob Po und O auf Verschiedenen Seiten bzw. auf derselben
Seite von g liegen. ’

Winkel zwischen zwei Geraden

tantp=äfig m‚-m‚+—i, b (7.12)

¢=;=9o° für m1-m;=—l‚ (7.13)

ip=0 fur m‚=m2
4:
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7.2.3. Kegelschnitte*)

Zu den Kegelschnitten zählt man Ellipse, Hyperbel und Parabel. Diese Kurven
entstehen, wenn ein gerader Doppelkegel von verschieden geneigten Ebenen geschnit-
ten wird (Bild 7.3).

Es sei ‚

‘ oz, der Neigungswinkel der Schnittebene (i = 1, 2, 3),
‘ f2’ der Neigungswinkel der Mantellinien des Kegels.

Dann entsteht als Sehnittkurve für
a1 < ß eine Ellipse,
cc, > ß eine Hyperbel, v.

a3 = ß eine Parabel.

Berührt E3 den Kegelmantel, artet die Parabel zur Geraden aus.

Definitionen y /

1. (2.) Die Ellipse (Hyperbel) ist die Menge aller Punkte in der Ebene, für die die
Summe (Diflerenz) ihrer Abstände von zwei festen Punkten konstant ist.

3. Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstände von einer festen
Geraden und von einem festen Punkt gleich sind.

f: ‚V F:

Bild 7.3 ' Bild 7.4

Herleitung der Gleichungen y

1. Ellipse (Bild 7.4): Die festen Punkte F1, F2 heißen Brennpunkte, der beliebige
Punkt P(x, y) habe von F, den Abstand r, , von F2 den Abstand r2. *

F1F2 = 2e, e — lineare Exzentrizität,
e . . . ..

e = 7 < l, e —— numerische Exzentrlzitat,

OA1 = 0A2 = a — große Halbachse,
OBI = OB; = b — kleine Halbachse.

Es ist '

r, + r2 = const = 2a (nach Definition).

Aus Bild 7.4 folgt:
r1=\/(e+x)2+y2, r2=\/(e—x)z+y2. ‘
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Aus der Gleichung

\/(?+ x)2+y2+\/(e——x)2+y2=2a
erfolgt durch Umformen und unter Berücksichtigung, daß b2 = a’ — e’ ist, die
Mittelpunktsgleichung der Ellipse:

z ’ 2

S; + %2— = 1. (7.14)

Man erhält für e

x = O die kleine Halbachse: y = ib, ‚

y = O die große Halbachse: x = ja.
2. Hyperbel (Bild 7.5): Hier ist

r1 — r, = const = 2a (nach Definition).

Die Herleitung der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel erfolgt mit den Bezeich-
nungen von Bild 7.5 analog der für die Ellipse. Sie lautet

x2 yz
?—32—=1. t (7.15)

(Hierbei ist zu beachten, daß für die Hyperbel u’ + b’ = e’ ist.)

„V

I Y

.>°./x;y)

H l ’a("/J’)
Ü „ J y p

5 A, a t a x F x

*5 '22

L’

Bild 7.5 u Bild 716

3. Parabel (Bild 7.6): Es seien

I — Leitlinie; F —— Brennpunkt; p — Halbparameter.
Es ist

Ü, = T’? (nach Definition).

Mit den Bezeichnungen von Bild 7.6 gilt

‘(P—f‘)2—p— 2+2 und fi—7>z—x+£*7 y " " 2>
. also

I7 z H L _ 2 2(w) —<. 1
Daraus erhält man die Scheitelgleichung der Parabel (Scheitel liegt im Koordinaten~
Ursprung): . _ .

y’ = 2px. * ’ (7.16)
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Die in den Abschnitten 7.2.4. bis 7.2.6. angegebenen Gleichungen der Kegelschnitte
sind aus den Gleichungen (7.14) bis (7.16) durch Koordinatentransformationen leicht
herzuleiten.

4. Die Scheitelgleichungen von Ellipse und Hyperbel lassen sich aus den Mittelpunkts-
gleichungen folgendermaßen herleiten:

Ellipse: Aus azy’ = azbz — bzx’ wird mit Scheitelpunkt A1 als Koordinatenur-
Sprung, d. h. für x wird x — a gesetzt,

Izzy’ = a’b2 — bzx’ + Zabzx — azb’ und y’ =
a

2

mit-bu- = „p erhält man schließlich die Scheitelgleichung der Ellipse

2 _ !_ 2 Vy — 2px a x .

Hyperbel: Entsprechende Umformungen von azy’ = 412b’ + bzx’ (Scheitelpunkt A2
als Koordinatenursprung, d. h., für x wird x + a eingeführt) führen zur Scheitelglei-
chung der Hyperbel ‚

P2_ ___zy —2px+ax.

7.2.4. Die EllipsengleichungÜ und die Kulsgleichun

__ 2 _ 2G+ (Lbgi = 1— (Ellipse, Bild 7.7); (7.17)

(x — xm)’ + (y —- ym)2 = r’ (Kreis, Bild 7.8); (7.18)

a, b: Halbachsen, r.' Radius, M(xm, ym): Mittelpunkt.

J’ )’

7 F? WW
x4 1 xx

Bild 7.7 Bild 7.8

l

7.2.5. Die HyperbelgleichungÜ

5% — (L‘b—2yfl): = 1 (Hyperbel, Bild 7.9); (7.19)

_ Z _ Z(1751 — (LaTxi = 1 (Hyperbel, Bild 7.10); (7.20)

a, b: Halbachsen, M(x,,,, ym): Mittelpunkt.
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J’ J K
„Ym

u

X) \
/ /\

1,, a" _ / x,,, \ “'

Bild 7.9 Bild 7.10

7.2.6. Die Parabelgleichung‘)

(x — x5)’ = 2p(y — ys) (Parabel, Bild 7.11); (7.21)

(y — y5)2 = 2p(x — xs) (Parabel, Bild 7.12); (7.22)

F: Brennpunkt, S(xs,y5): Scheitelpunkt.

y „v 77/
P” \\

\
F-p p \ P

X? ,’ x «X? F F
/ f \ /

/ \ <0 x’
/ \’ /

L x ’

I x \ x ’ x x

Bild 7.11 Bild 7.12

7.2.7. Allgemeine K ‘ 'nittgleichung*)

Die allgemeine Kegelschnittgleichung (ohne gemischte Glieder)

Ax’ + By’ + Cx + Dy + E = 0 (7.23)

kann durch quadratische Ergänzung

A, C 2 cl
x +Cx=A x+—fi -7/‘T, A+o, (7.24)

D 2 D23y2+Dy=B[(y+2—B) -52-], 3+0 (7.25)

auf eine der Normalformen (7.17) bis (7.22) gebracht werden.

7.2.8. Tangentengleichungen der K ,,élsclmitte*)

Die Gleichung der Tangente an den Kegelschnitt (7.23) im Punkt P,(x,,y1)
lautet

Ax,x+By1y+—C~(x+x1)+£(y+y1)+E=0. (7.26)
2 2
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Man hat also die Kegelschnittgleichung auf die Form (7.23) zu bringen und dort je-
x + x1

weils x2 durch xix, y’ durch yly, x durch und y durchyzizu ersetzen,

um die Tangentengleichung zu erhalten. Insbesondere lauten die Gleichungen der
Tangenten im Punkte P,('x1 , yl) an den Kreis

(x — xm) (x1 —' xm) + (y — ym) (y: — ym) = r’; (7-27)

' an die Ellipse

(x — x,n)a(2x1 — xm) + (y — ym)b(zyi - ym) = I; (728)

an die Parabel

Ü’ ‘ ys) (Y1 — J/5) = P(x + x1 " 2xs)- l (7-29)

7.3. Lehrbeispiele

Beispiel 7.1: Die Gleichungen der beiden Geraden (allgemeine Form)

g1:x—2y+3=0, g2:3x—y—1=O
haben die Normalformen

‘1 3
g1: =7x+?,. g2:y=3x—1.

Sie haben also den Anstiegébzw. 3 und schneiden die y-Achse bei—:—bzw. — l.

Ihre Achsenabschnittsgleichungen lauten

x
g1:—__?+ =1, g2: +_i1=l.

N
]

L»
|%

-w
|

-—
-|

k

Sie schneiden also die x- bzw. y-Achse bei — 3 bzw. ä und bei i bzw. —— l. Die Hesse-
schen Normalformen lauten 3

g_1x_2y+3_0g‚3x_ly_l _0
"T T T ’ "7? ‘f W "

‚ 3 _ 1 .

Die Geraden haben also die Abstände —~und _ vom Ursprung des Koordina-
tensystems. ß \—/ 10

Die Koordinaten des Schnittpunktes beider Geraden erhält man durch Lösung des
Gleichungssystems :

x—-2y=—3, 3x—y=1
inderForm

950:1: J’o=2-
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Der Schnittwinkel zp genügt der Gleichung

-1 i
— 2 2‘

tan(p:1rn‘2Fh’l,:rll= 3=—5_:1‘l 2 1+_ __

2 2

und hat damit den Wert

¢p=45°=§.
‚ /

Die Gerade g3, die durch den Schnittpunkt (1,2) geht und senkrecht auf g, steht, hat
die Richtung

m = _ L = -2,
m1

Ihre Punktrichtungsgleichung lautet

y —~ 2

x — I
= -2, also 2x+y=4 bzw. y= —2x+4.

Auf dieser Geraden liegt der Punkt (0,4). Er hat von der Geraden g, einen Abstand d,
der sich nach (7.11) ergibt:

1-0+(—2)-4+3 —

=q= 5.
_\/5 J

Beispiel 7.2*): Die Gleichung

y2—4x+8y+6=0

d

nimmt durch quadratische Ergänzung yz + 8y = (y + 4)’ — 16 die Form

(y+4)2—4x—10=0
bzw.

5
(y + 4)’ =4(x+7)

an und stellt damit eine Parabel dar, die nach rechts geöifnet ist, den Scheitelpunkt

S(— ä, — ) und wegen p = 2, d. h.% = 1 den Brennpunkt F(— g + l, —4)

3 ' v

= F(— E, -4) hat.

Beispiel 7.3*): Die Gleichung

4x2 + 9322 — 12x —— 24y -— 119 = 0

nimmt durch quadratische Ergänzung

4x2 — 12x = 4(x2 — 3x): 4{( — %)2— 3} = 4 (x — i): 9,

9
24 122 144 42

9y2"2“’=9(y“?y)= {( '?)‘W}=9(y“s')“‘°
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die Form
3 2 2

4195-7) +9(y—§) —144=

bzw

(x — 3)” < — fir2 3
62 + 42 _ 1

an und stellt damit eine Ellipse mit den Halbachsen 6 und 4 und dem Mittelpunkt

M 3 4 d r l(T5) a “ .

Beispiel 7.4*): Die Gleichung

5x2 — 7y2 — 30x — 28y -18 = 0.

nimmt durch quadratische Ergänzung

5x2 — 30x = 50:2 — 6x) = 5{(x'— 3)2 — 9} = 5(x — 3): — 45, g

~—'7y2 — 28y = —7(y2 + 4y) = ‘—7{(y + 2)2 - 4} = ——7(y + 2)2 + 28

die Form
5(x——3)2—7(y+2)2—35=0

bzw.
<x—3>2 _ <y+2>* =

N7)’ R5)’ .

an und stellt damit eine horizontal geöffnete Hyperbel mit den Halbachsen \/7 und
JE und dem Mittelpunkt M(3‚ —2) dar.

7.4. Übungsaufgaben

7.1: Gerade

7.1.1: Stellen Sie die Gleichungen der Geraden auf, die durch den Punkt P1 geht

und deren Anstiegswinkel oz = i gbzw. oz = i gbeträgt!

a)P1(1;—1), b)P1(—%;%).

7.1.2: Wie lauten die Achsenabschnittsgleichung, allgemeine Form und Normal-
form der Geraden, die durch folgende Achsenabschnitte gegeben sind?
Wie groß sind die Anstiegswinkel der Geraden?

a)a=3‚ b=2; b)a=—2,b=—4.
7.1.3: Berechnen Sie den Abstand folgender paralleler Geraden!

a) 7x+24y+4l =0 und 7x+24y—4 =0;
b)5x— 12y—18=0 und 5x—12y+26=0.

7.1.4: Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte sowie den Schnittwinkel
folgender Geradenpaare!

2x+3 3y—5 4x—3+2y+7a)—5—— 7 =x—y und 7 5 =3y—x;
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2x+l x+3y_5y—9 y—x—2_2(y—2)_3y—7x
24 + 40 " 15 und 14 35 ‘ 7o ‘

Die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks lauten:

b)

a: 5x+3y—9 =0,
b: 9x—2y+43=0,
c: x+8y+13=0.
Berechnen Sie die

a) Koordinaten der Eckpunkte‚
b) Längen der Seiten, .

c) Gleichungen und Längen der Seitenhalbierenden,
d) Gleichungen und Längen der Höhen,
e) Winkel des Dreiecks,
f) Gleichungen der Mittelsenkrechten und die Koordinaten ihres Schnitt-

punktes.

Durch den Punkt P(3; 2) ist- zu der Geraden

x y _

b) T + ? — 1

die Parallele zu ziehen. Wie lautet ihre‘ Gleichung?

a) y=2x+ 3,

Durch den Punkt P(— 2; 3) soll eine Gerade gezogen werden, die die Gerade
y = 2x —— 5 unter einem Winkel von 45° schneidet. Wie lautet die Gleichung
der Geraden?

Kreis

Stellen Sie die Gleichung des Kreises auf, der

a) den Mittelpunkt M(—2; 3) hat und durch den Punkt P(l; —l) geht,
b) durch den Punkt P(3; 4) verläuft und beide Koordinatenachsen berührt,
c) durch die Punkte P1(6; — 1), P2(0; 2,5) und P3(— 1,5; l) geht,
d) den Radius r = 4 hat, dessen Mittelpunkt auf der x-Achse liegt und der

die y-Achse im Nullpunkt berührt,
e) durch die Punkte P1(——3; 3) und P2(1; -5) geht und den Radius r = 5

hat,
f) durch die Punkte P1(5; 3) und P2(1; 1) geht und die y-Achse berührt.

Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte, in denen sich die folgenden Kur-
Ven schneiden oder berühren!

a)x2+y2—16x+4y—l57=0 und —x+y—ll=0,

b)x2+y2+2x+2y—50=0 und y=——§—x+7,

c)2x2+2y2+4x+4y—9=0 und y=%x——6‚

d)x2+y’—l00=0 und x——y=4.
Wie lauten die Gleichungen der Tangenten
a) des Kreises (x — 3)’ + (y —— 4)’ = 36 in den Schnittpunkten mit den

Koordinatenachsen,
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b) in den Kreispunkten P1 (5;\/E), P2 (4\/5; 2) und P3 (4; 2 J5) an
den Kreis x2 + yz = 36,

c) an den Kreis x’ +—y2 — 12x — 6y + 20 = 0 in den Punkten mit der
Abszisse x0 = 2, v

yd) an den Kreis x2 + y’ = l6, die parallel zu der Geraden 2x + y — l = 0
‘ verlaufen senkrecht auf ihr stehen?

Welche Lage haben folgende Kreise zueinander?
Ermitteln Sie die Schnittpunkte, falls die Kreise einander schneiden!

a)x‘+y2—2x—2y+I =0 und x2+y2——2x—2y——2 =0;
b)x2+y2—4x-——6y+9 =0 und x2+y2+4x—6y+9 =0;
c)x2+y2—8x—10y——40=0 und x2+y2+6x+4y—12=0;
d)x2+y2—6x+6y+9 =0 und x2+y2+14y—l5 =0;
e)x2+y2+x——4y—16 =0 und x2+y2—x—3y—10 =0.

Parabel*)

Stellen Sie die Gleichung der Parabel mit dem Halbparameterp = 3 auf,
wenn deren Achse /

a) mit der x-Achse, b) mit der y-Achse

zusammenfällt und ihr Scheitel im Ursprung des Koordinatensystems liegt.

Welche Gleichung hat die Parabel, deren Scheitel im Ursprung liegt, deren
Achse eine Koordinatenachse ist und die durch den Punkt

a) P1(5; 4); b) P2(9; -2)
geht‘! Welche Brennweiten und Halbparameter haben die einzelnen Para-
beln?

In welcher Beziehung stehen die Geraden

a)y=—ä—x+2, b)y=2x+1‚ e)y=—2x+4

zur Parabel y’ = 4x?

Wie lautet die Gleichung einer Parabel mit
a) S(—2; 3), p = 2, Parabelachse parallel zur x-Achse;

b)s<o; —4>‚ p = — '

c)s(3;1>. p = 7',

d)S(—5;0),i p = -3

Bestimmen Sie Scheitel, Halbparameter und Achsenrichtung der folgenden
Parabeln! —

a) x2+6x—2y+ 11 =6; b)y2+3x—2y+1=0;
c) x2+8x+y+12 =O; d)y2+3x~—2=0;
e)3x2——6x—y+1 =0; f)y=x2—6x+9.

Parabelachse parallel zur x-Achse;

Parabelachse parallel zur y-Achse;

Parabelachse parallel zur y—Achse.
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Wie lautet die Gleichung der Parabel, die durch die drei Punkte P1(1; -2),
P2(2; -1) und P3(— 1; 8) geht und deren Achse parallel zur y-Achse ver-
läuft?
Bestimmen Sie den Scheitel und den Halbparameter dieser Parabel!

ElIipse*) ‚

Bestimmen Sie die Halbachsen, die Haupt- und Nebenscheitel, die Brenn-
punkte sowie den Halbparameter der Ellipse

x2 y’ /
"2? + T — 1 - . ‚

Die halbe Hauptachse einer Ellipse, die durch den Punkt P (3; — geht
und deren Mittelpunkt M(0, 0) ist, hat den Wert 5. 5

Wie lautet die Gleichung der Ellipse?

Wie lautet die Gleichung der Ellipse, die durch die beiden Punkte P1(6; -4)
und P‚( -8; 3) geht? (Mittelpunkt M(0, 0)) '

Bestimmen Sie Mittelpunkt und Halbachsen folgender Ellipsen!

(x-sr (y-l)’ _.*‘>W+‘T——‘=
c)4x2+12y2—sx—4sy+4=o;
d)16x2+9y2+96x—72y+144=o.
Wie lauten die Gleichungen der Ellipsen mit

b) 32x’ + 8(y + 7)’ = 256;

a)M(3; 0), b=6, e=8;
b) M(0; -6), a =13, e = 5.

Hyperbel*)

Bestimmen Sie die Halbachsen, die lineare Exzentrizität, die Hauptachsen-
richtung sowie die Gleichungen der Asymptoten folgender Hyperbeln!

_ L =

.16

e) 3y‘ — x2 = 3; d) 64x2 — 36y2 + 2304 = 0.

Wie lautet die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel, die durch den Punkt
P(6; 4) geht und deren Hauptachse auf der x-Achse liegt‘! (Mittelpunkt
M(0, 0)) ‘ i

Wie lautet die Gleichung der Hyperbel, deren Hauptachse auf der x-Achse
liegt und die durch die Punkte

ä) und P2 (6%; —3) geht’! (Mittelpunkt M(0, 0))

Eine Hyperbel, deren Hauptachse 2a = 12 ist, geht durch den Punkt
P(l0; 12). Wie lautet die Hyperbelgleichung? (Mittelpunkt M(0, 0))

Eine Hyperbel hat die beiden Asymptoten y = 0,5x und y = —0,5x sowie
die Scheitelpunkte S1(0; 2) und S2(0; -2). Wie heißt ihre Gleichung?
(Mittelpunkt M(0, 0)) .

22

a) x7 1; b) 144x’ — 25y2 = 3600;

P1 (13;.—v9
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Wo liegen die Schnittpunkte der Hyperbel x2 — yz = a2 mit dem Kreis
x’ + y“ = 2a’?

Bestimmen Sie Mittelpunkt, Achsenlänge und Achsenrichtung für folgende
Hyperbeln!
a) l6(x + 1)2 — 25(y + 2)2 = 400;
b)4x2—3y2+8x—12y¢4=0; ‚

c) 9x2 — 4y2 —- 18x — 24y — 27 = 0.

Wie lauten die Gleichungen für folgende Hyperbeln?
a) M(2; —3), a = 12, b = 10, Hauptachse parallel zur x-Achse;
b) M(—4; —2), a = 4, e = 5, Hauptachse parallel zur y-Achse.

Gegeben ist die Ellipse 4x’ + 9y2 = 144. Wie lautet die Gleichung der
gleichseitigen Hyperbel, die dieselben Brennpunkte wie die Ellipse hat? Wo
schneiden sich die beiden Kurven?

L’ 2 1

‘ 16

a) Wie lautet die Gleichung der Parabel, deren Scheitel im Ursprung liegt
i und deren Halbparameter p gleich der Länge der Nebenachse der Hyper-

bel ist? Die Parabel soll nach rechts geöffnet sein.

b) Wo schneiden sich die beiden Kurven?
c) Wie lautet die Gleichung der Ellipse, die durch die Schnittpunkte der

beiden Kurven geht, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt und die die-
selbe lineare Exzentrizität wie die Hyperbel hat?

2

Gegeben ist die HyperbelxT —

1:ransformation der Kegelschnittgleichungen durch Paral?elver.s'chieI7ung*)

Bestimmen Sie Art und Lage folgender Kegelschnitte! Geben Sie dabei ge-
gebenenfalls die Koordinaten des Scheitels bzw. Mittelpunktes, den Halb-
parameter sowie die Achsenlängen an! '

5?c2—7y2—50x+90=0.
y’+x—6y—3=O.
x2—4x+2y—}—3=().
4x2+9y2—I2x—24y—119=0.
16x2+ésy2— 128x+50y—119=0.
x2—y2+7x—5y+6=0.
2x2—3y2+4x+12y+2=0.
x2+3x—4y—8=0.
6x2+y2—9,6-\/§x—1,2-\/§y+30=0. s

x2+y2+2x+2y—%=0.



8. Vektoralgebra-(mit Anwendungen in der analytischen
Geometrie)

8. 1. Zielstellung

Im vorliegenden Abschnitt sollen die wichtigsten Begriffe der Vektoralgebra, wie
Vektor, Ortsvektor, linienfiüchtiger Vektor, Nullvektor, skalare und vektorielle
Komponenten, Betrag, Summe, Differenz, skalares Produkt und vektorielles Pro-
dukt geübt und Fertigkeiten bei der Anwendung dieser Begriffe in der Geometrie er-

worben werden. Vektoren werden dabei durch Fettdruck (a, b, c, ...) gegenüber
skalaren Größen (a, b, c, ...) gekennzeichnet (s. [4], [7]).

.8.2. Grundlegende Begriffe und Gesetze

8.2.1. Vektorbegrifi und Darstellung von Vektoren

Ein Vektor a ist eine Größe, die durch eine Länge (Absolutbetrag) o: = |a|‚ eine
Richtung und einen Richtungssinn (Orientierung) gegeben ist. Als Bild eines Vektors
kann man eine gerichtete und mit einem Richtungssinn versehene Strecke verwenden.
Alle gleichlangen, gleichgerichteten und gleichorientierten Strecken stellen dann
denselben Vektor dar (Bild 8.1).

Zwei Vektoren heißen kollinear, wenn sie gleich gerichtet sind (im Bild 8.1 sind
a, b, c kollinear). Zwei Vektoren heißen parallel bzw. antiparallel, wenn sie gleich
bzw. entgegengesetzt orientiert sind (im Bild 8.1 sind a und b parallel, b und c anti-
parallel).

” /' . C

/ /% / Bild8.1

. . Ä a . .. . .

Die Einheitsvektorenm- = 2° sind Vektoren der Lange 1; smd sie zur x1-, xi-

bzw. x,-Achse parallel, bezeichnen wir sie mit e, , e; ‚ es (Bild 8.2).

X2

“z a "z""29z
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Die Projektionen eines Vektors a auf die Koordinatenachsen sind wiederum Vek-
toren. Sie werden vektorielle Komponenten des Vektors a genannt. Mit sci bezeichnet
man die vorzeichenbehaftete Länge der i-ten vektoriellen Komponente (positiv, falls
Komponente mit entsprechender Achse gleichorientiert, negativ, falls entgegen-
gesetzt orientiert) und nennt sie i-te skalare Komponente von a. Damit kann die i-te
vektorielle Komponente a, mit <x,e; bezeichnet werden. Ein Vektor a kann also in
folgender Weise dargestellt werden:

Darstellung mit skalaren ‘Komponenten:

3 = (“u “z; 053); (S-1)

Darstellung mit vektoriellen Komponenten:
a = a1 + a; + a3 = a1e1 + oczez + a3e3. (8.2)

Im Bild 8.2 sind diese Sachverhalte in der x1,x2-Ebene dargestellt worden.
Die Länge o: des Vektors a ist

ac = [a| = Jan} + mi + oc§. ‘ (8.3)

Der Nullvektor
o = (0, 0, 0) (8.4)

ist ein Vektor der Länge 0.

Der zu a entgegengesetzte Vektor ist (Bild 8.1)
—a = (—oz1, —ac2, —oc3) = —-oL1e1 — oczez — (X363. (8.5)

Ein Vektor heißt Ortsvektor, wenn er an einen festen Angriffspunkt gebunden ist.
Ein Punkt im Koordinatensystem kann also durch einen an den Ursprung 0 gebun-
denen Ortsvektor

X = (x15 x2» x3) = x191 ‘l’ x292 ‘l’ X393 (8-6)
dargestellt werden. Von einem linienfiüchtigen Vektor spricht man, wenn er nur auf
einer Geraden beliebig verschoben werden kann (z. B. Kraft).

Unter dem Ä-fachen (Ä reell) eines Vektors a versteht man einen Vektor b, der zu a
parallel (Ä > 0) oder antiparallel (Ä < 0) ist und die Länge [b] = 11| ]a| hat:

b = la = (7.011 ‚ 14x2, 10:3) = Äoc1e1 + 10:26; + Äzx3e3. (8.7)

8.2.2. Summe und Differenz

Unter der Summe a + b bzw. Differenz a — b zweier Vektoren versteht man
(Bild 8.3)

31‘: b = (‘X1 i191 ‚O52 ifizsda i/33) = (“i ii/3091 ‘l’ (“z i/92)e2 ‘l’ (<13 i /9:993
‘ (8.8

Bild 8.3 Bild 8.4

Esgilt a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c), a+o=a, ‚ (8.9)
Äa=a7., }.a+,ua=(}.+,u)a, 2(a+b)=Aa+Zb. V
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Einen Vektor a, der vom Endpunkt von x zum Endpunkt von y zeigt, erhält man
nach (Bild 8.4)

a =y - x =(y1 — xi.y2 — x2,y3 — x3)
=(y1 — x1) 91 + (Y2 — x2) 92 + (‚V3 "‘ x3) es» (8-10)

8.2.3. Skalares Produkt

Das skalare Produkt a - b (oder ab) zweier Vektoren a und b ist definiert als Produkt
der Länge ac Von a mit der vorzeichenbehafteten Projektion ß’ von b auf a oder als Pro-
dukt der Länge ß von b mit der vorzeichenbehafteten Projektion ac’ von a auf b
bzw. als Produkt der Längen o: und ß von a und b und des Kosinus des von a und b
eingeschlossenen Winkels q: (Bild 8.5)

a’b=oc-ß’=pc-ß-cosqa bzw. a-h=[a]lb[cos(a;b). (8.11)

Es gilt die Formel i‘

a -b = 061131 + oczflz + oc3;33. (8.12)

Es gelten weiterhin die Beziehungen

a - b = b a a, .

a(b + c) = ab + ac,
}.(a - b) = (la) - b = a- (lb), (8.13)

an = lalz = a2,

ab = 0 für a .L b.

Es ist im allgemeinen (ab) c =# a(bc).

c-axb
b „

b
I0 xbl

9’ O 4’an a - a

p'=:7 rug:
Bild 8.5 Bild 8.6

8.2.4. Vektorielles Produkt*)

Das vektorielle Produkt a x b zweier Vektoren a und b ist definiert als ein Vektor c
mit folgenden Eigenschaften (Bild 8.6):

[e] = o: - ß - sin<p (Betrag des vektoriellen Produkts), O g g 71:, (8.14)
bzw. |a >< b] = lal |b| sin (a; b)

(Inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms);

c J. a, c J. b; a, b, c bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
(Richtung des vektoriellen Produkts). (8.15)

Es gilt dann folgende Formel v’

a x b = (05253 “ 053.32, 053131 — ‘X1193: 541162 “ 052/31)

= (05253 “ 953/32) er + (“sfii “‘ 951.33) 92 + (<11/32 “ ‘X2/91) 93- (8-16)
5 Schäfer, Vorbereitung
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Ferner gelten folgende Beziehungen

a >< b = —(b X a),

ax(b+c)=a><h+a><c, ‘ (8.17)

l(a >< b) = (la) x b = a >< (lb),
a >< b = o, für a, b kollinear.

Den Inhalt A des von a und b aufgespannten Dreiecks erhält man aus

A\=%=%|a ><b|. (8.18)

8.2.5. Parameterform der Geradengleichung

i Die Menge aller Punkte x einer Geraden g im Raum oder in der Ebene, die durch
den Punkt x0 geht und zum Richtungsvektor v parallel läuft (Bild 8.7), ist gegeben
durch

x = x0 + }.v

= (x01: x02: x03) ‘i’ M171: "z: U3)

= (x01 + 3121) er + (X02 + 3-172) 32 + (x03 + 1123) 53s (8-19)

x1 = x01 + Äüia ' ‚

x2 = x02 + A122, ' (8.20)
x3 = x93 + M3.

Dabei kann der Parameter Ä jeden beliebigen reellen Wert annehmen.
In der Ebene entfällt jeweils die dritte Koordinate x3, x03, v3.

Bild 3.74

8.2.6. Parameterform der Ebenengleichung

Die Menge aller Punkte x einer Ebene E im Raum, die durch den Punkt x0 geht und
durch die Vektoren v und W aufgespannt wird (Bild 8.8), ist gegeben durch

x = x0 + Av + ‚uw

(x01: x02, X03) ‘i’ K731, U2» V3) + :“(W1aW2; W3) (8-21)

= (x01 + A91 + ,uW1)e1 + (X02 + [W2 ‘i’ /4W2) 92 + (xos + ÄU; + Mws) es

ll

bzw.
. X1 ='-7501 ‘i’ 1171+ Mwly

x2 = x02 + 11v; + ‚uwz, (8.22)

x3 = x03 + M3 + ‚uwg.

Dabei können die Parameter Ä und ‚u jeden beliebigen reellen Wert annehmen.
.
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8.2.7. Skalarform der Geraden- und Ebenengleichung

Die Menge aller Punkte x einer Geraden g in der Ebene bzw. einer Ebene E im
Raum, die durch den Punkt x0 geht und den Normalenvektor n hat (Bild 8.9), ist ge-
geben durch

’ n v (x — xv) = O (n J. (x — x„)) ‘ (8.23)

bzw. ‚

nx = nxo = n vp (8.24)

(p ist der vorzeichenbehaftete Abstand der Geraden bzw. Ebene vom Koordinaten-
ursprung).

Bild 8.9 Bild 8.10

Nach Division durch den Absolutbetrag r": des Normalenvektors n entsteht die
Hessesche Normalform

—n‘1x ~ p = o, (8.25)

und für den Vorzeichenbehafteten Abstand q eines Punktes y von der Geraden bzw.
Ebene erhält man

q = gy —p. (8.26)

Ausführlicher kann (8.24) auch in der Form i

nlxl + nzxz + n3x;, = r (8.27)

geschrieben werden, wobei r eine beliebige reelle Zahl ist. (Bei der Geraden in der
Ebene ist n3 = 0 zu setzen.)

8.3. Lehrbeispiele

Beispiel 8.1: Gegeben ist ein Dreieck durch die Ortsvektoren der Eckpunkte
P1, P2, P3 (Bild 8.10)

x1 = (1: l; 1):

X2 =(2‚1‚0)‚
X3 = (1, 2, 3).

5*
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Es sollen ermittelt werden:

a) die Länge der Seite PXPZ,
b) der Winkel «x zwischen den Seiten P1P, und P1P3 ,

c) der Dreiecksinhalt,
d) die Gleichung der Geraden g durch P, und P2 ,

e) die Gleichung der Ebene E durch P, ‚ P2 und P3 in beiden Formen.

a) Wegen

v = x2 — x. = (1,0. -1)
erhält man nach (8.3) _

PIP; =v= ./12 + 02 +12 = \/2.
b) Wegen

W=X3’X1=(0a1‚2)A
erhält man nach (8.11) und (8.12) zunächst

v-w=1-0+9-1+(—1)~2= —2=v-w-coso:
= \/2-\/5-coscx =\/E-cosoc,

cq§ o: = 5% = -0,6325,

o: = 129°.

c) Nach (8.16) erhält man

vxw=(1,—2‚1)
und nach (8.18) für den Dreiecksiuhalt

also

1 1 —————- 1
A ——2—[v x w| _5\/1= +21 +12—7\/6.

d) Die Gerade g geht durch P1 und hat den in a) ermittelten Richtungsvektor v.
Ihre Gleichung lautet nach (8.19)

g: x = x1 + Av

= (l. l, 1) + 20,0. -1)
bzw. nach (8.20)

g: x1=1+}.,
352:1,
x3=‘1—}..

e) Die Ebene E enthält den Punkt P, und die beiden in a) und b) ermittelten
Richtungsvektoren v und w. Ihre Gleichung in Parameterform lautet nach (8.21)

E:x=x1+lv+,uw
= (1,1, 1) + Z(1, 0, -1) + ;4(0, 1, 2)

bzw. nach (8.22)

E: x1 = 1 + Ä,

x2 = 1 + ‚u,
x3 = 1 — Ä + 2,14.

Für die Skalarform nach (8.24) wählt man x1 als Punkt der Ebene, der an die Stelle
von x„ tritt. .
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Als Normalenvektor n, der senkrecht auf v und w zu stehen hat, kann der in c) er-
mittelte Vektor v X w verwendet werden.

(v x w)x = (v >< w)x„
(1. -2‚1)'(x1‚xz‚xa) = (1: -2‚1)'(1‚1‚1)‚
E:x1—2x2+.x3=0.

Beispiel 8.2: Zur Ermittlung des Punktes S, in dem die Gerade

g: x = (7,0, 5) + M3, —1,2)

die Ebene
E:x,+2x2—x3=4

durchstößt, setzt man die Koordinaten des Geradenpunktes e

x‚=7+3Ä, x2=—Ä‚ x3=5+2Ä
in die Ebenengleichung ein

(7 + 32) + 2(—Z) — (5 + 21) = 4

und ermittelt daraus

—Ä = 2,
Ä = -2:

Daraus erhält man

s = (x„x2,x3) = (7 — 6,2‚5 — 4),
s = (1, 2, 1).

Beispiel 8.3: Um den Schnittpunkt S der beiden Geraden

gl: x =( I, —2,3) + M2, —1, ’1),
g2: x = (-3, -2, 2) + ,u(0, 2, —l)

zu ermitteln, hat man die beiden Geradengleichungen gleichzusetzen:
x, = 1 + 2}. = —3,
x2: —Z——Ä = —2+2;‚L,
x3: 3+}. =2—‚u.

Das sind drei Gleichungen für zwei Unbekannte Ä und ‚u. Aus den ersten beiden
Gleichungen erhält man r

2}. = —4, Z = —2,
—Ä—2‚u= 0, 2,u= —-l=2, ,u=1.

Diese Werte erfüllen auch die dritte Gleichung. Daher ist

s = (x1, x2,x3) = (——3,0, 1).

Die Geraden

gl: x =(1, —2, 3) + M2, —1, 1),
gz: x = (1, l, l) + ‚u(0, 2, -1)

haben dagegen keinen Schnittpunkt. Es wären zu erfüllen
x1 = 1 + 2}. = 1, '

x2= —2—}.=1+2,u,
x3 = 3 + Ä 1 — M.
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt
1:0, ,4: -1,5.

Diese Werte erfüllen die dritte Gleichung nicht: l

8.4.

8.1:

8.1.1:

8.1.2:

8.1.7:

8.2:

8.2.1:

8.2.2:

3—0=3=i=l+l,5.

Übungsaufgaben

Rechnen mit Vektoren ‚

Die drei Vektoren a, b, c mit Ia] = [bl = |c|'haben als Summe den Nullvek-
tor. Geben Sie für die drei Seitenhalbierenden des erhaltenen Dreiecks Vek-
torgleichungen an (Angrifispunkte in A, B bzw. C)! v

Berechnen Sie

a) x = 2x1 + 3x2 —- 4x3, b) x = 5x, — (x2 — 2x3)

für X1 = (2, —1.3); X2 =(1‚2‚ -1); X; = (-1, -2. -3)-
Berechnen Sie den Vektor e, der zu

a)X=(12‚-3‚2)‚ b)X=(-2.-1‚2)
parallel ist und die Länge l hat.

Gegeben sei der zu b =|= o parallele Vektor a, so daß a = i. - b ist. Die Dif-
ferenz der Vektoren a und b sei halb so groß wie ihre Summe.
Welche Beziehung besteht zwischen den Beträgen der beiden Vektoren a

und b? v

Gegeben seien die beiden Vektoren e und f, welche die Diagonalen eines’
Parallelogramms bilden.
Bestimmen Sie die Seitenvektoren des Parallelogramms!

Gegeben seien die Vektoren a = (l3, 7, 5) sowie

a1=(3,4, l), a;=(O,2, 1), a3=(1,1,l). ‘

Stellen Sie a als Summe der drei Vektoren x, ‚ x2 ‚ x3 dar, für die gilt x, Ha, ,

x2 II a; und Xsiias! ‚

Untersuchen Sie, ob die folgenden Vektoren linear abhängig (s. Band 13)
oder unabhängig sind!

a) a; = (3. -2‚1)‚
b) a1 = (3, -4, 5),

a2 = (0,1, -1)‚
32 = (-1,2, -3)‚

as = (0,0.2);
a3 = (6, -7, 8).

Skalarprodukt

Wie groß ist das Skalarprodukt a - b, wenn *

a) |a| = 3, |b| = 4 und <):(a, b) = 60°;

b) lal = 6, |b| = 3 und <):(a, b) = 30° ist?

Das vSkalarprodukt zweier Einheitsvektoren beträgt _-l_-l. Wie groß ist in
beiden Fällen der Winkel tp, den sie miteinander bilden?



8.2.3:

8.2.5:

8.2.8:

8.3.4:

-a=e1+3e2—e3,

|a=3e1+e,+e3,
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Wie groß ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren a und b? Welchen
Winkel schließen sie ein?

-a)a=5e1—e; +4e3‚ b)a=5e1+5e2—l0e3,
b=4e,+2e2+3e3; b= e,+3e2+ 2e3.

Berechnen Sie für die gegebenen Vektoren

b=—e,+e2+3e3, c=2e1+3e2—6e3
a)a-la; b)a-c; c)b-c;
d)(a+b)-c und a-c+b~c;

~e)(a-b)~c und a-(b-c).
Gegeben seien die Vektoren

b = —4e2 + 4e_.,,

Für welchen Wert von i. steht a + Ä - b senkrecht auf c?

Welchen Winkel bilden die beiden Vektoren

c = —e‚ — 2e, + 3e3.

und b = 4;/2 e, + €32 — 2e3 miteinander?

Gegeben seien a = 2e, + 3e; + e3 und b = —e‚ — e; — 5,. Ermitteln
Sie alle Vektoren x = x1e, + x2e, + xse, mitdem Betrag J6, die sowohl
auf a als auch auf b senkrecht stehen!

Welchen Winkel bildet der Vektor

e = e, + e; + c3 ‘

mit den positiven Richtungen der Koordinatenachsen?

Welche Hubarbeit ist erforderlich, um einen 70N schweren Körper auf
einer um 30° zur Horizontalen geneigten schiefen Ebene von 2 m Länge rei-
bungsfrei zu transportieren? (‘Berechnung mittels Skalarprodukt!)

a = —3e2 + 4e3

Vektorpr0dukt*)

Gegeben seien

a = 3e1 — 5e; + 6e3,

Bilden Sie a x b und b >< a!

Bilden Sie die Vektorprodukte

a)e1 ><e2, b)e2><e,,
Gegeben seien die Vektoren

b = —5e1e— 3e; + 62:3,

= Zel + 4e; + e3.

c) el x e‚.

a=e1—e2—e3, c=3e,+2e2—2e3.
Berechnen Sie

a)axb‚ b)a><<c, c)bxc‚ d)e><b‚
e)(a+b)><c‚ f)(axb)<><c!
Im Endpunkt eines 50 cm langen Hebels greift eine Kraft von 30 N an. Sie
bildet mit dem Hebel einen Winkel von 60°.
Welches Drehmoment ruft sie hervor‘! (Berechnung mittels Vektorprodukt!)
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8,4:

8.4.1:

8.4.3:

8.4.6:

8.4.7:

8.4.8:

“S. Vektoralgebra

Anwendung von Vektoren in der analytischen Geometrie

Berechnen Sie die Entfernung zweier Punkte P1 und P2 , wenn diese gegeben
sind durch

a)1’i(0; 1)‚ P2(3; 5); b) P;(0; 0; 0),

c) x1 =11e1 —17e2, X2 = 4e1 — 7e2..
Berechnen Sie den Mittelpunkt der Strecke P113, wenn P1 und P2 gegeben
sind durch

a) P. (— g; —s)‚ P21), b) P.(—1;7; s), P‚<1s;3;1>;

—2e,—e2+6e3, x2=4e,+2e2+e3. i

Teilen Sie die Strecke PIP, mit P1(—2; 1) und P2(5; 7) im Verhältnis 1 : 2
innen und außen!

P2(2; 3:4);

c)x1=

Bestimmen Sie die Schwerpunkte folgender Dreiecke!

a) P1(7§ s), P2<—1;3). P3("‘1§,’1)§ '

b)x1=e1—3e2—2e3, x2=e, +7e2+4e3,
i x3 = e, + 3e, 71- 6e3.

Stellen Sie die Gleichung der Geraden in Parameterform auf, die durch die
Punkte x, und x2 geht!

a) X1 = (1:2): X2 = (2,1);
b) X1 = (I: ‘z: 3): X2 = (o: 2: I);
c) x1=4e1+5e;+2e3, x2=e1—e2+3e3.
Bestimmen Sie die Lage folgender Geradenpaare zueinander!

a) g1: x = (4, ——3) + Ä(——2‚ —3)‚

g2:x=(0‚ 2)+/t( 1.-4);
b)g1: P1(0; 0), P2(2; 5),

gz=P3(3; -2), P4(5;3);
c>g.:x=(—2.x.s>+z(' s,—1, 2),

g2:x=( 1,3,—2)+;4(12,——5,11);

d)g1=P1(3;—2;1). P2( 7; 8;—2),
gz7P3(1§ 0:3). P4( 0; 1; I);

e)g1tP1(1;—5;—l), P2(-1;-1;-1).
8z3P3(0§"7§ 2), P4(—2;—3; 1)-

Stellen Sie die Gleichung der Ebene in Parameterform auf, die durch die
von x1, x2, x3 bestimmten Punkte geht!

a)X1=(1‚4‚-1)‚ Xz=( 3‚-1‚-2)‚ X3=( 1‚-1‚-1);
b)X1=(2‚3‚ 1), X2=(-1‚-4‚ 3)‚ Xs=(-5‚—2‚ 1)-

Wandeln Sie die gegebene Parameterform der Geradengleichung in die
Skalarform um! i

a)x=(2‚——4)+Ä(——3,5); b)x=(l‚—2)+Ä(—l‚—3).



8.4.9:

8.4.10:

8.4.11:

8.4.12:

8.4.13:

8.4.14:

8.4.15:

8.4.16:

8. Vektoralgebra 73

Wandeln Sie die gegebene Parameterform der Ebenengleichung in die Ska-
larform um!

a) X = (3‚ 2. -1) +l(-1, 2, 5) + .u(2, —3, 1);
b) x = (l, —1, 1) + Ä( 2, —1, —l) +„u(l, —1, -1).
Wandeln Sie die gegebene Skalarform der Geradengleichung in die Para-
meterform um!
a) 4xl—3xz= 12; b)2x‚—3x2= ——8.

Wandeln Sie die gegebene Skalarform der Ebenengleichung in die Para-
meterform um!

a) x,’+ 3x2 + 4x3 =12; b) x, — x2 + x3 = 3.

Ermitteln Sie den Abstand folgender Ebenen vom Ursprung!

a) 2x, — 4x3 + 4x3 = 12;

b)n = (1, —l,2), x0 = (2,0, -1).
Wie groß ist der Abstand des Punktes P von der Ebene E?

a) P(3‚ 6, 8), E: 2x, + 3x2 + x3 = 4;

b) P(2‚ —3, -1), E: x = (1,2, -1) + /".(2, -2, -1) + ,u(1, -1, -1).
Wie lautet die Gleichung der Ebene, die durch die Gerade g und den Orts-

_vektor x, bestimmt ist?

a)g:x=(1. 1.1)+z(2.1.1), x.=(2.1.1);
wg: x = (4, —2‚6) + z(6,7,2>. x. = (1‚o‚s).
Ermitteln Sie die Gleichung der Ebede, die durch den von x0 bestimmten
funkt geht und senkrecht auf der Geraden g steht!

a) Xo = (2. 3, -2).
g: x = (0, —1, l) + Ä(2,3, —l);

b)xo = (1‚—-1‚4)‚
g: x = (2,1, —3) + M1, —1‚2).

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit
der Ebene E, falls sich beide schneiden!

a)E: x,—x2—x3=5,
g: x = (-1, -1,1) + }.(1,2,3);

b)E: x1 +2x2 +x3 =4,’
g: x = (1,0, 1) + M1, ——1, 1);

e)E:x‚-i-2x2+x3:2‚
g: x = (1,0, 1) +1(1, —1, 1).

6 Schäfer. Vorbereitung



9. Funktionen

9.1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient dem Erwerb von. Fertigkeiten beim Umgang mit
den elementaren Funktionen und den daraus zusammengesetzten analytischen Aus-
drücken. Besonderer Wert wird dabei auf die geometrische Darstellung des Funk-
tionsverlaufs gelegt und in diesem Zusammenhang auf Begriffe wie Monotonie,
Symmetrie, Antisymmetrie, Definitionsbereich, Wertebereich, mittelbare Funktion
und Umkehrfunktion (s. [l], [2], [5] und [6]).

Für die Angabe von Intervallen werden folgende Bezeichnungen verwendet:

(a,b): a<x<b, g [a,b): a§x<b,
[a,b]: agxgb, (a,b]: a<x§b,
(—oo,b): x<b; (—oo,b]: xgb, (9.1)
(a,oo): x>a, [a,oo): xga,
(— oo ‚ o0): x beliebig,

9.2. Grundlegende Begriffe und Gesetze

9.2.1. Der Funktionsbegrifi‘

Wird jedem reellen Wert x aus einer Menge D, (Definitionsbereich) durch eine
Vorschrift f eindeutig ein reeller Wert y aus einer Menge W, (Wertebereich) zu-
geordnet, _

y =f(x), xeD;, ‘ (9-2)

so spricht man von einer (eindeutigen reellwertigen) Funktion einer (reellen) Ver-
änderlichen. v.

Wird in einem rechtwinkli en Koordinatensystem y = f(x) grafisch dargestellt, so
entsteht das Bild der Funktio . Eine Funktion y = f(x) heißt im Intervall I monoton
wachsend (fallend), wenn für alle Wertepaare x, , x2 aus I mit x’, < x2 gilt

f(x1) §f(x2), (f(x1) ;f(x2))- ' (9-3)
Entfallen die Gleichheitszeichen, so spricht man von strenger Monotonie.

Im Bild 9.1 ist y = f(x) für x g 0 streng fallend und für x g O streng steigend.
Eine Funktion y = f(x) heißt gerade oder symmetrisch (ungerade oder antisymme-

trisclz), wenn gilt

f(—x) =f(x), (f(-X) = -f(x))-— (9~4)

Im Bild 9.1 ist y = f(x) gerade und y = g(x) ungerade.
Existiert bei einer Funktion y = f(x) mit dem Definitionsbereich D, und dem

Wertebereich W, zu jedem y aus W, genau ein Wert x, der die Gleichung y = f(x)
erfüllt, so ist dadurch x als eindeutige Funktion von y erklärt (Umkehrfunktion):

x =f“(y), ye W, = D_,... (9.5)

Im allgemeinen vertauscht man dann noch x mit y und nennt y = f“(x) Umkehr-
funktion von y = f(x). Es soll hier ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht werden,
dal3 im allgemeinen gilt

1 .

f“(x)#m, xeD,... g
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Umkehrfunktionen existieren immer zu streng monotonen Funktionen. Die Bilder
von y = f(x) und y = f‘1(x) liegen symmetrisch zur Geraden y = x (Bild 9.2).

Bild 9.1 ' Bild 9.2 — ’ Bild 9.3

\

Hat z = g(x) den Definitionsbereich D, und den Wertebereich W, und ist y = f(z)
für z aus W, definiert, so ist durch

y =f(z) =f(g(x))‚ XeDf
auf Df eine mittelbare Funktion von x erklärt.

9.2.2. Die elementaren Funktionen

Im folgenden wird eine Reihe von elementaren Funktionen mit ihren geometri-
schen Bildern angegeben.

Im Bild 9.3 ist die Funktion
y=x", xe(—oo,oo), (9.6)

für n = 2 und n = 3 dargestellt. Sie ist für alle "x definiert und‘ ist für n = 2, 4, 6,
gerade und für n = 3, 5, 7, ungerade.

Die Funktion (Bild 9.4)

y = 1/}, xe [0, w), (9.7)

ist die Umkehrung von (9.6) für x g 0. Ihr Definitionsbereich ist D, = [0, oo).
Die Exponentialfunktion (Bild 9.5)

y=a’°=e’°1““‚ a>0, a#l‚ xe(—oo‚oo), (9.8)

ist für alle x definiert und monoton.

Bild 9.4a Bild 921b
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Die Logarithmusfunktion (Bild 9.6)

y=log‚.x, a>0, 11* 1, xe(0‚oo), (9.9)

ist die Umkehrung von (9.8) und für x > 0 definiert.

l J’:/9!/a"'
l g>1

Bild 9,5 Bild 9.6

Die trigonometrischen Funktionen sind im Abschnitt 6 behandelt werden (Bild 6.3
und 6.4).

Unter den zyklometrischen Funktionen (Bild 9.7 und 9.8)*)

y=arcsinx, xe[—1,1], y=arccosx, xe[—1,1],
y=arctanx, .7/€E(—00,00), y=arccotx, xe(—oo,oo),

Versteht man die Umkehrung der monotonen Zweige der trigonometrischen Funk-

(9.10)

tionen über den Intervallen (— g ‚ für sin x und tan x und (0, 1:) für cos x und
cot x.

3
k

ä
‘<

._. _

_y= armor? \

\ garmin)’ \
‘ s

-7 7 x 1 x
w _y=arcfan x 7’

7 T

Bild 9.7 Bild 9.8

~
l%

1/

Bild 9.9
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Die Potenzfunktion (Bild 9.9)

y=x“=e"‘“‘‚ a¢0,
ist für x > 0 definiert. k

Definitionsbereich und Wertebereich der o. g. elementaren Funktionen sind in
Tabelle 9.1 zusammengestellt.

a 4:1, xe(0‚ 0o), (9.11)

I

9.2.3.

Tabelle 9.1

f(x) D, l W,

x", n=2,4,6--- (-00,00) [0,00)
x"; n=I,3,5... (—oo,oo) (—oo,w)
1/x, n=1,2,3... [0,oo) [0,oo)
a", a>0, a#=1 (—co,oo) (0,oo)

logax, a>0, 114:1 (0,00) (—oo,oo)

sinx, cosx (—oo,oo) [—1,l]
tanx x={=(2k+1)—g—,kganz (-00, oo)

cotx x=l= kn, kganz (—0o,oo)

arcsinx [——I‚ 1] [— g,
arccosx [—l‚ I] [0,-rc]

arctanx (—0o‚0o) <—%‚%)

arccotx (—0o, 0o) (0,1:)

x", a > 0, a +1 [0, 0o) [0, oo)

x“, a < 0 (0, 0o) (0, oo)

Analytische Ausdrücke*)

Wenn f(x) aus den elementaren Funktionen mit Hilfe der elementaren Rechen-
operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division unmittelbar, z. B.
durch sin x + cos x, x3 e‘, oder mittelbar, z. B. durch sin(cos x), e‘““" + sin x’ ge-
bildet wird, so spricht man von einem analytischen Ausdruck. Unter dem Definitions-
bereich von f(x) soll die Menge aller x verstanden werden, für die dieser Ausdruck
eine sinnvolle Vorschrift darstellt.

9.3. Lebt-beispiele

Beispiel 9.1: Der analytische Ausdruck arcsin „/x + 1 ist sinnvoll für —-1‘ g
x +1 g} und x +1 g 0, also für —l g x g 0. In diesem Bereich wächst

die Funktion y = arcsin Jx + 1 monoton von 0 auf g und ist daher eindeutig

umkehrbar (Bild 9.10). Es ist also D, = [—1,o], W, = [mg].
7 Schäfer, Vorbereitung
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Um die Umkehrfunktion zu erhalten, löst man nach x auf

x/ x + 1 = sin y,

x = sinz y — I,
also ist

y=si112x—1, D,.,=[0,—}], W,..=[—1,0]

die Umkehrfunktion von y = arcsin \/x + 1.

(x + l)’
x — 1

Wertebereich ist W, = {(—oo, 0], [8,,oo)}.

Diese Funktion ist nicht eindeutig umkehrbar. Umkehrbar ist aber jeder der mono-
tonen Teile I bis IV mit den Definitionsbereichen D, = (-00, —1]‚ D" = [— 1 , 1),
Dm = (1, 3], D“, =. [3, o0) und den Wertebereichen

W1: Wu = (“°0s0], W111: Wiv = [8, 0°)-

Beispiel 9.2: Die Funktion y = , x ä: 1, ist in Bild 9.11 dargestellt. Ihr

I 5-’

y=urcsinyf7

l
2

'1 X

‘y=.v/‘n1x—1

-1

Bild 9.10 Bild 9.11

Die Auflösung nach x ergibt

_y—2‚1 __.

- 2 ifx/J’(y—8)'
Die Umkehrfunktionen sind dann

X

x—2 1 j '

y= 2 +f\/x(x—8) fi1rD,,undD,v, I

x—2 1 ?._. n ‚

J/= 2 —3\/x(x——8) furD,undDm.

Die geometrischen Bilder können durch Spiegelung an y = x erhalten werden.
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Übungsaufgaben

Bestimmen Sie für folgende Zuordnungsvorschrlften den größtmöglichen Defi-
nitionsbereich DJ‘! Geben Sie den Wertebereich W, an!

a)y=1nx2; b)y=lnx3; c)y=3lnx.
_._: ._..__ l

a)y=x/1-x’; b)y=3/x—2; c)y=‘\f-
-.a)y=l+e"‘; b)y=\/1-62‘; c)y=—j“_§

]—e“"

‘/_ 1

d)y=xe ; e),v=1_eJ;’

a)y=lnsinx' b)y=-—1——' c)y=ln(x—1).
’ 1——1gx’

\ .

Bilden Sie von folgenden Funktionen die Umkehrfunktionen und zeichnen «Sie

deren Bilder!

' 16y+l8x—12=0, xe(——oo,oo). 9.2.2: y=%,
xe{(—-oo,1),(1,oo)}.

y=x3, xe(—oo,oo). 9.2.4: y=1+1nx, xe(0,oo)

Bilden Siex=f"(y) (s. [8])!

3c+a ' l+\/E
= . 9.3.2: =-———.

y x—a. y 1_\/§ .

y=-—LE—\/E. 9.3.4: y=————;—1+‘/__l+x.\/a+\/x . 1-\/I +x

Wie sind die Bilder folgender Funktionen auf möglichst zweckmäßige Weise
zu zeichnen?

y=x+sinx, xgo. 9.4.2: y=x+—1£, x=l:0.

1y=7e"—cosx, xe(—oo,oo). 9.4.4: y=3sin(2x—£),
2

xe(—oo,oo).

y=2x—l‚ xe(—oo,oo). 9.4.6: y=4x’, xe(——oo,oo).

y, = /25 — (x — 3)2,xe[—2,8]; y, = —\/25 — (x — 3)’‚xe[—2‚8].

y = 2“’, xe(—oo, w) (s. [9]!).

\
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9.6:

9.6.1:
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Zeichnen Sie die Bilder nachstehender Funktionen und geben Sie die Funk—
tionen ohne Verwendung des Betmgszeichens an!

9.5.2: y = Ix] + l, 9.5.3:

x e (— oo , oo).

y=lxl, y=|sinx|.
xe(—oo,'oo). xE[—'n:,'n:].

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Symmetrieeigenschaften! Skizzieren
Sie den Kurvenverlauf!

1
y = sinx, 9.6.2: y = cos x, 9.6.3: y = VT’
xe[—7r,7:]. xe[—1c,1:]. xe(—oo,oo).

y=Inx2, x#0. 9.6.5: y=x—5, 9.6.6: y=x3‚
xe(—oo,oo). xe(——oo,oo).

1 .y=x_1, 9.6.8: y=1n(x— 1), 9.6.9: =e"‘,

x#Al. xe(1,oo). xe(—oo,oo).



10. Ungleichungen und absolute Beträge

10.1. Zielstellung

Der vorliegende Abschnitt dient dem Erwerb von Fertigkeiten beim Umgang mit
absoluten Beträgen sowie der Lösung von Ungleichungen mit einer und mit zwei
Unbekannten (s. [6]). Wir gehen dabei davon aus, daß der Begriff des absoluten
Betrages sowie die Bedeutung der Zeichen >‚ g, <, g bekannt sind.

10.2. Grundlegende Begrilfe und Gesetze

10.2.1. Absolute Beträge

Bekanntlich kann man den absoluten Betrag la] einer reellen Zahl a formal in
folgender Weise definieren:

a =1
I l { a für a g 0, 10l

—a für a < 0. ( ' )

Will man also in einem Ausdruck die Betragszeichen beseitigen, so hat man
zwei Fälle zu unterscheiden: a g 0 und a < 0.

10.2.2. Ungleichungen

Bei der Behandlung von Ungleichungen gehen wir von folgenden bekannten
Grundgesetzen aus: Sind a, b, c beliebige reelle Zahlen, dann folgen aus

a < b bzw. a g b (10.2)

die Ungleichungen

a+c<b+c bzw. a+c§b+c, (10.3)

a—c<b—c bzw. a—c§b—-c, (10.4)

a-c<b-c bzw._ a-cgb-c für c>0, (10.5)

a-c>b-c bzw. a-cgb-c für c<0. (10.6)

Das heißt, m\an kann Ungleichungen behandeln wie Gleichungen, nur kehrt sich bei
Multiplikation mit einer negativen Zahl und bei Vertauschung der Seiten das Un-
gleichheitszeichen um. ‚

10.3. Lehrbeispiele

Beispiel 10.1: Will man die Funktion

y=|x+1l+l3—2x|—4 (10.7)

ohne Beträge schreiben, so hat man entsprechend (10.1) zu beachten

x+1 für x+1g0 bzw. x_>_ -1,
|x+1|={—x—1 für x+1<0 bzw. x<—1.

3—2x für 3—2xg0 bzw. x25
|3 — 2x| = ‚ 3 (10.9)

2x — 3 für 3 — 2x < 0 bzw. x > i.
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Daher gm für x < —1

y= —-’x—1+3—2x—-4= —3x——2‚

für —1 g x g-:-

y= +x+l+3—2x-4=-—x

und fünx > i
2

y=+x+1+2x—3—4=3x—6.

Also (Bild 10.1)
—3x—2 für x<——l,

.. 3y: ——x fur —1§x§—, (10.10)

3x — 6 für x 5%.

Beispiel 10.2: Zur Ermittlung aller Werte x, die die Ungleichung
2x + 1 i

-56-_j-< 1, x+3, (10.11)

erfüllen [Lösen der Ungleichung (10.11)), ist diese mit x — 3 zu multiplizieren. Dazu
sind nach 10.2.2. zwei Fälle zu unterscheiden:

l.Fall:x—3>0 bzw. x>3,
2.Fa11:x—3<0 bzw. x<3.

Daher ist (10.11) identisch mit
2x+l<x——3 fürx>3,
2x+1>x—3 fürx<3.

r

Daher lauten die Teillösungen _

x< -4 fürx> 3 und -x> —4 fürx< 3.

Im 1. Fall (x > 3) gibt es also keine Lösung (x < —4) und im 2. Fall sind alle x mit
—4 < x < 3 Lösungen. Daher lautet die Lösung der Ungleichung (10.11)

xe(—4, 3). (10.12)

Beispiel 10.3: Zur Lösung der Ungleichung
|2x + 1| .i g 1 (10.13)

erhält man ähnlich wie im Beispiel 10.2 zunächst
1.Fall: |2x+1|§x—3 fi1rx>3,
2.Fa11: {2x+11gx—3 fürx< 3.

Um die Beträge zu beseitigen, sind zwei weitere Fälle zu unterscheiden:

Falla); 2x+1;0 bzw. x;—-I—,

Fa11b): 2x+1<0 bzw. x<—%.
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Damit erhält man

1. Fall a):

1. Fall b):

2. Fall a):

2. Fall b):

2x+1gx—3 fürx>3 und xg-ä,
also x < —4 für x > 3 (keine Lösung).

—2x—lgx—3_ fürx>3 und x<——%; "

auch hier gibt es keine Lösung, weil der betrachtete Bereich
1 .

x > 3, x < — —2—leer ist.

2x/+1;x—3 fürx<3 und x;_—/%,

a1sox;—4 für——ä—gx<3.

Da. alle Werte x des zulässigen Bereiches —% g x < 3 die

Ungleichung x g -4 erfüllen, ist — ä g x < 3 Lösung von

(10.13).

—2x—1;x—3 fürx<3 und x<—%‚ ‚

alsox g—ä—fürx< —%.

‘ Da alle Werte x des zulässigen Bereiches x < — ädie Unglei-

chung x g ä-erfüllen, ist x g —— äLösung von (10.13).

Wegen 2. Fall a) und 2. Fall b) lautet die Lösung von (10.13)

xe(—oo,3). (10.14)

Beispiel 10.4: Zur Ermittlung aller Wertepaare (x, y), die die Ungleichung

2x + y g l (10.15)

erfüllen, erhält man durch Umstellung

y g —2x + 1. (10.16)

Diese Ungleichung erfüllen alle Punkte der Geraden y = —2x + 1 und alle Punkte,
die unterhalb dieser Geraden liegen (in Bild 10.2 durch //// dargestellt).

Bild 10.2
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Beispiel 10.5: Zur Ermittlung aller Wertepapiere (x, y), die das Ungleichuugssystem

2x+yg1, x-yg -1 (10.17)
erfüllen, erhält man durch Umstellung

yg —2x+ 1, ygx+ 1. (10.18)

Die Punkte, die die erste Ungleichung erfüllen, sind bereits in Beispiel 10.4 ermittelt
worden. Die zweite Ungleichung erfüllen alle Punkte auf derGeraden y = x + 1 und
alle darüberliegenden Punkte (in Bild 10.2 durch \\\\ dargestellt). Beide Ungleichun-
gen sind gleichzeitig erfüllt in dem im Bild 10.2 doppelt schraffiert dargestellten
Gebiet.

10.4. Übungsaufgaben

10.1: Ungleichungen ohne Brüche

10.1.1: x+2<2x—3. 10.1.2: x+3< 3x—4.
10.1.3: 3x + 3 <15 — x. 10.1.4: 3x — 50 > 12x + 76.

10.1.5: 3x — 20 g 10 + 7x. 10.1.6: x2 g x + 2.

10.2: Ungleichungen mit Brüchen

10.2.1: 71.3; 1. _ 10.2.2: 2%; 2.

x — 1 x — 3 x + 2
10.2.3. x +1< 1. 10.2.4. ——x+1> —x_1.

_ 2x + I 2x —— 3 I 3(4x — 1) 2(4x — 3)
10.2.5. 2x _ 2 3x _ 3 g 1. 10.2.6. ——————x_1 g 12 gx_1 .

10.3: Ungleichungen mit Beträgen

10.3.1: |2x — 3| < x. 10.3.2: Ix — 2| < 3.
10.3.3: |2x — 3| < x + 3. 10.3.4: [x2 — 4x| > 0.

_ 2x + 3 _ |x — 1|
10.3.5. m] g 1. 10.3.6. 2x + 2 g 1.

10.3.7: |2x — 1| > |x — 1|. 10.3.8: Ix + 2| > |x — 5|.

10.4: Ungleichungen mit zwei Variablen ohne Beträge

3 7 I 3
10.4.1: 2y+3<6x+5. 10.4.2: ?x+1—0§?y——16~.

_ 2 1 4 _ 2x + 3 1
10.4.3. ?x+2y~—1;—2—x—§y+2. 10.4.4. 3y_6;?.
10.5: Gleichungen mit zwei Variablen und mit Beträgen

10.5.1: y=|2x+ 1| —x. 10.5.2: x+y’1-I2x+1l=0.
10.5.3: |3x + 2| = 2x — y. 10.5.4: |2x + y — 3| = 2y — 3x + 4.

10.6: Ungleichungen mit zwei Variablen und mit Beträgen

10.6.1: x + y < |3x + 2|. 10.6.2: y + |x — 2| g 4.
10.6.3: x+|y—2|<3. 10.6.4: |x+3| +|y—5|g3.
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1: Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten
b .1.1.1:x=Lfiira4=b+1;

a—b—1 1 l
xbe1iebigfüra=b+1unda+b=0‚d.h.füra=7undb= -7;
keine Lösung füra=b+ 1unda+ b$ 0.

. b.
l.l.2:x= — gib f1'.'1ra=£=b;x1)eliebigfiira§bundb‘c=0;

keine Lösung für a = b und b - c * 0.

1.1.3: x : b für a + 4b’ — 4c # O, d. h. für a + 4(c — b’); x beliebig für a = 4(c — b’).

1.1.4: x = a—2(2a — b) für 2a — b # 0, d. h. fülr a =1= g; xbeliebigfür a1= I

1.1.5:x = Efür 2a +1 + 0; d. h. für a ä — 7; xbeliebigfüra = —

1.2.1: x = 3. 1.2.2: x = 2. 1.2. — 0 1 2 4' — 9— . . . o X — 2 .

1.3.1:Vor.: x „+- O;x =1füra ¢1;xbel., aberx =1: Ofiira :1.
1.3.2: Vor.: ab ä: 0; x = a für 10| # [b|; x bel. fiir Jal = lbl.

+ b
1.3.3: Vor.: abx # 0; x =äfür a’ + b’ # O (ist nach Vor. stets erfüllt);

keine Lösung für a = —b wegen x =1= 0 (entspr. der Voraussetzung).

4 4
1.3.4: Vor.: abx 1: 0; x = a für a $ gb; x bc1., aber x ä: 0, für a = gb.

1.3.5: V012: ab * 0; x = f-
a = 1 \/b(b — 1).

1.3.6:Vor.:abx#=0;x= ffira¢ —%b; .

keine Lbsung für a = — äb und b + 0(s. Von). b 1

1.3.7: Vor.: abc + o; x = a für a2 + ab — bc e Ognd cl+ o; (d. h. a a; — 7 i ?\/b(b + 4c),

c $ 0 ist nach Vor. stets erfüllt); xbel. für a = — 3 i -2-\/b(b + 4c).

1.4.1: x = 100. 1.4.2: x = 3. 1.4.3: x = — 1.4.4: x =

1.4.5: x = 2g 1.4.6: x = 1.4.7: x = 12. 1.4.8: x = 1.

1.4.9: x = -5. 1.4.10: x = 3. 1.4.11: x = 20. 1

1.4.12: x =1. 1.4.13:x = -5-. 1.4.14: x =12. 1.4.15: x = I.

1.4.16: x = 1.4.127: x f 10. 1.4.18: x = 6. 1.4.19: x =

— b
1.5.1: Vor.: la! $ [b]; x = %für a # 0 und a’ + b’ ä: 0 (s.Vor.);

keine Lösung für a = 0, da dann lt. Vor. b =}= 0.

l.5.2:Vor.:ab # 0,x is 1;): = I für ab 4= Ounda =l= —b; xbe1.,aberx ¢%f1'ira = —b.

b
1.5.3:Vor.:a=# —2b,a=# —§;x= 2(a+b)f1'.ir2a2—ab+2b2#0;

x bel. für 2a’ — ab + 2b’ = 0.

brüra=—b2+b+0‚d.h.a+ :\/b(b—1)undb=|=0;xbel.für'
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2 2 „+1; __ ’ V1.5.4:Vor.:ab=l=O,x#:,x#?;x= ab fura=l=bundab=)=0(s.Vor.);

2 2
xbe1.fi.'1ra=b(aberx=1=;=-Eentspr.d_.Vor.).

a+b ' 1
fiira4=b;.xbe1.,aberx#—,d.h.a4= —3b,

a—b 2
für a = b =_ 0; keine Lösung für a = b und b + 0.

b
1.5.6: Von: [x1+ |b\;x= — _Cc

Ix! * 41:1 entspr. d. Vor.); "

keine Lösung für a = c + 0 und b ä O. ‘~

1
1.5.5:Vor.: x + 5 ; x =

für a 4: c; x bel. für a = c und cv= 0 oder b = 0 (aber

1.5.7: Vor.: + 0, [al $ [b\ ; x = für [al 4: lb‘ (ist nach Vor. stets erfüllt).
a—— b

1 2(a + b)
l.5.8:Vor.:x =$=:fiira + 0, [a] $ lb‘; x = -;fürb # Ound a # O; x bei. füru = 0 (b + Olt.
Vor.);
keine Lösung für a -9: 0 und b = 0.

1.5.9: Vor.: a: ä: —a, x 4: —b; x = a — b für a =9= —b sowiea $ iund a 4: 0 entspr. d. Von;
x bel. für a = —b (aber x 4: ib entspr. d. Vor.). 2

22 _ b '

1.5.10: Vor.: Jal # lb‘; x = —a—aF— für ab + 0 und a2 + b’ $ 0 (s. Vor.);

keine Lösung für u = 0 und b # 0 sowie für u =I= 0/and b = 0.

1.5.11:Vor.:]a| + |b[;x = a a fiira#0unda$2b;xbel.ffira=2b;
keine Lösung für a = 0 und b ¢ 0.

1

a’ - b’ .. ..1.5.12: Vor.: [a1 ¢ ibl; x = Tfur ab $ 0; x bel. fur b = 0;

keine Lösung für a = 0 und b $ 0 (s. Vor.).
a a — b

1.5.13: Vor.: lxl $ F ‚ b # O; x = 3b

(s. Vor.); x bel. für a = —b (aber x + :1 emspr. d. Von). '

a + b

Zab

b bfürb*0unda=}=7bsowiea*Tunda#=--5

1.5.14:Vor.:|x! # ,ab=:=0;x=
b 1 i

fürab=0=0unda+bsowiefüra# --5i-i-\/b(bi-8)
1 .

(s. Vor.); x bei. für a = b (aber |x| + 32- entspr. d. Vor.) .

1 2

‘ +73’ 2(v.-,t— s)
l.6.1:a) v„=—; ~ b)g=:2.

t t _

+ _ .

1.6.2: a) s, = s, — „(x2 — t1); b) z, ='1’“——:‘«——“—.

163" 2" 1 b x — 2" t...a)a~—’1+t2, )1—a—2.
E E

1.6.4: a) h, = h. + 75;}; b) h. = h2 —

1 65. a) v = k —- (m20; + mgvg) _ b) m = k —(m1v, + 77129;)
. . . , -—-—————*———ml_ ‚ 3 -————-——-—————v3 .

1.6.6:. a) m) = J — (mzrfi +2.. . + m,,r§) ; . <

"1
J— (m,r§ + m2r§ + . .. + m,,_,r,f_.,)

b)m,.=5

r}
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ml — m; m1(l + 71A!) — m2
1.6.7: A =T; b = ——————-——.

a) t "'23/2. " "1171 ) V2 ”l2Af
1.6-8: a) ‘z = m„‚(t — t„) + cm! ; b) t = cm1; + m„z„,

cm rm, + cm

1.63: a) ml z m2(2v2 -‘ U1 - ur) ; b) v2 = M10"; + m2) - UN"; “ mz)
u, -— v1 2m‘,

1.6.10:a)R =——(-1151*‘ b)R1=-:25-—-.
C + 47rKR, ’ C —- 4rrKR

n1 — BAR, _ ’ BA(R‚ + R.)
l.6.1l.a)R,T, b)I _——n——.

_ _‚ R„I _ _ n(U — R,I)
1.6.12.3) n — U_RJ ‚ b)R„———l——.

E —- I R E —- I R
1.6.13:a) R1 =i; b) I, = —-—’-—l.

I] R2

1.7.1: Die Zahl heißt 4. 1.7.2: Die Zahl heißt 10.

Es werden 7 Batterien benötigt.
a) Die drei Widerstände sind 175 Q, 3509 und 700 Q.

’ 1 1 I
b) Die Zweigströrne haben die Werte 7 A. F A und E A-

1.7.5: Das Volumen des verwendeten Materials muß mindestens 2 dm’ sein.

: Es sind 11,5381 Benzin und 0,4621 Öl zu tanken.
Die gesamte Gruppe benötigt 1 Stunde 22 Min. für die Erledigung des Auftrages.

1.7 : Die drei Motorpumpen benötigen 65,45 Min. zum Leerpumpen des Kellers.
1.7.9: Das Schwimmbecken wird in 8,57 Stunden gefüllt.

l
1.7.10: Der Omnibus benötigt zum Vorbeifahren 7-2- Sekunden und legt dabei eine Strecke von

100 m zurück.

1.7.11: Der ursprüngliche Abstand der beiden Läufer beträgt 330 m, der Umfang der Stadion-
bahn 480 m. _ '

1.7.12: Aus der 3. Zeile folgt x = l5. Der Fehler entsteht durch Division durch null.

1.7.13: a) keine Lösung bzw. x = 0.
b)x=3 bzw.x,= ,x2=1.
c) x = -2 bzw. keine Lösung (die Division durch null ist nicht möglich).

2: Lineare Gleichungssysteme

2.1.1:x=15,y=12. 2.1.2:x=4,y=3.
8 2 .2.1.3:x=—T,y=—?. 2.l.4:x=1,y=3.

2.1.S:x =

2.1.6: x =

2.1.7:x =

2.1.8: x =

2.2.1: x = (a + b)2, y = (a — b)’ für alle a, b.
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2.2.2:Vor.:b ¢ 0,y + 0;»: = für a2 + b2 4‘ 0 (s. Von); wegen
a b

——‚y=-——T
b#0iststetsy#0. a2+b2 a2+b

a2 + b’ _ a2 — b2

a ’ y _ a

füra: Oundb = Oistx = —y,ybel.;
für a = 0 und b =# 0 gibt es keine Lösungen. .

2.2.4: Vor.: ab # 0, [a] 4: 1171; x = —a(a — b),y = b(a + b) für a2 + b2 # 0 (s. Von).

a-b a+b
2.2.5:x= b ,y=

2.2.3: x = füra =# 0;

a füra=|=0‚b#0,a=ä=—b;

für a = O, b + 0 und a ä: 0, b = 0 gibt es keine Lösungen;

füra+0‚b+0unda= —bistx=y— 2,ybel.;
für a = b = 0 sind beide Gleichungen ohne Aussage (0 - x + 0 ~ y = 0).

b1 a
2.2.6:Vor.:y* -7.)’ *0,b#0;x= ,y= 

l
füra#2bunda#b(wegeny=t: ——-);

2

für a = 2b mit b + 0 (It. Vor.) gibt es keine Lösungen.

—— b + b
2.2.7:Vor.: [a] a; \b];x= a 2 ,y= a Z fürabn}: o;

füra=0undb‚#Oistx=y—b‚ybe1.;
füra=i=0undb=0istx=a—y,ybel.
2.2.8: Vor.: a $ 0,1) # 0,|a1#= |b[;x = a(a + b),y = b(a — b)

b b _fiira’+ab—bz+0,d.h.a+—§«i7\/5;

füra= —%+%\/;igtx=—ä2—(3 1)y,ybe1.:

füra: —%—-%\/.§istx=£22-_(3 + +-i-(x/3- l)y,ybt:I.

2.2.9:Vor.: a + 0, b =|= 0,Ia|=1=|bI;x = 2b£a + b),y = 2a(b — a)

füra’ -4ab — b2 a; o‚d.h.a+ b(2 i\/5);
füra: b(Z + Jäpstbc = 2b’ (7 + 3J?) + %(V’3 — 1) y,ybe1.;

_ _ 1 _

fi}ra=b(2—\/5)istx=2b2(7——3\/5)—7(\/5+ l)y,ybel.
‚ a2_bz a2_b2

2.2.10:Vor.: In! # Ibl; x = T,y =T

füra*0undb+O;
füra=0undb# Ogibt es keine Lösungen;
f\"1ra#=0undb=0istx=a—-y,ybe1.
2.2.11:Vor.: a#1 (wegen O-x+ O-y: 0 für G1. 1); x= (a+ b)’, y= a2 — b2 für a=L= 0;
füra=0istx= —y‚ybel. \

y:0ffirab¢0:1

2.2.12: Vor.: Ial =}= [b]; x = ?—:-F ,
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1füra:Oundb=i:0istx=y—Z;‚ybel.;
1füraä=0undb=0istx=?—y‚ybel‚

‚ 1

2.2.13:Vor.: lal =1: [b] + 0;x=T‘_-b—,y= a_b;
1f1“1ra=0undb+0isty= -T,xbe].;

_ ‚ 1
fi.1ra#0undb=01stx=—a—,ybel.

2.3.1: Die Stromstärken in den beiden Zweigen betragen 1 A und 8 A.

2.3.2: Gegenwärtig ist der Vater 53 Jahre und der Sohn 19 Jahre alt.

2.3.3: Der Abstand der beiden konzentrischen Kreise beträgt etwa l6 cm.

2.3.4: Der Schwimmer wiegt etwa 595 N.

2.3.5: Die Eigengeschwindigkeit des Flugzeuges beträgt etwa 976 km/h, die Windgeschwindigkeit
24 km/h.

2.3.6: Die Länge des kleinen Kreisbogens beträgt 54 cm, die des Kreisumfanges 120 cm.

2.3.7: Die konstant angenommene Geschwindigkeit desersten Radsportlers beträgt 12 m/s, die des
zweiten 8 m/s.

2.3.8: Die Freunde trefien sich 9.07 Uhr 57,6 km von Leipzig entfernt.

3: Quadratische Gleichungen

13 17
3.1.1: x, = 2, x; = -7. 3.1.2: X1 = — T, x2 = —T.

1
3.1.3: x, = 7, x1 = -1. 3.1.4: x, = 4, x; = —6.

_ 7 3
3.1.5: Keine reellen Lösungen. 3.1.6: x, = T, x2 = 7.

317" - 3 - 3 318' -7 —2 ‘...x1—Z, x2-4. ...x,—, x2—.

16 45
3.1.9: x, = 6, x; = — T. 3.1.10:x‚ =1, x2 = — F.

40 l
3.1.l1:x‚ = 4, x2 = — 3.1.12:x‚ = 7, x2 = —l4.

3113- -6 -1 3114' - 2 - l7 1.. .x1—?‚ x2—2. .. .x1——, x2--2‘.

3.2.1:x. = +A/"+ 1,x2= —A/Ii1fiira> 0,12; —1odera<0,b§ -1.
a a

3.2.2:x1=+A/b;:,x2=— ’b+ifi.‘1ra>1,b;—1odera<1,b§-1;
a— a-

xbeLfüra=lundb= —1;keineL6s.f1'ira=1undb$ -1.

~ 1 1
3.2.3: x, = 7, xz = —- 7151:1411 + [b]; x bel. für [al = |b[.
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b b
3.2‚4:x, =7. X2 = -7fi'1ra# 0;xbel.f\'1ra= 0u.l7 = O;

keine Lös. für a = 0 und b 4: 0.

3.2.5: x, = 0, x2 = a’ für alle a. .

2
3.2.6: x,=0‚ x2: “+17 f1'ir|a|$ |b\;xbel.f\‘J1ra=b;x=0fiira= —b=i=0.

b .

o, x2 =" fiirab$0;xbe1.ffirab=0.3.2.7: x, ab

4

1

3.2.8: x, = u, x2 = (b — 4) für alle a, b.

~
|w

~
N

]

3.2.9: x, = a, x2 = für alle a, b.

- 1
3.2.10: x, = a — b, x2 = 7b für alle a, b.

3.2.11: Vor.: Jal 4: IN, x # -2-(a + b); x, = 0, x2 = für alle a, b entspr. der Vor.
H

a + b

11+ b
3.2.12: Vor.: a + 0, a ¢ b, x =9: 0; x, = H ‚ x2 =1 für alle b, a # O, la|¢ [b1(vgl. Vor-
aussetzung).

3.2.13:Vor.:x # 0,x 4: —a; x, = 2a, x2 = afüraä: 0.

b —~ b
3.2.14: Vor.: x # 0, x ={= 2; x, = 2:1). x2 = 1+ b für la] 4: lb! und ]a| $ 3- |b| entspr.
der Vor.

3.3.l:x, = 1,’x2'=. —l‚ ' 3.3.2:x, = 4, x2 = —4,
keine reellen Lös. x3, x4. keine reellen Lös. x3 , x4.

3.3.3: Keine reellen Lösungen. 3.3.4: x, = 5, x2 = -5.
M x3 = ‚ x4 = -4.

1 1
3.3.5: x, = 7(a + b), x2 = — -2-(a + b),

1 1 ..

x3 =7(a~—b), x4: v-7(a—l7) furallea,b.
v

3.4.1: x, = 7, x2 = 3, 3.4.2: x, = 3, x2 = —3,

3y1=7‚ y2=1 .v;=4, y2=-4-

12 - «

3.4.3: x, = 3, x2 = —~5—, 3.4.4: x, = 3, X; =1,‘

41
J’1=3. :V2=——5‘- .V1=1, J’2=3-

’ 5 3
3.4.5: x, = 2, x2 = —2‚ 3.4.6: x = i, y = 7.

y: = 3, y; = -3.

3.4.7: x, = 7, x2 = 5, 3.4.8: x, = 5, x2 = 1,

Y1-=5, }’2=7- .V1=4. J’2=0-
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4: Potenzen, Wurzeln und Wurzelgleichungen

4.1.1: -8.
4.1.4: (l — x) a3.

4.2.1: Vor.: ab + O;
(ab)2(x+l)_

4.2.3: Vor.: abcxyz # O;

9ay’z
10bcx ' ‘

4.2.4: Vor.: aby # 0, \x\ # 1;
6a2x3

y’(1 — x) '

4.2.6: Vor.: m,n :1,2,3,...,
X». * _y2m; xv: _ y2m_

4.1.2: 2(7a‘ + 41x‘).

3
4.2.8: Vor.: a5 ä: — Tb’;

16a‘° — l2a5b"' + 9b‘ = (4a5 — 3122)‘ + 12.1552.

4.2.10: Vor.: x + A/ä-‚v;

2x3 —— 3xzy + 4xy2 ~ 5y3.

4.3.1: Vor.: abxy =¢= 0;
32x5

F’
4.3.2: Vor.: a 4= 0, m # 2Jy|,

[ (Za —~ 5b) (x — 2y) ]"+1
2a(x + 2y) '

4.3.4: Vor.: abxy # O;

Gäy

25bx '

5a$—7b;

1

4.3.6: Vor.: [a] + T Ibl;

b — 3a

b + 3a '

4.3.8: Vor.: ab ä= 0, x ä —y;

a2b(X + y)’.

4.4.1: Ja, da 2 > 0 und deshalb definiert ist.

91

4.1.3: 6(a — l)’. V

4.2.2: Vor.: abxy =i= 0;
a2xb2n—3xxnv2yn+5.

4.2.5: Vor.: ab $ O;

(a2 + ab + b’) b.

4.2.7:Vor.:n =1,2,3,...,
a 4= b; a2" + b“.

4.2.9: Vor.: a + 0, a + - -:—;

z1(5a2 + 4a + 3).

4.2.11: Vor.: 3:22 — Sal)‘ + 4b‘ $ 0;

3a’ + Sal)’ + 41:4.

4.3.3: Vor.: bx $ 0,

’ 3 3
a =i= 7b. x =i= *- —2‘.V§

(Za + 3b) (2x — 3y) 2

bx '

4.3.5: Vor.: ab $ 0, a =k —b;

(a + b) a2b"‘3. ’

1

4.3.7: Vor.: Ia} # —2— ‘bl;

9.

4.3_.9:'vor.: c a; o, |x| + m;

1'414'271".
2a

[ vor — y)

4.4.2: Nein, da -3 < 0 und \/——3 nicht definiert ist.

4.4.3: Ja, f\'1r.a ä 0.

4.4.5: Ja, aber nur für a = 0.

4.4.7: Ja, für a g -—b.

4.4.9: Ja, da für alle a, b a’ + b’ ä 0 ist.
4.4.10: Ja, für [a\ g [b].

4.5.1: 1. 4.5.2: —33.

4.4.4: Ja, für a 0.

4.4.6: Ja, für a 0.

4.4.8: Ja, für a g b.

H
A

ll/
\

4.5.3: 6. 4.5.4: 4./5'.
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4.6.1: Vor.: a g 0, b g o; 10(2a — 5b). 4.6.2: Vor.: a g o; (7 — 6 „EM.
4.6.3:Vor.:ag 0‚b g O;a + 2JE+ b.

4.6.4: Vor.:a4= —b'—3((/J1).
’ 5(a + b)

4.6.5: Von: la} g ]b|; lb}.

4.6.6: Vor.: 1a[ > [b|; Ia + b1.

4.7.1: Vor.: a 0; a2"". 4.7.2:
4.7.3: a. 4.7.4: Vor.: b g o;{/Pb.
4.7.5: 4.7.6: Von: a g O; VI.
4.7.7: Vor a g 0; l8 a"

4.s.1:2{/ .

4.8.3: Vor.: x > 0;

4.8.2: Vor.: x > O;
5 —3

4.8.4: Von: n > 0;

3 2

4.8.5: Vor.: a > 0; \/a . 4.8.6: Vor.: b > 0, c $ 0; C
a

_ 18 + 5 E
4.s.7:17 +12„/2. 4.8.8:

4.8.9: 2 — J5. ' 4.8.10: 5 + 2./E.

4.s.11: 5 (\/3-0 + 3./Z — 2./3). 4.s_12,#.
25 ‚ .

4.9.1: x = —4—1st kenne Lösung!

23
4.9.2: x = 13. 4.9.3: x = T.
4.9.4: x = 17. 4.9.5: x = 15.

4.9.6: x = 9. 4.9.7: x = 49.

4.9.8: x = 13. _ 4.9.9: x = 3.

4.9.10: X = 3. 4.9.11: x = 3.

25 _ _

4.9.12: x, = l;x2 = ——3—1stkeme Lösung!

4 9 13' - 1. . . X — T.

4914- -12.. .X-13.
4.9.15: .x1 = 21 ist keine Lösung; x; = 9.

4.9.16:x, = 6; x2 = -28 ist keine Lösung!
3

4.9.17: x1 = 5; x; = Tist keine Lösung!

+b
4.10.1:Vor.: x g a;x g b;x = a für a g b entspr. d. Vor.

22s
4.10.2:Vor.: x g 0.x g —4a=; x = 3'; ist keine Lösung!

.7.



Lösungen 93

— b b
4.l0.3:Vor.:xg a‚xg- b‚x g a 4 ;x = b: a füra =t= bunda < bentspr. d. Vor.

. — b 2 ’

4.10.4: Vor.: x g —a‚ x g 0, b g 0; x = (a 4 ) für b ä 0 (mit b > 0 sind alle anderen Vor.
erfüllt).

4.10.5:x= 5füra# cundb* d.

3 3
4.10.6: Vor.: x g -— 3a, x g %, a g 0; x = Tu für a + O (mit a > Osindalleanderen Vor.
erfüllt)

4.10.7: Vor.: x g a, x < b; x = a für a =t= b und a < bentspr. d. Vor.

4.10.8: Vor.: Wenn x g —a ist, muß x > —b sein; wenn x g —a ist, muß x < —b sein; wenn

a > Oisnmußb > 0sein;wenna < 0ist,mul3b < 0sein;x = 0.

4.10.9: Vor.: Wenn x g a ist, muß x < b sein, wenn x g a ist, muß x > b sein, wenn b > 0 ist,
muß a > 0 sein, wenn b < 0 ist, muß a < 0 sein; x = a + b für a + b und a # Oentspr. d. Vor.

a+b
4.10.10:V‘or.:xZ0,x# l,b+0;x= a

2

_ A b) für a 4: b und b + 0 entspr. d. Vor.

1
4.10.11: Vor.: x g —a, x g 4b, a 4: b;x :T(a — 4b) für a 4: b und a g bentspr. d. Vor.

5: Logarithmenrechnung, logarithmisch: Gleichungen und Exponentialgleichungen

5.1.1: a) x = 6. b) x =1. c) x = 4.

d)x=—-3. e)i=—l. f)x=-2.
. 2

g)x=—3. h)x=?. i)x=—1.

_ _ 3
j) x———7.

S.l.2:a)x=3_ b)x=3. c)x=2.
1 .

d)x=?, x e)x=16. f)x=2.

g)x=5. h)x=10.
i) xbe1.pos.,aberx$1. j) x=10.

1
5.1.3:a)x=2. b)x=0. c)x=—3-. d)x=2.

'-6 f *0 ‘i d “ Le)x—. )x—. 'g)x—3‚ )x——2.

5.1.4:a)x%81. b)x=0,00l. c) x=1.
- 1

d)x=32. e)x={/3. r)x=—.
25

5.2.1:a) Vor.:a>0‚_b>0‚c>0; b) Vor.:a>|b|;
2lga+31gb—lgc. lg(z1+b)+1g(a—b).

c) Vor.:a2 + [72 > 0;lg(a’ + b’). d) Vor.:a > —b;2lg(a + b).

e) Vor.:a>O‚b>0; - f) Vor.:a>O‚b>0;
2(lga+lgb). lga+lgb—lg(a+b).

8 Schiiten Vorbereitung
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5.2.2:

Lösungen

g) Vor.:a > Ibl;
1g(a’ +b‘)~lg(a+b) — 1g(u— b).

i) Vor.:a > 0,b > 0;

h) Vor.:a>0‚b>0‚a>b;
2[Iga4—lgb-—lg(a—b)].

j) Vor.:a>0,b> 0;
l 5—(71ga+lgb). —4—(3lga—Igb).

k) Vor.:a > 0‚b > 0;
2(1gb —-lga).

a)Vor.:a>0‚b>0‚c>0; b)Vor.;a>0‚b>0;
Jgsablcz. 1g%‚—.

c)Vor.:a>0,b>0‚c>0; d)Vor.:a>0,b>0,c>0‚d>0;
c2

3 _

1g—-. 13‘/abd.
b c2

e)Vor.:a>—b,a‘—ab+b‘>0; f)Vor.:a>0,b>0;
k 1

lg \/a3+b3. ‘gas:/'
g) Vor.:a>b,a=¢=0,b¢0;wenna>0,dannb>0;wenna<0,dannb<0;

2 .a

lg(a — b

h) VQr.:a > 0,b > O; i) Vo1'.:a >|b1;
‚j „i

z L’. ‚xi
‘g b gg/„Tb?

5.3.1: x = 40,05. 5.3.2: x = 39,72. 5.3.3: x = 1,272.

5.3.4: x = 0,3536. 5.3.5: x = 2864. 5.3.6: x = 3,905.

5.3.7: x = 7,68. 5.3.8: x = 2,428. ‘

5.4.1: x, = 2; xi = -2 ist keine Lösung!

5.4.2: x = 1. 5.4.3: x = 2,324.

5.4.4: x = 2,5119. 5.4.5: x = 0,0000665.

1
5.4.6: x = 211,35. 5.4.7: x = W

5.4.8: x = 0,534 - 10373. 5.4.9: x = 100.

5.4.10: x1 =T10-6-;x2 = ——l—ä6- 5.4.11: x = 1,0274.

ist keine Lösung!

5.4.12: x, = 4,2361; x2 = —0,2361. 5.4.13: x = 1.

5.4.14: x, = 8; 5.4.15: x1 = 6;

x, = -8 ist keine Lösung. x, = —6 is} keine Lösung.

5.4.16: x = 0,01953.
1

5.4.17: Vor.: ax ä 0‚x > 7,11 ä: 0;
. a

— "f" oX- log ura> .

\

5.4.18: Vor.: a > b_, a3 > b’,
a‘+ab+b’>0,x>0;x=1.
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5.5: Für die hier auftretende Basis a gilt stets a > 0 (analog b, c).

5.5.1: x=l. 5.5.2: x1=Z;x2= -1.

5.5.3: x = 4. 5.5.4: x = O.

5.5.5: x1 = 0;x2 = ~—8. 5.5.6:Vor.: m + 0, n 4= 0; x, = 0;x; = In +n.

5.5.7: x =10. 5.5.8: ‘x = -4.

5.5.9: x = 6,65. 5.5.10: x = —6‚65.

5.5.11: x = —1‚2925. 5.5.12: x = —15,872.

5.5.13: x = —3,o9.

5.5.14:x = rura¢%. N

5.5.l5:x =;Lfmw #-1-.nlga +1gb b

1 a — l b — l c 1
5.5.16:x = rmb* 7.

6: Trigofiometrie und goniomelrische Gleichungen

6.1.1: 7,592. 6.1.2: 135°.

6.1.3: 0,S5° = 0,0I)9599. 6.1.4: l‚1459°.

6.2.1: coszx = + L 6.2.2: coszx = + -—7—
‘ 25 ’ ' ‘ 25 ’

tanzx=+£ tanoc=$——2—4—_ 7 , 7 ‚

'cotoc=+—7—. coto¢=$—7—.
‘ 24 \ 24

12 _ 1 —- n2
6.2.3: tanoc = —5—-, 6.2.4: smcx = i 1 + n, ‚

sinoc=+_li tana=+l—nz
— 13 ’ — Zn ’

coszx-2+; cot<x=+ 2"
’ 13 ' ’ 1 — I12 ‚

6.2.5:cotoc=#‚ coscx=i%‚ sinoc=iJT3.

5-3-1i ‚V = - Sin-2-x. 6.3.2: y = — sin-J-c- .

2 2

6.3.3: y = tan x . 6.3.4: y = tan x.

6.4.1: sin oc. 6.4.2: cos cc. 6.4.3: ‘/2 cos 04. 6.4.4: J2 cos a.

6.5.1: Die Hangabtriebskraft beträgt 35 N, die Normalkraft 60,6 N.

6.5.2: Die Breite des Flusses lzeträgt 9,5 m.

6.5.3: Der Flächeninhalt des gleichschenkligen Dreiecks beträgt A = hitan %, die Basis
y .

c = 2h„ tan? .

gar
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6.5.4: Die Resultiercnde beträgt 16,75 N, sie bildet mit der ersten Kraft einen Winkel von 65°.

6.5.5: Die Punkte A und B sind vom Punkt C 750 m bzw. 628 m entfernt.

6.5.6: Die Höhe des Turmes beträgt 84,5 m; er ist vom Kilometerstein 3,2 104 m entfernt.

6.5.7: Die Spitze des Berges liegt 1311,55 m über dem Wasserspiegel des Bergsees.

6.5.8: Der Einfallswinkel ist 40,05°.

6.6.1: x1 = 1: + 6k1r,

6.6.2: x1 = 260° + k - 360°,

6.6.3: x = 174,98“ + k - 180°.

x2 = 21: + 6k7r.

X2 = 280° + k ' 360°.

6.6.4: x1 = l + kn, X; z E + krr.
36 36 .

6.6.5: x = l57,5l° + k- 180°

6.6.6: x1=i+£k7r, x2=-S-1:+—k7r
18 3 9

6.6.7: x = 30° + k ‘ 180°. .

6.6.8: x1 = 45° + k - 360°, X; = 135° + k ' 360°.

6.6.9: x1 = 4" + kn, x2 = 71 + -I—k11.
15 15 2

6.6.10: x1 2 46,78° + k - 360°; = 133,22“ + k ~ 360°;

x3 = 193,22° + k ' 360°; x4 = 346‚7S° + k ~ 360°.

6.6.11: x1 = 38‚66° + k: 360°; x2 = 321‚34° + k - 360°.

6.6.12: x1 = 34,88° + k - 360°; x2 = 101,52“ + k ~ 360°.

6.6.l3:x1 = krr; x2 = 1 + Lkw.
4 2

7T

6.6.14: x1 = —2— + kn, x2 : n + 2km

6.6.15: x1 = (2k +1)rr; x2 = 3—:- + Zkrr.

6.6.16: x1 = 17‚03° + k ~ 360°; X; = 162,97° + k - 360°.

6.6.17: x1 = 80° + k ' 180"; X2 = 144,94“ + k '180°.

6.6.18: x1 = 18° + k ~ 360°; x2 = 78° + k: 360°.

6.6.19: x1 = 1+ krr; x2 = l + kn‘.
6 3

6.6.20: x1 = 21,12° + k - 360°;

x3 = 158,88° + k - 360°;

x5 = 316,08’ + k - 360°.

6.6.21: x1 = 53‚l3° + k '180°;

6.6.22: x = 75° + k ‘ 360°.

6.6.23: x1 = 80,7° + k- 360°;

x2 = 90° + k ~180°;

x4 = 223,92” + k ~ 360°;

X2 = 135° + k- 180°.

X; = 242,48” + k - 360°.

6.6.24: Keine Lösungen!
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7: Ebene Geometrie

97

7.1.1; a)y= b)y=x+2‚
. y= —x— 1,

1 -— 1 — 1 — 1 — 1y=+-?\/3x——3-\/3—1, y=T\/3x+—2—\/3+-2-‚

1 — 1 — 1 — 1 — 1y=—-3-x/3x+-?\/3-1, y=—-3-\/3x—7\/3+7.
x y x y

7.1.2. a)7+—2--1, b)—7—7_1,
2x+3y—6=0, —2x—y—4=0,

2y=—?x+2, y=——2x—4,

a: 146,3°, oc=116,S°.

-9 -44
71.3 a)d=T, b)d=T.
7>14: a) x‚=6‚ y.—4. <J<(g1,s'2)=15.2°;

b) x;=6. y:=5. %<(.§'1.gz)=22.2°.

7.1.5: a) A(—5; -1), b) a = 11,7,

B(3; —2)‚ b = 9,22,

C(-3;8); c= 8,06;

c) s,:y=—5-x+3, .v,=6,4,

11 5
s„y-— 14x+l-Ä‚ s,,=8,9,

19 69
Sc .V- —TX T. Sc=9,72;

3
d) h„: y = ?x + 2, h, = 6,34,

2 4’
ha‚V—--5'X-?‚ hn=3.02‚

ht y= 8x+32, hc=9,19;
3

e)oc=84,6°, f) m,,:y=—5-x+3,’

,3—519° - — 47
— „ m„.y——9x+18‚

D 13y=43,5, m,:y=8x+-T;
S(— 0,47; 2,72).

5 23
7.1.6: a)y=2x—4, b)y=—j4-x+T.
7.1.7: y = -3x — 3.

7.2.1: a) x’ + y’ + 4x —— 6y —— 12 = 0;

c) (x—2)1+(y+ I)’: l6;

b) (x — Z,1)2 + (y — 2,1)2 = 4,41

oder (x —-11,9)’ + (y —11,9)’ = 141,6;

d) x2 +y2 — 8x=0odcr x’ +y’ + 8x =.0;
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7.2.2:

7.2.3:

7.2.4:

7.3.1:

7.3.2:

7.3.3:

7.3.4:

7.3.5:

Lösungen

e) x2+y2+6x+4y—12=0
oderx2+y2—2x— 4=0;

a) P1(-1; 10) und P;(—4; 7);
c) keine Lösungen;

f) x2+y2-—l0x+4y+4=0
oderx’ +y’— 5x—6y+9=0.

b) P(3; 5) ist Berührungspunkt;
d) P‚(8‚78; 4,78) und Pz(-4‚78; —8,78).

a)y=0,58x+9,Z, b)y=——5—.T\1/Llx+ u

y= —2-\/‘2.x+ 18,

_2;_;fi_x+1_’?.'_}/5_;

y = —0,58x — 1,19,

=1‚l2x— 8,35, y:

y= -—1,1Zx— 1,65; /

4 10 1 — —c)y=—3-x+—3—, d)y=7x+2\/5, y=—2x+4\/5

4 8 1 _ -.v=~7x+T; }’=?x—2\/5, y=——2x—4\/5.

a) Die Kreise liegen konzentrisch zueinander.

b) Die Kreise berühren einander von außen.

i3 I ._

c) Die Kreise schneiden sich in den Punkten P, (— — + -2-J41, — 3
2

3 I — 1 1 _.

“UdP2(‘3‘“—2‘\/41 ‚ —?+7\/41).
d) Die Kreise berühren einander von innen. ‚

e) Die Kreise schneiden sich in den Punkten P1(4, 2) und P2(2,2; —1,6).

_ g‘/47)

a) y’ = 6x; b) x2 = 6y.

16 3 ‘4
3).V2=—5‘X. P=-5‘. f=?;

25 25 25 ’

X2=.T.V‚ I)=T‚ f=fi:
4 2 l

b)y2—3X, P=;. f=3'; /

81 31 81

"2="“2"' P= T’ /=7
a) Die Kurven berühren sich im Punkt P(4; 4).

b) Die Kurven meiden einander.
c) Die Kurven schneiden sich in den Punkten P‚(4; —4) und Pz(1; 2).

a) (y - 3)‘ = 4(x + 2); b) (y + 4)’ = —x;
c) (x—3)2= 14(y— 1); d) (x+5)2= ~6y.

a) S(—3; 1), p = 1, nach oben geöffnet;
3 t

b) S(0; 1), p = — 3 , nach links geöffnet;

1
c) S(—4; 4), p = — 7 , nach unten geöifnet;

2 3 r

d) S ;0), p'— — -5 , nach links geöffnet;



7.3.6:

7.4.1:

7.4.4:

7.4.5:

7.5.1:

7.5.4:

7.5.6:

7.5.7:

7.5.8:

7.5.9:

7.5.10:
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1 ..

e) S(1; —2), p = -6- , nach oben geoffnet;

1
f) S(3; 0), ' p = 3 , nach oben geöifnet.

5 17 1y=1—5x+2x2, S7‘-,~T, p=T.

-5b~—3 742 x2 ’2—1a——,-, .. 25+16—.
/11(-5:0)./12(5;0). X’ y’

7.4.3: —— ——= 1.
B.(o;3),B2<o; -3). 1 + s

F1(-4; 0). Fz(4; 0).
_ 9P‘?-

a) M(3;1), a= 10, b=5;
b) M(0;—7), a=2«„/2, b=4-„/2;
c)M(1;2)‚ a=2-s/3, b=2;
d) M(—3;4), a=3, b=4.

(x — 3)’ y’ x’ (y + 6)’
""W+§-‘~ ")r63+‘T4z"-‘-
a)a=3,b=4,e=5, b)a=5,b=12,e=13,

x—Richtung, x-Richtung,
4 12

}'= iTX; .V= i?X;
c)a=\/3:b=1,e=2, d)a'=6,b=s,e=16,

y-Richtung, y-Richtung,
1 — 4J/=1?‘/3x; y=:-'3—x.

X2 y2 X2 y2
E—E_1. 7.5.3 E—iE_1.
x2 yz y: x25-54. ’7.s.5.7—E_1

e...(: 2 Jagfi).
p... (i 5/3; _ gfi).
a) M(—-1; —2)‚ a = 5, b = 4. .7?-Richtung;

‚ 2 _

-b) M(—1; -2), a = 1, b =7‘/3, y-Richtung;

3 3
c) zweifierade: l = ii. .

(x — 2)’ (y + 3)’ (y + 27‘ (x + 4)’ _

“)T4“"'_’1Fo““1 b’ 9 ‘ 16 -‘-
X2 yz __ ___

fi—fi—1. Xuz-i3\/2» J’1:2-i2\/2~‘
2 _ x2 yz

a).v =8x. b)P,;2(6;_+_4\/3), c)m+fi=1.
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’ __ 5 2 2 _' __

7.6.1: ("—7—)-——”?=1; Hyperbe1mitM(5;0), a=\/7,b=\/5.
. ‘ 1
7.6.2: (y — 3)’ = —(x — l2); nach links geöffnete Parabel mit S(6; 3),p = — -2- .

1 __ _ 1
7.6.3: (x — 2)’ = -2 - -2- ;nach unten geolfnete Parabel mit S 2,7 ,p = -1.

( s): ( 4);mA:———L—+—:—1—=r HmmmhM i~i a=6b=4
36 16 ’ 2 ’ 3 ' ’ '

_ 4 2 1 2

may gE¥—+9%%L=1;E®mmhMMrfi,a=ib=L
7.6.6: (x+y+6)(x—y+ l)=0; zweiGeradey= —x—6undy=x+ 1.

-22 11 —MJ:grL—g%%L=1;HmmMmüMGhD‚a=Lb=J&
3 1 41 _ 3 41

7.6.8: x + — = 4 y + -K ; nach oben geoffnete Parabel mit S — — F , p : 2.
2 ‘z’;

4 _2 3 _2

(“W9 (“Wsl7.6.9: je+ ——9—— = —1;imaginäre Ellipse.

~
|

13 F
7.6.10: (x +1)’ + (y +1)’ = T; Kreis mit r = A/T, M(—1;—1).

8: Vektoralgebra und Anwendung auf die analytische Geometrie

1 1 1
8.1.1: s,,=c+—2—a, s,,=a+7b, s,,=b+7c.

8.1.2: a) x = (11,12,1S), b) x = (7,~—11,10).

s13 ) x 814 '3' 3..:ae= —, ..:-—-=—.
./15 IbI 1

b) — xe— 3 V

1 8.1.6: a = x, + x; + x3,
8.1.5. a —7(e + f), a =Älal +1282 + has

I mit/11=2,}.2=—4,Z3=7;
h=-—-(e—f).

ü‘ 2 . x1=6e,+8e2+2e3,
8.1.7: 21)], = 12 = Z3 = O; x, = — 8e; —— 4e3‚

a.,a2‚a3 sind lin. unabhängig. x3 = 7e; + 7e; + 7e3.

wA=;g=1h=—m
‚ a, ‚ a, ‚ a, sind linear abhängig.

3.2.1: a) a~b = s, 3.2.2: w, = 0°,

b)a-b=9\/3. (P2=l8Ü°.

3.2.3: a)a-h=30, b)a-b=0,
ä: (a, b) = 30,7", 4): (a,b) = 90°.



8.2.4:

8.2.5:

8.2.7:

8.3.1:

8.3.2:

8.3.3:

8.3.4:

8.4.1:

8.4.2:

8.4.3:

8.4.5 :

8.4.6:

8.4.7:

8.4.8:

8.4.9:

8.4.10:

8.4.11:

8.4.12:

8.4.13:

8.4.14:

8.4.15:

8.4.16:
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a)a~b=—1, d)(a+b)-c=0, ac+bc=0,
b)a~c=17, e) (a-b)~c=-c,
e) b~c=—-11, a-(b-c)=-17e1-5le2+17e3.

l
i. = —-1—0—. 8.2.6. e; (a, b) = 135 .

x, = (—2,1, 1), 8.2.8: q; = s4,72°. 3.2.9: W= 70 Nm.
x2 = (2, —l‚ -1).
a >< b = —29e‚ + 9e; + 22e3,

b x a = 29c, — 9e; — 2293.

a) e, ><e2=e3, b)ez ><e,= —e3, c)e, >< e‚=0.
a)a><b=—9e1—e‚—8e3, b)a><c=4e‚—ez+5e3,
c)b><c=—§e,+8e2—e3, d)c><b=6e1—8e;+e3,
e) (a+b) X c= -Ze, +7ez+4e3, f) (a >< b) >< c=18e, —42e;— 15e3.

]M)= 12,99 Nm.

a)!=5; b)1=./E; c)1=./E.
1 9 1 7a)P.„(7;-1); b)I’...(6;5;—2-); c)P...(1;7;-2-).

1 5 7
PT ;3> bzw. PT(—9; —5). 8.4.4: a) S (T;
a)x=(1,2)+}.(1,—l); b)S(1;—:—;—:—).

b) x-= (1, -2, 3) + 2(—1‚4,_—2);
c) x = (4, 5, 2) + }.(—3, —6, 1).

a) Die Geraden schneiden sich im Punkte S(2; —6).
b) Die Geraden verlaufen parallel.
c) Die Geraden schneiden sich im Punkte S(13; —2; 9).
d) Die Geraden verlaufen windschief zueinander.
e) Die Geraden verlaufen windschief zueinander.

a) X = (1.4, -1) + M2, -5. -1) + M(0. -5,0);
b) x = (2, 3,1) + A(—3, -7, 2) + ,u(—7, -5, 0).

a) 5x, + 3x; = —-2; b) —3x1 + x; = —5.

a) 17x1 + 11x; — x; = 74; b) x2 - X3 = -2.

a) X=(3‚0)+7-(—3‚-4); b) X=(-4.0)+l(—3.-2).
a) :r= (12, 0, 0) + z.(—12, 4, o) + „a2, o, 3);
b) x = (3, 0,0) + ,1(—3, —3‚ o) + ‚4-3, o, 3).

a) A = 2; b) A = 0.

a) B= 2„/1_4; b) B= 4./2.
a) x = (1,1,1) + 2(2,1‚1)+ ‚.(1‚o‚o);
b) x = (4, —2, s) + «s, 7, 2) + „(—3, 2, 2).

a) 2x, +3x2—x3=l5; b) x1—x2+2x3=10.
5 7

a) S = (— i, —4, —-5); b) kein Schnittpunkt;

c) die Gerade liegt in der Ebene.
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9: Funktionen.

9.1.1: a) D, = {(—oo,0), (o, 00)}, b) D, = ( ,oo),
W1‘ = (-00.00); W: = (-00.00);

c) D; = (0, 00).
W1 = (-00. 0°): -

9.1.2: a) 0, = [-1,1], b) D, ä [2, oo),
Wy= 10,11; W/= [0,o0);

c) D, = {(—oo, —1),(1,oo>}.
W, = (o, eo).

9.1.3: a) D, = (—oo,oo), b) D, = (—oo,0],
W; = (1, 00); W; = (0,1);

c) D; = {(—00‚ 1)‚ (l. 00)}. d) D: = I0. 00)‚
W; = (0‚ 00); W; = [0‚ 00):

e) D; = (0‚00)‚
W: = ('-00.0% .

9.l.4::a) D, = (2k1r,(2k + 1)n), b) 0, = {(0, 10), (10, 00)},
W; = (-00,0); . W: = {(—00‚ 0), (0. 00)}:

c) Dr = (I, co).
W, = (-00, oo).

9.2.1: y = f"(x) = —*-I3-x + 727,- xe D,—. = (~00, o0) (Bild 9.12).

x + 1 - Ä

9.2.2: y = f“(x) = X fl fixe 0,0. = {(—oo, 1), (1, 00)} = W,*.(B1ld 9.13).

Y

1

\ 1 x

Bild 9.12 Bild 9.13

9.2.3: y, = f;‘(x) = 1/§,xeo,—. = [0,oo),

y, = /';‘(x) = — 3/—x, xeD,—1 = (——oo,0] (Bild 9.14).

9.2.4: y = f“(.x) = e"“, x e Dr: = (—oo,\oo) (Bild 9.15).
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.3.2: Vor.:x g 0,x 4: 1,

y+l -1 ’ ’x=f(y)=a‘y_1..v%=1- x=f(‘y)=(Jy%),,v+—1.
9.3.3: Vor.:x;0,a;0,x/;+\/;>0, 9.3.4: Vor.:x; -1,x=t=0,

y—1 2 —4yX=f(J’)=a'<":_‘1‘),y4=-1. X=f(y)=W.y*-1.
9.4.1: Man zeichne yl = x, y; = sin x und addiere die zur gleichen Abszisse x gehörenden Funk-
tionswerte.

9.4.2: analog 9.4.1.

1

9.4.3: Man zeichne y, = e‘, y; = 3e’, y; = cos x und subtrahiere die entsprechenden Funktions-
werte.

9.4.4: Man zeichne ‚v1 = sin x,y2 = sin 2x und verschiebe die Kurve um f-in Richtung der positiven

x-Achse, wodurch man y3=sin (2x — erhält. Danach zeichne man y.. = y = 3 - sin (Zx — .

9.4.5: Die grafische Darstellung von y = 2x —i1 = 2 (x — ä erhält man durch Verschieben der

grafi L Da: tellung von y = 2x längs der y—Achse um die Strecke (-1) oder längs der x-Achse
1

um die Strecke E.

z: .9.4.6: y = 4);‘ erhält man aus der g: ‘ Darstellung von y = x’ durch Dehnung in Richtung

der y-Aehse (Dehnungsfaktor 4, weil%= x’) oder durch Stauchung in Richtung der x-Achse

. x 2( | chungsfaktor 2, weil y = )
7

9.4.7: Der gesuchte Kreis wird aus x’ + y’ = 25 durch eine entsprechende zusammengesetzte
Verschiebung gewonnen.

9.4.8’: y = 2"’ erhält man durch Parallelverschiebung der Kurve.y = 2‘ längs der x—Achse um die
1

Strecke 3 oder durch Stauchung in Richtung der y-Achse (Faktor 8, weil y = 2“’ = E2‘).

951 {x fI'.irx;0, 952 {x+1 fürxäo,
H.y— —x fürx<0 "iy- —x+1fürx<0

(Bild 9.16). (Bild 9.17).‘

J’ „Y

.v=|xI FIX!”

l x I X

Bild 9.16 Bild 9.17

sin(—x) für «n: g x g 0, _'
9.5.9: y = (Bild 9.18)

sinx für 0<x§7:
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9.6.1: Ungerade Funktion (Bild 9.19).

/\-17/{WNI
-:2 | it x 7 am

Bild 9.18 Bild 9.19

9.6.2: Gerade Funktion (Bild 9.20).
9.6.3: Gerade Funktion (Bild 9.21).

Bild 9.20 Bild 9.21

9.6.4: Gerade Funktion (Bild 9.22).
9.6.5: Weder gerade noch ungerade Funktion (Bild 9.23).

. zJ, _y~//7x

„Y ‘y=x-i

-1 1 X X

.5 ’

Bild 9.22 Bild 9.23

9.6.6: Ungerade Funktion (Bild 9.24).
9.6.7: Weder gerade noch ungerade Funktion (Bild 9.25).

y w,

‘<

Bild 9.24 Bild 9.25

9.6.8: Weder gerade noch ungerade Funktion (Bild 9.26)
9.6.9: Gerade Funktion (Bild 9.27).

\y=/n/x-7)

Bild 9.26 Bild 9.27
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l0: Ungleichungen und Beträge

7
10.1.1: x > 5. 10.1.2: x > -2-. 10.1.3: x < 3.

15
10.1.4: x < ~14. 10.1.5: x _Z_ — T. 10.1.6: x g 2 und x g —l.

l1
10.2.1:x<3und.x§4. 10.2.2:x;Tund x< 2.

l0.2.3:x>—1undx<—3. 10.2.4:x<—1und7§x<1.
3 1

10.2.S:x> 1undx§ *7. 10.2.6:x>1undx§§.
l0.3.l:1 <x< 3. l0.3.2:—1<x<5.

10.3.3: 0 < x < 6. . 10.3.4: x beL, aber x ¢ 0 und x 4: 4.
1

10.3.S:x§ 1,aberx#= —4. l0.3.6:—l <xg «?.
2 3

10.3.7: x > Fund x < 0. ‘ 10.3.8: x > E.

10.4.1:

Bild 10.3 Bild 10.4

10.4.3: 10.4.4:

22 *M ‚

Bild 10.5 Bild 10.6

1 lx+1fii:x;-3, ‘—3x—1 fiirxg—-E,
1o,5_1; y = 1 10.5.2: y = l

—3x—1fi'1rx<—f—2. x+1fL'ux<——?.

Bild 10.7 ‘ Bild 10.8
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2 l0
—x—2 fi‘1rx;——3-, 5x—7 fi.'|rx;—7-,

10.5.3: = l0.5.4: =

y 5 2 f, . 2 y 1 1F 1o
x+ urx<—3. 3x—3urx<T.

J’

_.§. X

I

l

Bild 10.9 Bild 10.10

2
l0.6.l:y<2x+2 fürxä ‘Es 10.6.2:y§ —x+6 fiirx;2,

2
y<~4x—2 ffirx<—?. y; x+2 fi.irx<2.

y ’ J’

y

„L X X
3

Bild 10,11 Bild 10.12

10.6.3.y< —x+S ffirygz, 10.6.4:y§—x+5 rm-ésgxgo
y> x-l füry<2‚ und5§y§8;

y; x+5 für —3§x<0
und 2§y<5;

y; x+11 für ——6_S_x<—3
und 5§y<8;

yä-x-l für ——6<x<—3
und 2<y<5.

Bild 10.13

Bild 10.14
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