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1 Lineare Algebra

1.1 Vektoren in der Ebene - Ubersicht

1.1.1 01_1 Veranschaulichung von Vektoren in der Ebene

Y Y
A A
Punkt (a1, a2)
Ag-|-—---=-=-=-=-=-=-=-=-- - - - -
2. Koordinate | 7 Pfeil”
41 41 |
N |
0 |
&
2 21 |
1. Koordinate :
0 ! ! » T 0 ! ! —» T
0 2 4 0 2 4
Abbildung 1.1: Punkt (a1, ag) Abbildung 1.2: @ = (a1, az)
a= (a1,a2) auch iiblich a= ( Zl > < Geordnetes Paar
2

1.1.2 01_1 Menge aller Vektoren in der Ebene

Die Menge aller Vektoren in der Ebene heifit R?; dabei ist R die Menge der reellen Zahlen. Also:
R = {5: (al,a2)|a1 eR,as € R}

1.1.3 01_1 Addition von Vektoren in der Ebene

Die Addition von Vektoren liefert als Ergebnis wieder einen Vektor.

ai,az),b = (by,by)
= ((a1 + b1, a2 + b2))

rechnerisch: a=(
a+b



1 Lineare Algebra

zeichnerisch:

Y Parallelogramm

as + ba-

bo-

Rechenregeln:

Rechenregel: i+0=a



1.1 Vektoren in der Ebene - Ubersicht

1.1.5 01_2 Subtraktion von Vektoren in der Ebene

Die Subtraktion von Vektoren liefert wieder einen Vektor.

rechnerisch: d = (a1,a2),b=(b1,b2)
a—b= (a1 —b1,a2 —bg)
zeichnerisch:
Yy
A
Ag-{---------- g
‘ . 2 tas — by | RN .
| S | R
1 s 1 AN
! 4 by S b e >
i B 1
l * l —>
—4 a; — by -2 -1 1 ay 3 4 by
Abbildung 1.4: Subtraktion von Vektoren a — b
Rechenregel: a—-a=0



1 Lineare Algebra

1.1.6 01_2 Multiplikation von einem Vektor mit einem Skalar (einer Zahl)

Liefert wieder einen Vektor.

rechnerisch: a=(a1,a2),keR
k-d= (k~a1,k~a2)
k=0:0-a=0
zeichnerisch:
)
A
k > 0: Strecken/Stauchen
k < 0: Richtung 3y A--------- um-Faktor kdder: k-=-3 - - - - - - -
dandern und Stre- JPtae o
cken/Stauchen um Faktor 7 |
—k hier: —k =2 2 R 7 |
. @/ 7 l
ag |---------- e ’ :
@ | l
f ! —»
-4 -2 2 4 6
: A (ll 3 (_il
: - !
A 2+ —2-as
Abbildung 1.5: Multiplikation von Vektoren & - b
Rechenregeln: (k1 ko) -a=ky - (ky-d);
1-d=d,
k-a+@:ﬁza+hi
(k14 ko) -d=ky-d+ ko

Zusammenhang mit der Subtraktion:
i—b=d+(-1)-b



1.1 Vektoren in der Ebene - Ubersicht

1.1.7 02_1 ,,Kanonische"” Basisvektoren in der Ebene

€1 = (1,0); €3 = (0,1)
Darstellung von @ = a1 - €1 + ag - €3

1.1.8 02_1 Lineare Abhidngigkeit (Kollinearitat)

@ und b sind linear abhéinging falls gilt:
es gibt k1 mit @ = kq - b oder

es gibt ko mit b= ko -a

e Anschauung fiir @ = (a1, as), b = (b1, by): die Punkte (a1, as) und (by, by) liegen auf einer Geraden
durch den Nullpunkt.

e Gegenteil: lineare Abhéngigkeit

1.1.9 02_1 Linge (Norm) eines Vektors in der Ebene

Y
A
Jr---------------4 ‘
|
|
|
2 |
° L@
1 1
|
|
A
! » T
1 a7 2 3

Abbildung 1.6: Linge (Norm) eines Vektors in der Ebene

e |@| = \/a? + a%. Auch iiblich: ||@||

e ist auch der Abstand zwischen den Punkten (0,0) und (aq,as)

Rechenregeln: |@ = 0 gilt nur fiir @ =0
|- al = [k] - [al;
i+ < \d|+‘b‘

o fiir @ = (ay,az), b= (by,by) ist ‘EL’— 5‘ der Abstand der Punkte (aj,az2) und (b1, be).



1 Lineare Algebra

1.1.10 02_2 Einheitsvektoren

Einheitsvekotren sind Vektoren der Lénge 1.

1.1.11 02_2 Skalarprodukt von zwei Vektoren in der Ebene
e liefert wieder einen Skalar

e Berechnung fiir @ = (a1, az), b = (b1, b);

<a, 5> — a1by + asho auch iibliche Schreibweise: (a, 5) baw. @- b
Rechenregeln: a, 5> = <ﬁ, ay;
-+ “,5> - a,5> n <5,5>;
k-dby =k (@.b);
(@,d) >0 fird#0
(a.8)| <lal |5

1.1.12 02_2 Offnungswinkel zwischen zwei Vektoren @ # 0, 575 0 in der Ebene

Yy
A
b
3
2
1 Q (d, g) a
» T
1 2 3

Abbildung 1.7: Offnungswinkel zwischen zwei Vektoren in der Ebene

cos [ o Ez’,g = j_’bﬂ,wobeioga &',5 <7
(o (3) - £ o< a7

im Bogenmaf (d.h. 0° < « (Ei, b) < 180° im Gradmaf)



1.1 Vektoren in der Ebene - Ubersicht

1.1.13 Aufgaben - Vektoren in der Ebene
Aufgabe 1

(Losung siehe3.1)

Gegeben sind: a=(3,4), b=(10,5), é=a—ib

1
2

a. Bestimmen Sie ¢ durch Zeichnung und Rechnung!

b, |a.

b. Bestimmen Sie |d],

c. Bestimmen Sie den Offnungswinkel o (@, &) und « (Ei, l;)
Aufgabe 2

Welche Gegenkraft F hebt die folgenden vier Einzelkrifte, die an einem Massepunkt angreifen, in der
Wirkung auf?

F} = (200N, 110N) (=10N, 30N)

2 =
Fs = (40N, 85N) Fy = (=30N, —50N)
Von welchem Betrag ist F? Unter welchem Winkel greifen Fi und F, den Massepunkt an?

Aufgabe 3

Gegeben sind: @ = (3,-1,2), b= (1,2,4),¢=(1,1,1).
Berechnen Sie:

a. @+bda—b4-a —

b. |a, |b

> lel,

c. « (&’, E),
d. @ x bund den Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms,

e. [EL’, l_)’,é'} und das Volumen des von a, bund & aufgespannten Spats.

Aufgabe 4

Eine Kraft F mit |F ‘ = 85N verschiebt einen Massenpunkt um eine Strecke § mit |3] = 32m; dabei wird

eine Arbeit von W = 1360J verrichtet.
Unter welchem Winkel greift die Kraft an?



1 Lineare Algebra

Aufgabe 5

Gegeben sind die folgenden Matrizen:

1 0 2

A‘(o 3 o)
4 5

B=1% 0)
0 1

c=(o 4)
1 3

o=} 1)
1 _2

r=(0 7 )

A+ B

B+C

C-D

4-F

B-A

A-B

B-C

C-B

D-F

F-D

D

D71

At

Bt

1.2 Vektoren im Raum und n-dimensionale Vektoren - Ubersicht

1.2.1 03_1 Veranschaulichung von Vektoren im Raum

ai
a = (a1, az,as3) auch iiblich @ = | as | « Tripel
as

10



1.2 Vektoren im Raum und n-dimensionale Vektoren - Ubersicht

Abbildung 1.8: Punkt(ay, as,as) Abbildung 1.9: @ = (a1, az, as)

1.2.2 03_1 Menge aller Vektoren im Raum / Menge aller n-dimensionalen Vektoren

o Die Menge heifit R? / R™;
° Dabei ist n eine natiirliche Zahl, n € IN.
o Also: R® = {(a1,a2,a3) |a1,az2,a3 € R}

o R3:{(a1,...,an) |a1,...anEJR}
n—Tupel\J

1.2.3 03_1 Addition von n-dimensionalen Vektoren

Die Addition liefert wieder einen Vektor.

Berechnung: a=(ay,...,an), b= (b1,...,by)
G+b= (a1 4+ b1,...,an +by)

Rechenregeln wie fiir n = 2.

1.2.4 03_1 n-dimensionaler Nullvektor

11



1 Lineare Algebra
0=(0,...,0)
Rechenregeln wie fiir n = 2.

1.2.5 03_2 Subtraktion von n-dimensionalen Vektoren

Die Subtraktion liefert wieder einen Vektor.

Berechnung;: a=(ay,...,an), b= (by,...,bpn)

Rechenregeln und Zusammenhang mit der Subtraktion wie fiir n = 2.

1.2.6 03_2 Multiplikation von einem n-dimensionale Vektor mit einem Skalar

Die Multiplikation liefert wieder einen Vektor.
Berechnung: a=(ay,...,an), ke R
k-d=(k-a,....,k-a,)

Rechenregeln und Zusammenhang mit der Subtraktion wie fiir n = 2.

12



1.2 Vektoren im Raum und n-dimensionale Vektoren - Ubersicht

1.2.7 03_2 ,,Kanonische"” n-dimensionale Basisvektoren

i. Koordinate

Darstellung von @ = (aq,...,a,):

n
d=a161+...+ane, =Y. a;é;
i=1
1.2.8 03_2 Eine Linearkombination von m n-dimensionalen Vektoren a1, ..., a,,
ist ein Ausdruck der Form
ki-ai+...4+ky-am = k;j-d;
j=1
1.2.9 03_2 Lineare Abhéangigkeit von n-dimensionalen Vektoren

Gl, .- -, am sind linear abhéngig, falls sich einer der Vektoren als Linearkombination der restlichen
darstellen ldsst.
Gegenteil: lineare Unabhéngigkeit

e Lineare Abhingigkeit fiir drei Vektoren im Raum:
— anderer Name: Komplanaritéit

— Anschauung fiir @ = (a1, as, as), b= (b1,b2,b3), = (c1,ca,c3):
die Punkte (a1, aq,as), (b1,be,bs) und (c1, 2, c3) liegen auf einer Ebene durch den Nullpunkt.

1.2.10 04_1 Lange (Norm) eines n-dimensionalen Vektors

Berechnung:
a=(ay,...,an)

n
ld| = Va2 + ...+ a,? = a?
=1

Rechenregeln wie fiir n = 2
fiir n = 3 ist |d|| auch der Abstand der Punkte (0,0,0) und (ay,as, as)

fir n = 3, &’(al,ag,a3)7 g(bl,bg,bg,)

13



1 Lineare Algebra

ist ||@ — b]| auch der Abstand der Punkte (a1, az, as)
und (bl, bg, b3)

1.2.11 04_1 n-dimensionale Einheitsvektoren

sind Vektoren der Linge 1

1.2.12 04_1 Skalarprodukt von zwei n-dimensionalen Vektoren

liefert einen Skalar
Berechnung: @ = (aq, ..., a,), I_;— (b1,...,by)

<c_i, g> =aiby +... +ab1 = Z a;b;

Rechenregeln wie fiir n = 2

1.2.13 04_1 Offnungswinkel zwischen zwei n-dimensionalen Vektoren @ # 0 und l;yé 0

Berechnung: cos( ( )) = a|| |

=)

wobei 0 < a (@, b) < 7 im Bogenmafl

(d.h. 0° < o (@, 5 < 180° im Gradmaf),

also wie fiir n =

1.2.14 04_1 Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren im R3

gibt es nur im R3
liefert wieder einen Vektor
Berechnung: @ = (a1, az, as), b= (b1, b2,b3)
axb = (agbs — asba, asby — a1bs, a1bs — asby)

" KXUZ "

anderer Name: Kreuzprodukt
Rechenregeln:

-,

(d.h. @ x b steht senkrecht auf @ und b)
i x B" —|al- (6‘ . sin (a (5,5)) fir @,5 40

14



1.2 Vektoren im Raum und n-dimensionale Vektoren - Ubersicht

Qy

Sind @ und b linear unabhéngig,
e S0 ist @ x b so orientiert, dass d,

bund @ x b der ”Rechte Hand
Regel” geniigen.

Sl

XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXXXY VY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY 2222020222202 02 072220202777,
bxa=— (d X l;)
<Ei,6>< 5> - <5,a>< 5> —0

15



1 Lineare Algebra
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2 23_1 Differentialrechnung in R

2.1 Grenzwertbildung bei Funktionen und Stetigkeit: Ubersicht

2.1.1 Grenzwertbildung bei Funktionen
1. Esist lim f(z)=c¢
T—To

17






3 Losungen

3.1 Aufgabe 1

Gegeben sind: a=(3,4), b= (10,5), c¢=a— %5

a. Bestimmen Sie ¢ durch Zeichnung und Rechnung!

bl. lel-

b. Bestimmen Sie |d],

c. Bestimmen Sie den Offnungswinkel « (@,¢) und « (Ei, l;)

3.1.1 Lésung
Zeichnung
Yy
bo 5 +———"—"———————————— — — — — — — — —
|
|
az 4 +~—————— }
| \
- |
3+ } b |
|
2+ @ - | ‘
%) [ 1 }
| | |
1+ | | |
| | |
| [ |
| | | | | | | | | | | ; | x
3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q L ay %bl by
a.
Rechnung

b. |@=[(3,4)=Vv3+42=/9+16=v25=5

(-2

)

[\l

)

19



3 Losungen

-

b

= |(10,6)| = v/10% + 52 = /100 + 25 = /125 = v/5 - 25 = 5v/5 =2 11.18033988

1= 1(-2.3) = /=27 + () = i T = B = E =

c. a=a«a(@?d,0<a<n

@,c 3,4),(-2,3 3(— .3 _ x (A ano
COS(O[)Z |i’1‘|7\2‘\ v;b. <( )5( 2)> :3( 22$+42 = §f6:02>a:§<: 90)

[Ny

_ (@b)  _ ((34),105) _ 310445 _ 50 _ 2
|@-]6] vgi.b.  5-5-VB 25-v/5 255 V5

3.2 Aufgabe 2

Welche Gegenkraft F hebt die folgenden vier Einzelkriifte, die an einem Massepunkt angreifen, in der
Wirkung auf?

Fy = (200N, 110N) Fy = (—10N, 30N)
Fs = (40N, 85N) Fy = (=30N, —50N)

Von welchem Betrag ist F? Unter welchem Winkel greifen Fy und F» den Massepunkt an?

3.2.1 L6sung

i

F=- (F1+F2+F3+F4>
— (200N — 10N + 40N — 30N, 110N + 30N + 85N — 50N)
~ (200N, 175N)

— (~200N, —175N)

"qi

F \/ (200) + (—175)°N = \/(8 -25) 4+ (7-25)°N = 25 - V113N £ 265.7536453N

Der gesuchte Winkel sei @ 0<a<mT.

Dann gilt: cos (a) = F}j

<ﬁ1, 1?2> = ((200N,110N) , (—10N, 30N)) = —2000N2 + 3300N? = 1300N?

‘ﬁl‘ = 1/(200)% + (110)°N = 228.2542442N

‘ﬁz‘ = /(~10)* + (30)> N = 31.6227766 N

Das Einsetzen in ® ergibt:
cos (o) = 0.1801044696 = arccos («) = 1.38970367 (79.62415508°)

20



3.3 Aufgabe 107

3.3 Aufgabe 107

R — R sei definiert durch flx) =

b

x fir -1<z<1
0 sonst

a Skizzieren Sie den Graphen von f. Zeigen Sie, dal f die Voraussetzungen aus 9.3.2 erfiillt.
b Berechnen Sie das Fourierintegral I(z) von f.

c Fir welche x € R

21
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